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Feuille d’exercices n°1

Logique, ensembles et quantificateurs

Exercice 1. (%%) Soient A, B et C trois propositions. A |'aide de tables de vérité, montrer que :

1) (AetB)oul) & ((AouC)et (BouCl)).
2) ((AouB)etC) & ((AetC)ou (BetC)).

3) (Aet (A = B)) = B.
4) ((A = B)et (non(A) = B)) = B.

Exercice 2 — Connecteur de Sheffer. (%%) On définit un nouveau connecteur logique, noté 1 (parfois appelé
connecteur de Sheffer ou nand) par : pour toutes propositions A et B,

ATB <~

1) Traduire en francais le fait que A 1 B est vraie.

non(A et B).

2) Construire sans démonstration la table de vérité de 1. La suite de I'exercice se fera sans table de vérité,
mais en utilisant les propriétés du cours (dont les lois de Morgan).

3

=

Simplifier A 1 A ainsi que (A1 A) 1 (B 1 B).

4) En déduire une assertion équivalente a A et B ne contenant que A et B et 1 (éventuellement plusieurs
fois). Par conséquent, toute assertion contenant les connecteurs non, ou, et peut &tre réécrite en utilisant
uniquement le connecteur 1. On dit qu'il forme un systéme complet.

Exercice 3. (%) Ecrire la négation des phrases suivantes :

1) >3 = f(z) <5.

2) -4<z<2.

3) y<—-3ouy>12.

4)a<b<c<d.

5) Ve e Ry, Iy eR, y? ==z

6) Sir € Q, alors 72 € Q.

7) Vx> 1, 3k € N, z* > 2026.

8) P(0) et ("neN, (P(n) = P(n+1))).

9) (x> —1let f(x) =0) ou (x < —1 et g(z) =0).
10) Vae A, Ybe A, (ab=0 = (a=0o0ub=0)).

11) Tous les éléves de moins de quinze ans ou de plus
de dix-huit ans ont une note moyenne comprise
entre 15 et 18.

12) Vn e N\{0;1}, 3z € R, Jy € R,
(z" =yeta# u)
13) Ve > 0, 3ng e N*, Vn e N, (n 2 ny = % <e).

14) (k) V(A1,.. ., An) € R, Aqaq+- -+ Ay = 0
= A==\ =0.

15) (%%) Il n'a plu qu'un seul jour cette semaine.

16) (%%) 3z € E, g(z) =0.
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Exercice 4. (%) Ecrire la contraposée des implications de I'exercice précédent.

Exercice 5. (%%) Traduire avec des quantificateurs les phrases suivantes et écrire leur négation :

1)
2)
3
4
5)
6)
7)
8)

= =

L'entier 5 est impair.

La fonction inverse est strictement décroissante sur RY.

La suite (3"),en est croissante.

L'équation In(z) — 2 4+ 1 = 0 admet une unique solution sur R* .
L'exponentielle de tout réel est strictement positive.

La fonction polynomiale P : x +— 22 4+ 2 + 1 n'admet pas de racine réelle.
La fonction sin s'annule exactement deux fois sur [0;27].

Tout complexe de module 1 peut s'écrire sous la forme ¢’ avec 6 € R.
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Exercice 6. (%) Décrire les parties A = {z € R| P(z)} de R quand P(z) est la proposition :
1) (z>letz<2)ou(x=1).
2) z>1letxz<G6etx#3.

3) (x<1letz>2)ou(x=-5).
4) <1 = z2<0.

Exercice 7. (%) Ecrire en langage mathématique les ensembles suivants :
1) L'ensemble des entiers naturels divisibles par 7.
2) L'ensemble des fractions d’entiers (relatifs) dont le dénominateur est une puissance de 3.
3) L'ensemble des entiers qui sont somme de deux carrés d'entiers.
4) L’ensemble des inverses d’entiers naturels (non nuls).

5) L'ensemble des carrés parfaits.

Exercice 8. (%) Pour chacune des propositions suivantes, étudier si elle est vraie ou fausse et écrire sa négation
et sa contraposée.

1) Si une somme de 2026 réels est nulle, alors ils sont tous nuls.
2) Si Mozart a composé Le lac des cygnes, alors 1 +1 = 3.

3) Si un éléve ne connait pas son cours en colle de Maths, alors il aura strictement moins de 10.

Exercice 9. (%) Montrer que les phrases « Ceux qui parlent ne savent pas » et « Ceux qui savent ne parlent
pas » sont équivalentes.

Exercice 10. (%) Déterminer si chacune des assertions suivantes est vraie ou fausse (en le démontrant).

12) Iz e Ry, z < /z. 23
13) 3z € R, cos(z) = 0.

1) Ve €R, I(m, M) e R%, m <22 < M. 14) Pour tout n € N, il existe m € N tel que n +m
2) I(m,M) €R% Vo € R, m < 2®> < M. soit impair.
3) Vz € R, I(m, M) € R%, m < sin(x) < M. 15) Pour tout n € N, il existe m € N tel que n x m
4) I(m, M) € R?, Yz € R, m < sin(x) < M. soit impair.
5) Vz €eR, Iy e R,y < z. 16) Vz e R, Vy e R,z +y > 0.
6) Jx € [0;1], Yy € [0;1], z <. 17) V2 €R, Iy € R,z +y > 0.
7N1+1=2= 1+1=3. 18) Iy eR, Vo e R,z 4y > 0.
8 1+1=3 = 1+1=2. 19) I eR, JyeR,z+y>0.
9 1=0 = 3keN, 3=2k 20) ¥(z,y) €N2, 3z €N, Vz>z+7.
10) V2 €R, 2 >2=12 > 3. ’ ' ’

. 1 1 21) Vz € R, Jy € R, In(In(y)) > =.
1) ¥(e,y) € (R, <x<y;\§>§>' 22) V(z,y) €R2, (z4+y=0 = x=y=0).

)

Il existe f et g croissantes de R dans R telles que
f — g soit la fonction nulle
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Feuille d’exercices n° 2

Raisonnements usuels

Exercice 1. (%) Montrer les propositions suivantes par |'absurde ou par contraposée :
1) Si a et b sont deux entiers tels que b # 0, alors a + bv/2 ¢ Q (on rappelle que v/2 ¢ Q).
2) Soit n un entier naturel. Montrer que, si n?> — 1 n'est pas divisible par 8, alors n est pair.
3) Soit £ > 0. Montrer que, si x et y sont deux réels tels que  +y > ¢, alors z > % ouy > %
4) Soit (a,b) € R2. Montrer I'implication : (Ve >0, a <b+¢e) = a<b.

5) Si x est un irrationnel positif, alors /z est irrationnel.

Exercice 2. (%%) On admet que v/3 et /6 sont irrationnels (nous le montrerons dans le chapitre 12).
1) Soit (a,b,c) € Q° tel que a + b2 + /3 = 0. Montrer que a = b= c = 0.

2) Montrer qu'un cercle de R? de centre (v/2,+/3) et de rayon R > 0 posséde au plus un point & coordonnées
rationnelles.

Exercice 3. (%) Combien un village doit-il compter d'habitants pour que deux personnes au moins aient les
mémes initiales ?

Exercice 4. (%) Parmi 51 entiers distincts compris entre 1 et 100, montrer qu'il en existe toujours au moins
deux consécutifs.

Exercice 5. (%%) Montrer que, tous les matins, il existe deux éléves qui serrent le méme nombre de mains.

On pourra utiliser le principe des tiroirs avec pour « chaussettes » les nombres a1, ..., a, de mains serrées par les
éléves (en numérotant les éléves de 1 3 n et en notant, pour tout k compris entre 1 et n, ay, le nombre de mains
serrées par I'éléve k).

Exercice 6. (%%) Déterminer toutes les fonctions f de R dans R telles que

Vr € R, Vy € R, fly—flz)=2—z—y.

Exercice 7. (%%) A I'aide d'un raisonnement par analyse-synthése, déterminer toutes les fonctions f dérivables
sur R et a valeurs réelles telles que

VzeR, VyeR, flz+y) = fl@)+ ).

Exercice 8. (%) Ou est I'erreur dans le raisonnement suivant :
e Pour tout n € N, notons Hy, : « n=n?».
e 0=0%et1=12donc Hy et H; sont vraies.

e Soit n > 2. Supposons H,, vraie et prouvons que H,, 1 est vraie. Par hypothése de récurrence, n = n? donc,
en multipliant par n, il vient n2 = n3 donc n = n®, sibienquen—1=n®>—-1=(n—1)x (N> +n+1). En
divisant par n — 1 (non nul car n > 2), on obtient 1 = n>+n+1let enfin n+l=n>+2n+1=(n+ 1)2,
c'est-a-dire que H,,1 est vraie.

e D’apres le principe de récurrence, H,, est vraie pour tout n € N.

Exercice 9 — Inégalité de Bernoulli. (%) Montrer que

Vr € [-1;+o0], Vn €N, (I4+2)" =21+ na.

Exercice 10. (%) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, 2" > n?.
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Exercice 11. (%) Considérons (up)nen la suite définie par ug =1, ug =2 et :

Vn € N*, Upi1 =

Montrer que, pour tout n € N*, u,, est bien défini et exprimer u,, en fonction de n.
Exercice 12. (%%) Montrer que, pour tout n € N, I'entier a,, = 3 - 5271 4 237+1 est divisible par 17.
Exercice 13. (%%) Etudier la monotonie de la suite (uy,),en définie par ug = 0,u; = 1 et :

_ .2 2
Vn € N, Unt2 = Uy + Upyq-

Exercice 14. (%) Soit A une partie de R contenant n réels distincts. En raisonnant par récurrence, montrer

que I'ensemble B = {x + y | (z,y) € A%} contient au moins 2n — 1 éléments distincts.

Exercice 15. (%% %) Montrer que tout entier n € N* s’écrit comme une somme de puissances de 2 distinctes.
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Feuille d’exercices n°3

Propriétés des nombres réels

Exercice 1. (%) Sans calculatrice, simplifier :

12 x 27 x 28 x 7700 5 1 7 11 3) R

= EE' 1192394120
24 x 18 x 42 x 35 x 55 119%239

1)

Exercice 2. (%) Sans calculatrice, déterminer le signe des expressions suivantes :
7
) - V3, 2) 3v5 —2V19+ V7, 3) V208 + /89 — /569, 4) 7 —+/10.

Exercice 3. (%) Soit n € N. Simplifier les expressions suivantes :

5N

1) 2ntt—on, 2) 3m43n43n, 3) (57)7,  4) (1P

L 1
(=1)>—9n’ 5) VndtdtV/ni4s’
Exercice 4. (%) Soit n € N. Simplifier les expressions suivantes :

5
9576 32

4
. . 65 :
1) 569 — (53)2, 2) 4% 3) ()Y 4) /25 x 90 x 72 x 150.

Exercice 5. (%) Soient = et y des réels positifs tels que y < 2. Montrer que

Exercice 6. (%%) Pour quelles valeurs des réels z et y, |'expression
T2 —y?  x— 22 —y?
2+
z— /22 —y? x4 \[22 —y?

est-elle définie ? La simplifier le cas échéant.

Exercice 7. (%) Soit z un réel. Compléter par =, <= ou < si c'est possible :
1) 22=36 ... z=6. 3) 2| <2 ... —2<z 5) 274 <16 ...

zr < —1/2
2) |z >4 ... 2< -5 4) 3zl >2? ... —3< <3, 6) 22<z ... >0

Exercice 8. (%) Soient a, b, ¢ et = des réels avec a # 0. Sous quelles hypotheses a-t-on az? 4 bz +¢ < 0?

T 1
Exercice 9. (%) Monter que, pour tous réels positifs z et y, — + ¥ > 2 avec égalité si et seulement si x = y.
y

1 1
Exercice 10. (%) Mont , tout z € [0; =1, <1 .
Xerci (%) Monter que, pour tout { 2] Vi +x
Exercice 11. (k%)
1) Montrer que, pour tout (z,y) € (Ry)?, vz + F < V2 +y.
2) Examiner le cas d'égalité de cette inégalité.

3) En déduire que, pour tout (z,y,2) € (R4)?, vz + /T + 2z < \/z+y+\/y+z+\/z+x_

2 2 2

Exercice 12. (%%) Montrer que, si n est le produit de quatre entiers naturels consécutifs, alors n + 1 est le
carré d'un entier.
On pourra commencer par développer (axz? + bx + ¢)? lorsque a, b, ¢ et x désignent des réels.

Lycée Condorcet - MPSI2 7/39 Matthias Gorny



Exercice 13. (%) Résoudre les équations suivantes, d'inconnue z € R :
1) |7z — 4] =13 — 2z|, 6) (9—=z)(z+3) =230,
2) v —19| = |z + 11], 7) a2+ 2 - 3| = |a,

3) |5 — x| = 2z, 8) 6z* + 1122 -7 =0,
4) [4—z|— |z +2|+ |3z +5| =9, 9) Ve +9=2-3
5) 13z — 522 =9, 10) (kk) VI+z—Vi—z=2,

3x+y=12

d'inconnues x et y dans R.
2y =9 i ues x et y

Exercice 14. (%%) Résoudre le systeme d'équation {

Exercice 15. (%%) Soit (a,b,c) € (R4)? avec a > 0 et b < c. Résoudre I'équation vz +b + 2 + ¢ = a,
d'inconnue z dans R.

Exercice 16. (%) Résoudre I'équation 322 + y? + 2% = 22(y + 2) d'inconnues z, y et z dans R.

Exercice 17. (%) Résoudre les inéquations suivantes, d'inconnue z € R :
1) 222 + 252 — 42 > 0, 5) |22 — 6z + 7| < 1. 8) 2(x —2)(1—22) + 1 < z(z +3),

2) [2¢ 5| <o +3|, 6) 2322 — 122" > 10, 9) 1 . 2
3) 22 —4|z| <5, 6 322 +2x+4 7 52246z + 1
4) lz+3]— |1 -3z > -2, 7)ﬁ>1+ﬁ' 10) (k) 22 —5— Az — 7 < 0.

Exercice 18. (k%) Posons 29 = v/5v2+7 — V/5/2 — 7.
1) Vérifier que z} + 3z¢ — 14 = 0.
2) Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que, pour tout = € R, 2® 4+ 3z — 14 = (z — 2)(2? + az + b).
3) En déduire que zo = 2.

Exercice 19. (%) Soit n un entier naturel. Exprimer le plus grand entier naturel m vérifiant 2m < n et le plus
grand entier naturel p vérifiant 2p + 1 < n, en fonction de n.

Exercice 20. (%) Calculer |z] + [—2] pour tout réel z.

Exercice 21. (%) Montrer que, pour tous réels x et y, v +y| — 2] — [y] € {0;1}.

Exercice 22. (%) Soit (a,2,T) € R? x R*. Montrer qu'il existe un unique k € Z tel que  + kT € [a;a + T

Exprimer k a I'aide de parties entiéres.
Exercice 23. (% %) Résoudre I'équation |2z + 5| = |« — 1], d'inconnue z € R.
Exercice 24. (%%) Résoudre I'équation |3z — 2] = |x|?, d'inconnue = € R.

Exercice 25. (%%) Soient (a,b,c) € R* x R2. Préciser si les ensembles suivants sont majorés ou minorés et
donner, lorsque c'est possible, leur minimum et leur maximum :

1) 1-5;2], 6) {ﬁer neN*}, 9) {an® —bn+c|n e N},

2) RY, " 11 X

3) [{77;73] U]6|;7[, } 7 {(71)n+ - ne N*}, 10) {; +;7 (n,p) € (N )2},

4) {(-1)"a+b|n € N}, (=P )2
5) {an-&-b‘neN}, 8) {%_% nEN*}. = {5_‘— p '(n,p)E(N) }

On poursuivra cet exercice dans le TD n° 14.

Exercice 26. (%%) Déterminer un majorant et un minorant (grossiers) de I'ensemble
422 — 22 +3
A= ———|0<z<1,.
{z4+$17:§+1 SES }

On poursuivra cet exercice dans le TD n°4.

Lycée Condorcet - MPSI2 8/39 Matthias Gorny

Feuille d’exercices n°4

Fonctions

I Résultats généraux sur les fonctions

Exercice 1. (%) Déterminer f(A) dans les cas suivants (sans avoir recours a une étude de fonctions) :
. _ . 1
1) fraor—a®et A=]=3;40q], 4) fiz— — et A=]—4;0[U]0;3],
2) frar—2—2%et A=]2;+0c0], v 1
3) frars o +2) et A=[-4;-1/2], 5) frar—1- et A=]-3;0[U]0;2].
Exercice 2. (%) Pour les fonctions f et g définies par les expressions suivantes, donner le domaine de définition
et une expression de go f et f o g. On commencera bien entendu par donner les domaines de définition de f et
de g.

1) f(z) =223 — 22 —da + 3 et g(x) = 22, 5) f(z) = (In(x))? et g(z) = 2% — Tz + 10,
2) flz) = Yz et g(z) = 25, 6) f(z)=th(z) et g(x) = In(z% - 1),
3) f(a) = o et gla) = 3 ), 7) fa) = et glo) = (a2 - ),

1 T 1

4) f(z) = th(z) et g(z) = 8) flz) =e"etg(x) =3

1—a? 2 2

1
Exercice 3. (%%) Montrer que la fonction z — |z]| + {7J admet un minimum sur R . En quel(s) réel(s)
est-il atteint ? Est-elle majorée ? r

Exercice 4. (%) Soit f : R — R telle que la fonction f o f est croissante et la fonction fo f o f est strictement
décroissante. Montrer que f est strictement décroissante.

Exercice 5. (%) Donner, sans calcul, I'allure des graphes des fonctions suivantes :

1)1»%1+th(%>. Q)IH%Ch(l.,g)' 3) z+— —In(1+2). 4) z—1-—1-u.
eOé(E
Exercice 6. (%) Soit o € R. Montrer que f : z +—— ————— est paire.
(14 eow)

Exercice 7. (%) Soit E une partie de R symétrique par rapport a 0. Si f: E — R et g : E — R sont des
fonctions paires ou impaires, que dire des fonctions f + g et fg?

Exercice 8. (%) Soit f : R — R périodique. Soit w € R*. Prouver que  — f(wz) est périodique, et préciser
une période.

Exercice 9. (% %) Montrer qu'une fonction f : R — R monotone et périodique est constante.

Exercice 10. (%%) Définissons la fonction indicatrice de Q par

R — R
1g: 1 size
Q T . Q
0 sinon
Nous en reparlerons dans la feuille d'exercice n°18 et verrons notamment qu'elle n'est continue en aucun point.

1) A quoi ressemblerait la courbe représentative de 1g (sans avoir recours a la dérivation puisqu’elle n’est
continue nulle part) ?

2) Montrer que 1 est périodique et que tout rationnel est une période.

3) Y a-t-il une plus petite période ?
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Exercice 11. (%) Donner I'équation de la droite (D) du plan passant par les points de coordonnées (1,5) et

(—3,2). Donner I'équation de la droite (A) du plan de coefficient directeur —1/2 et passant par le point (4, 6).

Déterminer les coordonnées du point d’intersection, s'il existe, de (D) et (A).

Il Calculs de limites et de dérivées

Exercice 12. (% a % %) Calculer les limites suivantes lorsqu’elles existent :

1) tim 200@) 5) lim ax |-, 9) tim (1+1),
z=+oo  In(z) 2300 > JHm .
. (lll(fﬂ))? . Llj . ch(:c) 1
2) Jim 6) lim <=, 10) lim <02,
. In(a2)” ] . e 2
3) ’I‘EI‘POO zin(z) ' 7 LEI_POO Ve f, ) 1136 Sh(5.7:)'
4 Jim 243 8) lim aZe @7 12) lim In (th(%))

Exercice 13. (% a %%) Pour chacune des fonctions suivantes, préciser le domaine de définition, le domaine de
dérivabilité et calculer la dérivée (on essaiera de factoriser au maximum |'expression de la dérivée).

1) z+— 00?4325 4) x — th(sh(ch(x))),

1

7) z— (1 71‘)1/"”,

2) z+— Yxln(z? +1), x - . 4 3/ ~
) W\C ( ) S)JH(lrl(ZzL’Qfofl))f" 8) zr— /1= V2V,
3) x> gl 6) x+— (2 —a°)3/7, 9) z+— 2™,

On ne cherchera pas a déterminer la dérivabilité en un point du domaine de définition oli les théorémes généraux
d’opérations n'ont pas permis de conclure (on réserve cela pour le TD n° 19).

Exercice 14. (%) Soient a € R*, b € R, a € R et n € N*. Montrer que les fonctions suivantes sont de classe €
sur des domaines a déterminer et expliciter leurs dérivées successives.
1

1) z+— (z+0b)", 3) » 5) & — (az +b)®, 7) & — sh(az +),
(m + b)n’
2) x+— Vx +0b, 4) In, 6) x> emth, 8) =+ ch(az +10),

Exercice 15. (%) Montrer que les courbes représentatives des fonctions carré et inverse admettent une unique
tangente commune que I'on précisera.

Exercice 16. (% %) Pour tout réel m, on note I';, le graphe de la fonction z — . Lorsque m parcourt R :

2
X
1) Montrer que les tangentes a I',, au point d'abscisse 0 sont toutes paralléles.

2) Montrer que les tangentes a I';;, au point d'abscisse 1 sont toutes concourantes.

11l Etudes de fonctions

Exercice 17. (k% 3 %% %) Etudier (domaine de définition, variations, limites, éventuelles asymptotes, branches
paraboliques, convexité, courbes) les fonctions suivantes.

1) x> In(z? + 2 +2), 6)x)_)x3+x272w73
22 _ J
2) x— 22 —8x + 15— |4 — 1|, 2t =6
y 1
3) x+— Va2 — 23 -3, 7)3:»—)%-{-5 |22 — 16,
_ 2 _
4) z+— ln(|T 3z +2), , et 1
5) z o, 8) frar— (a? —1)In 1—z)’
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9) frar—a+Val-1, 11) [z —e/*\/z(z +2),
12) z — In(ch(z)),

) In (/1 + 2 )
10) j:$>—>7( o ) 13) = — 2.

IV Inégalités, égalités, équations, inéquations

Exercice 18. (%) Résoudre les équations ou inéquations, d'inconnue x € R, suivantes :

1) 2¢* —36e™® =9, In(x) _ In(a) R*\I1
2) 2(In(x))? = 12 + 51n(x), ) In(a)  In(z)’ € Ri\{1},
3) VT = a", 7) In(—z — 3) —In(x — 5) + In(z +4) >0,

4) 4z _ 3r—1/2 _ gz+1/2 _ 221—1'

-5
5) In(x) — log(z) = 1, §) In(-z —3) > In <x )

z+4

Exercice 19. (k%) Résoudre I'équation z* = %\/6 d'inconnue z € R.

Exercice 20. (%) Montrer que la fonction N admet un unique point fixe sur R.

Exercice 21. (%%%) Soit a > 0. Donner le nombre de points fixes de z — a” selon la valeur de a.
Exercice 22. (%) Résoudre les inéquations, d'inconnue n € N*,

In(2n)
In(7/4)

1) 27 > 1000000,

17(%)n+1 >z
17% Z g

2) 3) +1In(5) < 31n(2).

Exercice 23. (%%) Soit a € R \{1}. Résoudre I'inéquation log,(x) > log,2(2 — 3z) d'inconnue = € R.

Exercice 24. (%) Montrer les inégalités suivantes :
1) Vo €051, In(l+2) > 5. (z-1)B-2)
2
16 15—16In(2 r 2P x
2) VxeR+,t11(m)<2—5z+T(). 4) Vz € Ry, 1+§—?< 31+x<1+§.

3) Yz € [1;+o0], In(x) >

Exercice 25. (%) Soit (z,y) € R2. Vérifier les égalités suivantes :
1) ch(z +y) = ch() ch(y) + sh(z) sh(y),
2) sh(z + y) = sh(z) ch(y) + ch(z) sh(y), 6) sh(z) — sh(y) = 2ch(5Y) sh(5Y),
3) ch(z) + ch(y) = 2ch(ZHY) ch(ZF), th(z) + th(y)

4) ch(z) — ch(y) = 2sh(4¥) sh(%5Y), ) @) = T e

5) sh(z) + sh(y) = 2sh(%5Y) ch(%Y),

Exercice 26. (%%) Montrer que, pour tout = € R%, In(z) < 2 — 1. En déduire que

vn € N\{0,1}, <1+%> <e<<173> .

n

Exercice 27. (% %) Dans I'exercice 25 du TD n°3, nous avons montré que |'ensemble

2 o4
A= wogxgl_
i+ —z+1

est majoré et minoré. A I'aide de factorisation de polynémes, trouver la valeur du minimum.
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V Bijections et réciproques

Exercice 28. (%) Justifier que les fonctions suivantes sont bijectives et expliciter leur réciproque.

?;f; de R\{5} sur R\{2}.

2) x+— Va2 +z+1de Ry sur[l1;+o00.

1) z+—

41—z .
3)1’}_>{ - si 2€]0;2[ de ]0; 3] sur [0;2].
(x—2)?2 si z€[2;3

Exercice 29. (%%) Dans les cas suivants, montrer que f est une bijection d'un intervalle I sur un intervalle .J
(que I'on précisera) puis expliciter f~1 sur J.
1

Va2 +z+2

1) z+— /1 +3(In(z))2, 2) x—> 3) z — In(z¥/4 — 1).
Exercice 30. (%)

1) Montrer que th réalise une bijection de R sur |—1; 1[. Expliciter sa bijection réciproque, que I'on note Argth.
Représenter graphiquement Argth. De deux facons différentes, étudier la dérivabilité de Argth et calculer
Argth’.

2) Montrer que sh réalise une bijection de R sur R. Expliciter sa bijection réciproque, que 'on note
Argsh. Représenter graphiquement Argsh. De deux facons différentes, étudier la dérivabilité de Argsh et
calculer Argsh’.

3) Montrer que ch réalise une bijection de R sur [1;+oc[. Représenter graphiquement Argch. Expliciter sa
bijection réciproque, que I'on note Argch. De deux facons différentes, étudier la dérivabilité de Argch et
calculer Argch’.

Exercice 31. (%) Considérons f : x — zel 7.
1) Montrer que f réalise une bijection de [1;+oo[ sur un intervalle J & préciser. Notons g = f~1.
2) Etudier la dérivabilité de g et exprimer g’ en fonction de g (et sans exponentielle).
3) Montrer que g admet un point d'inflexion en un point a préciser.

4) Représenter graphiquement |'allure du graphe de g.

On attendra d’avoir vu le prochain chapitre pour traiter cet exercice puisqu’il fait intervenir des fonctions
trigonométriques.
1+ In(t)
P
1) a) Démontrer que la fonction est une bijection strictement croissante de |0;1] sur |—oo; 1].

Exercice 32. (%%) Notons u : t —

b) Montrer que sa fonction réciproque est de classe € sur |—o0; 1[.

2) En déduire I'existence d'une fonction 7 : R — R telle que, pour tout réel 6, r(0) € ]0;1] et

r(0) T cos(6) _ 1

e
3) a) Calculer de maniere simple (0) et r ().
b) Montrer que r est une fonction continue, 2m-périodique et paire.
c) Montrer que r est de classe € sur |0;27] et que :

7(6)? sin(6)

V0 €10;2x[,r'(0) = () cos(0) — 1"
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Feuille d’exercices n°5

Trigonométrie

I Formules de trigonométrie et équations trigonométriques

Exercice 1. (%) Donner une valeur de
b LT T LT 7r LT
cos <7) , sin <7) , cos (—) , sin (—) , cos (—) et sin (—) .
8 8 16 16 12 12

Exercice 2. (%%) Résoudre les équations ou inéquations suivantes, d'inconnue = € R :

1) 2cos(4z +7) =1, 5) cos(z) — cos(2x) = sin(3z),

2) cos(3z) — sin(z) =0, 6) v3cos(z) —sin(z) = —v/2.

3) sin(2x) + sin(6z) = 0, 7) 2sin(z) < —1.

4) sin(7x) + sin(3z) = v/3sin(5z), 8) sin?(z) + 3cos(z) < 1.
Pour les questions 7 et 8, on pourra s'aider d'un dessin. Mais, pour justifier correctement, on se raménera a des
cas de positivité de cosinus ou sinus.

Exercice 3. (%%) Résoudre I'équation 24°0s* @+ 4 16 x 24sin*(@)=3 — 90 d'inconnue = € R.
Exercice 4. (%%) Soit (a,b,c) € R3. Résoudre I'équation a cos(x) + bsin(z) = ¢ d'inconnue = € R.
Exercice 5. (%%) Résoudre I'équation 2sin(x) + 3 cos(xz) = 1, d'inconnue z € R.

Exercice 6. (%) Soient n > 2 et x ¢ 7Z. Montrer que |sin(nz)| < n|sin(x)|.

! V3

sin (%) - cos (118) .

Il Fonctions circulaires et leurs réciproques

Exercice 7. (%%) Donner la valeur de o =

Exercice 8. (%) Donner, sans calcul, I'allure des graphes des fonctions  — 1+sin(2x) et © — cos (T - g)

Exercice 9. (% a % %) Pour chacune des fonctions suivantes, préciser le domaine de définition, le domaine de
dérivabilité et calculer la dérivée (on essaiera de factoriser au maximum |'expression de la dérivée).

1) @ — (14 2?)ehretan@), 8) z — Arccos (42?2 — %),

2) o 1. ' 9) z+— \(“,/Ecsin(ln(x))'
Arcsin(z) 10) @ — Arctan(Arctan(Arctan(z))),
3) @+ cos(sin’(z)), 11) 2 — (cos(z))") |
4) @ +— In (1 + cos(wa?)), cos(z)
) 12) & — e,
5)  — &/tan(z), (sin(z) + 2)

6) « +— In(cos(z) — 1),
In(2 + cos(x))
exp(tan(z)) ' 14) z — /3 cos(x) + 4sin(z).

13) 2+ Arcsin <g Arccos(w)),
T
7) x—

On ne cherchera pas a déterminer la dérivabilité en un point du domaine de définition ot les théorémes généraux
d’opérations n'ont pas permis de conclure (on réserve cela pour le TD n° 19).
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Exercice 10. (%) Calculer les limites suivantes lorsqu’elles existent.

. N 2241 : —a Arctan(z) . Arcsin(z
1) TEI«POO oS (l ) ¢ ! 3) lim 47‘ + i 5) 111)5{100 ¢ ' 7) lim (7) ’
z—+00 T — cos(z) =0 T
22 + sin(z) Arctan(z) Arccos(z)
. . 4 lim ) . an(x . s(z
2t e 9 M TGy Ol To 9 T

Exercice 11. (% a %%) Etudier (domaine de définition, variations, limites, éventuelles asymptotes, branches

paraboliques, convexité, courbes) les fonctions suivantes.

1) 5 c?s(x)’ 3) > sin 7F ' 5) @+ Arctan(z? In(2)),
sin(z) 2+ 3 +2
2) a — x Arccos(z), 4) @ — Arcsin (1 — 2%), 6) = — Arccos(z) Arcsin(z).

Exercice 12. (%) Montrer que chacune des fonctions suivantes est périodique sur son domaine de définition.

. [ bx
sm | —
2

. 2z . (2%
1) 2 — sin(7 + 6x), 2) x— W, 3) & — cos (E) + sin (4—7>

Exercice 13. (%% %) Déterminer deux fonctions périodiques dont la somme n'est pas périodique.

Exercice 14. (%%) Montrer que :

3 3 5
x ) oz
1) Vz € Ry, xfgésm(x)gxngrg,
3 3 5

2) Vx e Ry, 1:79; éArctan(x)g.rf%Jr%.

Exercice 15. (%) Sans utiliser d'arguments de convexité, montrer que :
2z
.

Yz € {O;g] s sin(z) >

Exercice 16. (k%)

1) Montrer que la fonction f : & — réalise une bijection de [O; 3 { sur un intervalle J a préciser.

1
cos(z)

2) Etudier la dérivabilité de f~1 et exprimer sa dérivée.

Exercice 17. (%%) Donner le nombre de solutions de I'équation sin(z) = In(z).

z+1

1 r—1
Exercice 18. (%) Pour tout z € R*, simplifier Arctan (ﬁ) + Arctan <7> + Arctan <L>
x z

v
1+z+ 22
Exercice 20. (%%) Calculer Arctan(tan(z)), Arcsin(sin(z)) et Arccos(cos(x)) pour tout réel x.

Exercice 19. (%) Montrer que, pour tout 2 € R, Arctan ( ) = Arctan (1 4+ z) — Arctan ().

Exercice 21. (%%) Soit = € R. Simplifier (quand elles ont un sens) les expressions suivantes :

f(z) = tan(2 Arctan(z)), g(x) = cos(4 Arctan(x)) et h(z) = sin(3 Arctan(z)).
Exercice 22. (%) Soit « € [0;1]. Simplifier I'expression Arcsin(z) + Arcsin (\/1 - 12>

Exercice 23. (%%) Montrer les égalité suivantes :

(5 e . (16 7
1) Arcsin (E) + Arcsin (g> + Arcsin <%> =3

2) Arctan(1) + Arctan(2) + Arctan(3) = 7.
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Exercice 24. (k%) Résoudre les équations suivantes, d'inconnue z € R :

1) Arctan(z) + Arctan(zv/3) = % 2) sin(2 Arccos(2 Arctan(z))) = 0.

Exercice 25. (k%)
1) Montrer que, pour tout 2 € R*,

Arctan(z) + Arctan <%) = { 2

2) Soient x et y des réels tels que zy # 1. Montrer que

Arctan(z) 4+ Arctan(y) = Arctan (; Ty > + km,
Ty

0 si ay<1
ol k= 1 si zy>1,2>0,y>0 .
-1 si zy>1, <0, y<O0

1 1
g = 4 Arctan <g> — Arctan <ﬁ) .

Exercice 26. (k%) Montrer que, pour tousn € N* et 2 € R, on a

3) Montrer la formule de Machin :

(n—1)!

(M(p) = 720
Arctan'™(z) = RERSTE

sin (n x Arctan(z) + n%r) .

Exercice 27. (%%) On introduit les fonctions

2x ™
rx— A : }77:7[»—> .
frx rctan(lilr,?) et g:r€ -5 tan(x)

1) Préciser I'ensemble de définition Dy de f. Prolonger f aux éventuelles bornes finies de D afin qu'elle soit
continue a gauche (si c'est possible).
2) Expliciter I'application f o g. En déduire f(z) en fonction de Arctan(z) pour tout = € Dy.

3) Représenter graphiquement |'application f dans un repére orthonormé.

Exercice 28. (%% %) En s'inspirant de I'exercice précédent, simplifier et tracer la courbe représentative de la
fonction f : @ — Arccos (42® — 3z).

- =

Exercice 29 — Coordonnées cartésiennes et polaires. (%) Le plan est muni d'un repére orthonormal (O, i, j).
Soit M un point du plan qui n'est pas O. Notons (z,y) ses coordonnées cartésiennes et (r,0) ses coordonnées
polaires (c'est-a-dire que I'angle orienté (i ,OM) a pour mesure § € [0;27[ et que la longueur OM vaut 7).

1) Montrer que z = rcos(f) et y = rsin(h).

Arctan (¥) si x>0
7+ Arctan (£) si 2 <0

2) Montrer que r = /22 + y% et § = x T S z—Oety>0"

-5 si r=0ecty<O0
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Feuille d’exercices n° 6

Nombres complexes

I Calculs dans C

Exercice 1. (%) Mettre les complexes suivants sous forme algébrique (c'est-a-dire sous la forme z + iy avec x
et y deux réels) :

5-7 iv/3-3 (—i)2020 = (—22%+21v5+9 2

2 e N 5 L LA I 1 )
e  EE R JF24° 437, 2-)B+2)

3-21" -3’

1 1
Exercice 2. (%) Soit z € C tel que z # 1 et |z| < 1. Montrer que Re (1 ) > 7
-z

Exercice 3. (%) Soient n € N* et 21,..., 2, des complexes non nuls de méme module. Montrer que

(21 4+ 22) (22 + 23) - - - (2n—1 + 20) (20 + 21)
Z1292 " Zn

eR.

Exercice 4 — Formule du parallélogramme. (%) Montrer que, pour tous complexes z et 2/,
|2+ 217 + |z = 22 = 2(121* + | ).
Pourquoi I'appelle-t-on formule du parallélogramme ?

Exercice 5. (%) Soient z et 2’ deux complexes. Montrer que

1) 1<z + 2+ (142 + ]2, 2) [z + 2P < (1+[2P) (L+ ).

Exercice 6. (%%) On dit qu'un entier n est somme de deux carrés d’entiers si il existe = et y dans N tels que
n = x2 + 5. Montrer qu'un produit fini de tels entiers est encore la somme de deux carrés d'entiers.

Z—uz

Exercice 7. (%) Soient u € C\{1} et z € C\R. Montrer que ] € R si et seulement si |u| = 1.

Exercice 8. (%) Soit (s,t,u) € U3. Montrer que |st + tu +us| = |s +t + ul.

z+ 2

1527 est un réel.
2z

Exercice 9. (%%) Soit (2, 2') € U? tel que 22’ # —1. Montrer que

Il Forme trigonométrie, écriture exponentielle, racines de I'unité

Exercice 10. (%) Soient n € N et § € R. Déterminer le module et un argument des complexes suivants :

sir o 1—iv3\" o\ 1
V34i, 2, M0, <1+{), (1+e‘9), R (1—1)" — (L +i)"

. 1
Exercice 11. (%) Ecrire z = 1 +l sous forme algébrique et sous forme trigonométrique. En déduire les

+1iv/3

eurs de cos (3 et sin (35
valeurs de cos 12 et sin 12/
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Exercice 12. (%) Déterminer les entiers n tels que (v/6 4 iv/2)" soit réel.

Exercice 13. (%) Donner un complexe de module 1 qui ne soit pas une racine de I'unité.

. . X x _ 1 —itan(«)
Exercice 14. (%) Soient z € R* et @ € R\ (5 + xZ). Donner un argument de z = x (71 Fitan(a) )

Exercice 15. (%%) Soit z € C\R_. Montrer que |'argument principal de z est égal a
2 Arctan <M> .
Re(z) + |2|

Exercice 16. (%) Pour tout = € R, linéariser les expressions sin®(x) cos?(z) et cos(2z) sin?(3z).

Exercice 17. (k%) Simplifier
sin? (g) + sin? (%) + sin? (%r) + sin® (%T)

Exercice 18. (%%) Soit [0;27]. Donner le module et un argument de 1+ ¢ + %9
On pourra utiliser le fait que, pour tout a € C, a® —1 = (a — 1)(a® + a +1).

Exercice 19. (%) Montrer que, pour tout = € R, |ei’” - 1| < .
Est-ce encore vrai pour tout z € C?

Exercice 20. (%) Montrer que, pour tout z € C, |e?| < el?l et étudier les cas d’égalité.

IIl  Résolution d’équations
Exercice 21. (%) Déterminer les racines carrées des complexes suivants : i, 1 —i, 5+ 4i et 5v/3 + 2iv2.

Exercice 22 — Equations polynomiales de degré 2. (%) Résoudre les équations suivantes, d'inconnue z € C :

1) 222 - 5246 =0,
2) 22 —2zcos(f) +1 =000 6 € R,
3) 22 +5i24+4=0,

4) 22+ (4i—3)z+i—-5=0,
5) (z—1i)2 = —(2+1-1)2
6) |z|> +3Jz| —4=0.

Exercice 23. (%) Soit z € C\R. Trouver deux réels p et q tels que 2%+ pz + ¢ = 0.
Exercice 24. (%) Soit § € R. Résoudre I'équation 22 — 2!z 41 = 0, d'inconnue z € C.
Exercice 25. (%%) Résoudre les systémes d'équations suivants, d'inconnue (z,y) € C? :
z+y = 2 z+y = 1 r+y = 3
g {2 o [ = Ny

= y =i zy

Exercice 26 — Equations polynomiales de degré supérieur a 3. (*%) Résoudre les équations suivantes,
d'inconnue z € C :

5 i+V3 4) 2% —i=6(2+1),
1) Zgij_\/g'

4_ 5 .
2) 2 4+32-2=0, 5) &t =724,

3) 0+ 4+1=0, 6) 23+ (2 —4i)22 — (2+4i)z + 16 + 8 = 0.

Indication : I'équation de la question 6 admet une racine imaginaire pure.
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atbte =1 , d'inconnues a, b et ¢ dans U.
abc =1

On pourra s'intéresser a la fonction f : z — (z — a)(z — b)(z — ¢).

Exercice 27. (%%) Résoudre le systeme

Exercice 28 — Equations avec conjugaison. (%%) Soit n € N\{0;1}. Résoudre les équations suivantes,
d'inconnue z € C :
1) 24 = z, 7L
) 2 z+7Z 2) 27 = =

Exercice 29 — Equations avec exponentielle complexe. (%%) Résoudre les équations suivantes, d'inconnue
ze€C:

1) e* =33 - 3i, 3) e* = —12 — 5i, 5) e" +e % =2i,
2) e = —1+2i, 4) e*(1—¢*) =1, 6) (1+1i)e** =e* +ie .

IV Interprétation géométrique des complexes

—i

Exercice 30. (%) Soit z € C. Montrer que z est réel si et seulement si
géométrique.

T = 1. En donner une interprétation
1

Exercice 31. (%) Caractériser géométriquement les similitudes suivantes :
1) z+—4iz+1, 2) z—3(1—i)z+8+1, 3) z— (2—1)z +1i.
Exercice 32. (%)
1) Donner une expression de la rotation r de centre e et d'angle —7.
2) On note h I'homothétie de centre 2 — i et de rapport 7%. Déterminer une expression de r o h.
3) On note ¢ la symétrie centrale de centre 1 + i. Déterminer une expression de r o c.

4) On note s la symétrie d'axe des abscisses. Déterminer une expression de 7 o s.

Exercice 33. (%)
1) Montrer que la composée de deux symétries centrales de C est une translation.

2) Montrer que la composée de deux rotations de C est soit une rotation, soit une translation.

Exercice 34. (k%) Soient A, B et C trois points du plan d’affixes a, b et ¢. On dit que ABC est un triangle
équilatéral direct (respectivement indirect) si C' est I'image de B par la rotation de centre A et d'angle §
(respectivement —%).
1) Montrer que ABC est équilatéral direct si et seulement si a + bj + ¢j?> = 0. Les complexes a, b, ¢ jouent-ils
le méme réle?

2) En déduire que le triangle ABC est équilatéral (direct ou indirect) si et seulement si a2+b%+c? = ab+ac+be.

Exercice 35. (*%) Représenter graphiquement les ensembles suivants dans le plan complexe :
A ={z € C|,Re(z) x Im(z) > 0}, F={i+2" -Z<0<Z}
B={z€C|,1<|z-3] <3}, G={zi+2 75| —2<z<1},
C = {i+re5|r>0}, H={re?|0<r<2, 30=7%2x]},
D={i+re5|2<r<4}, I={zeC|z*eR |z]* > 2},
E={i+20cR}, J={2€C|Re(z®) =Im (2*)}.
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3) z=2", 4) Z(2—1) = 2%(z-1).

Exercice 36. (%) Déterminer I'ensemble des complexes z tels que :
1) les points d'affixes j, z et jz soient alignés.
2) les points d'affixes i, z et iz forment un triangle isocéle rectangle en i.

3) les points d'affixes z, 22 et 2® forment un triangle équilatéral (non réduit a un point)

Exercice 37 — Parallélogrammes. (%) Soient A, B, C' et D trois points du plan non alignés trois a trois.
1) En utilisant des complexes, justifier que les assertions suivantes sont équivalentes :
® les vecteurs zﬁ et 58 sont égaux,
@ les vecteurs ﬁ et B? sont égaux,
® [AC] et [BD] ont le méme milieu,
On suppose dans la suite que c'est le cas. On dit que ABCD est un parallélogramme.

2) Montrer que (AB) et (BC') sont orthogonales (il s’agit alors d’un rectangle) si et seulement si les longueurs
AC et BD sont égales.

3) Montrer que les longueurs AB et BC' sont égales (il s'agit alors d'un losange) si et seulement si (AC) et
(BD) sont orthogonales.

Exercice 38. (k%) Trouver les complexes z tels que z et ses racines cubiques forment un parallélogramme.
Montrer qu'il s'agit alors d’un losange.
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Feuille d’exercices n°7

Sommes et produits

I Sommes

Exercice 1. (%) Réexprimer les sommes suivantes avec le symbole > :
1) 24+4+6+8+--- 4104, 5) a1 —ax+az —as+ -+ ay — a,
2) 144+9+16+25+36+49+--- 4 361, 6) aias + asas + azas + asas + - - - + aszoasi,
3) 24+4+8+16+32+--- + 1024, 1 2 238

x X
4) 1427 +30 445454 4+ 63+ 72+ 8, Natg+TH +E

Exercice 2. (%) Soit n € N. Calculer la somme P, des entiers pairs de 0 a 2n et la somme I,, des entiers impairs
dela2n+1

Exercice 3. (%) Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :
3n+1

1) Z 2i+l' 5) i(_l)kBZk_ly 9) i:k R,
i=n k=0 k=1
2) i Vi, 6) iln(k) 10) iln (1 + %)
J=1 k=1 k=1
(%) Z kln (1 - %)

2n—1

k)2
DI Y)Z\/ﬁ+f

k=0
) .
7 —2.3%
4) ZT 8) Z (né - 1), 12) **)Z e
j=0 =1 1T VE+ k‘

Pour la derniére somme, on utilisera I'exercice 5 du TD n° 3.

Exercice 4. (%%) Soit n € N*. Calculer Z ¥k et Z
k=1

n
Exercice 5. (%%) Soit n € N*. Calculer ZL\/EJ
k=0

Exercice 6. (%) Soient x € |—1;1[, (a,b) € R? et n € N*. Calculer

1) Z sin(ak + b) 2) Z cos(ak + b), 3) Z ¥ sin(ak) 4) Z 2" cos(ak).
k=0 k=0 k=0

k=0

Exercice 7. (k%) Soient z € R\27Z et n € N*. Calculer les sommes Zsin(km) et Zcos(k:r,) sans utiliser de
k=0 k=0

nombres complexes mais en commencant par les multiplier par 2sin(5) puis en utilisant des sommes télescopiques.

Exercice 8. (%) Soit n € N*. Soient z1,..., 2, des complexes de module 1. On pose

= (5 ()
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Montrer que z est un réel, et que 0 < z < n°.

Exercice 9. (%) Soient n € N* et z € C\U. Montrer que
1— |27+t
1—lz

1_zn+1
‘ 1—2

Exercice 10. (k%) 9 .
1) Résoudre I'équation <z + ;) + (z + ;) —1=0, d'inconnue z € C*, de deux facons différentes.

2 2 4 4
2) En déduire les valeurs de cos bl , sin o , COS il , sin il , oS (E> et sin (E)
5 5 5 5 5 5

Exercice 11. (%%) Soit n € N*. Calculer Z Jw—1].
weUyp

Exercice 12. (k%) Soit n € N*. Montrer que

OIS ol S o BUSS b I o YE- s
(2k —1)2 £~ k2 44~k 44~ k2 k2
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Exercice 13 — Somme géométrique dérivée. (k%) Soit n € N*. Pour tout = € C\{1}, posons

= i: kakt,
k=1

n
1) En dérivant de deux maniére différente la fonction polynomiale f, : z € R — Z,Lk déterminer une
expression de Sy, (x) pour tout z € R. k=0

2) En raisonnant par récurrence, montrer que la formule trouvée a la question 1 est valable pour tout z € C\{1}.
3) a) Vérifier que, pour tous k € [1;n] et x € C\{1},

(1—2)2kz" " = (k — D)2 — k2P + (k + )P — ka® + 251 — 2P 4 2P — 2P
b) Retrouver avec la formule de la question 2.

Exercice 14 — Somme des premiére puissances. (*%) Soit n € N*. Pour tout p € N, notons S,(n) = Z kP,
1) Calculer Sp(n). k=0
2) Pour tout k € [0;n], développer (k +1)2 — k2. Retrouver la valeur de Sy (n).
3) Pour tout k € [0;n], développer (k + 1) — k®. Retrouver la valeur de Sz(n).
4) En généralisant cette méthode, déterminer une formule close pour S3(n) et Sy(n).
On pourra remarquer que I'on peut factoriser Sy(n) par n(n +1)(2n + 1).

Exercice 15 — Inégalité de Cauchy-Schwarz. (*%) Soit n € N*. Soient z1,...,2n, Y1, ..., Yyn des réels.

1) Déterminer le signe du trindme du second degré ¢ — Z (| + t\yi|)2 de deux facons différentes.
i=1

2) En déduire que

3) Montrer que, pour tout n € N*,

Z":l> 6n
i T m+1)@2n+1)

i=

S 4n+3
Exercice 16. (%% %) Montrer que, pour tout n € N*, Z\/E < n6+ N
k=1
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Exercice 17. (%% Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

n > 4) 3 (i+)), 7y i, 10) Y omina),
1<igj<n 1<i,j<n 1<igj<n 1<i,j<n
li—ji=1

) s 1
2) > A 5 2. G+ k 11) —
6) Z ij 1<k<l<n §
3) Z nPta, T ' 9) Z max(4,75), 12) Z j.
1<p,g<n i+j=n 0<i,j<n 0<i<j<k<n

Exercice 18. (k%) Soient z € C et n € N*. En calculant la somme double Z %71, retrouver le résultat

sur les sommes géométriques dérivées de I'exercice 13. 0<j<k<n

Exercice 19 — Autour des nombres harmoniques. (%%) Pour tout n € N*, on définit le n®™ nombre

n
harmonique H,, = Z T Il n'en existe pas de forme close.
k=1
1) Soit n > 2. Exprimer la somme Z

1<i<j<n

1 )
- en fonction de n et de H,,.
—1

2) Soit n € N*. Exprimer ZH;C en fonction de n et de H,.
k=1

Exercice 20. (%% %) Soit d € N*. Soit P une application polynomiale sur C qui est de degré d. On suppose
qu'il existe a € C est tel que P(a) = 0. Montrer qu'il existe une application polynomiale @) sur C de degré d — 1
telle que

Vz € C, P(z) = (2 — a)Q(z).
On remarquera que, pour tout z € C, P(z) = P(z) — P(a) et on utilisera la formule de factorisation de z* — a
pour tout k € N*.

k

Exercice 21 — Cas d’'égalité de I'inégalité triangulaire. (*%) Soit n € N\{0;1}. Soient z1,..., 2, des
complexes. Montrer que

Z Z\z;\ —  Vke[2;n], InER,, z =z
k=1
Autrement dit, I'inégalité tnangulalre est une égalité si et seulement si les points d’affixes z1, ..., 2, sont sur une

méme demi-droite d'origine O.

Il Produits

Exercice 22. (%) Soient 2 € C, n € N* et p € [0;n]. Calculer les produits suivants :

n n

1) ﬂ(i+2), 4) H€2(€+1)3, 7) H2H‘2, 10) ﬁ (zp:Qp!xk-),
i=0 p=1

=1 i=1 k=0

n n n+1 n
2) [[G -, 5) TT62 1), 8) I] <1 7%) 11) [ ="
j=1 i =3 k=p

i=3 k=2
n n k n
2k+5 1 1
3) [T +k), 6) szw, 9) H<1+E> , 12)1‘[(5%).
k=1 k=1 k=1 k=1
Exercice 23. (% %) Montrer que, pour tous z € R\{1} et n € N,
211+1

-1

1) .
H(L + —>_1

Lycée Condorcet - MPSI2 22/39 Matthias Gorny

Exercice 24. (k%) Montrer que, pour tout n € N*,

3 L 2 5
1— )
4n+3<k1;[1< 4k+3>< 4n+5

Exercice 25. (%%) Soit n € N*. Calculer H ij. En déduire la valeur de H ij.

1<i,j<n I<i<j<n

Exercice 26. (%) Soit n € N\{0;1}. Calculer le produit des racines nm de I'unité.

Il Formule du binéme de Newton

Exercice 27. (%) A I'aide d'une factorisation, montrer que, pour tout n € N*, 10" — 1 est divisible par 9.
Exercice 28. (%) Quel est le coefficient de 274322 dans (x + 2y + 32)12?

Exercice 29. (%) Soit (n,m) € (N*)2. Calculer les sommes suivantes :

1) S, = i <2;)(f1)‘“’21*’“ = gé ( >

k=1 P

Exercice 30 — Formule de Pascal généralisée. (%) Soient p et n deux entiers tels que 0 < p < n. Montrer que

>()-()

Exercice 31 — Inégalité de Bernoulli. (%) Montrer (sans avoir recours a un raisonnement par récurrence) que

VneN*, VeeR;, (1+4+2)">1+nax.

Exercice 32. (%) Pour tout 2 € R, exprimer cos(6x) et sin(6z) en fonction de cos(z) et sin(z).

Exercice 33. (k%)
1) Montrer que

1 3n+3
Vn € N*, <1 + —) >4
+1

2) Montrer alors par récurrence que, pour tout n € N*, 4%(n!)3 < (n + 1)%".

(2
Exercice 34. (%) Soit n € N*. En développant (1 +1)%" et (1 — 1)??, calculer Z < n)
—0

N n 2%
Exercice 35. (%) Soit n € N. A I'aide du complexe (1 + )2, donner la valeur de Z(fl)k<2z>
k=0

Exercice 36. (*%) Soit n € N*. Calculer les sommes :

%’ﬂ —1) ( >2k 2) gﬁ(:) g (—)*k < > 4) 0<§<n (/;1)21
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Exercice 37. (%) Pour tout = € R, linéariser sin(x) et factoriser sin(9z). Feuille d’exercices n° 8

Exercice 38. (%) Pour tout & € R, écrire sin(9z) sous la forme d’une fonction polynomiale en sin(z). Systémes linéaires

Exercice 39. (%%) Soient z € R, x € C et n € N*. Calculer les sommes suivantes :

n 2022 10000 Exercice 1. (%) Résoudre les systémes linéaires suivants d'inconnues réelles :
n .
DY () eostio 2> (M) 3) (okA) 3 (s, by ¥z r - %+ 4o -1
k=0 k=1 wely 3 " 5y 3 7 4) 3r — y — z — 2t = 0
§+§+?—g —5x + 6z + 4 = 1
. . . T 4y 11z 1 2z — 4y + 8z = -1
Exercice 40 — Formule de Vandermonde. (%%%) Soient p et ¢ deux entiers naturels. 3 - 3 " § = T3
1
1) En utilisant le fait que, pour tout z € R, (1 + z)P(1 + z)? = (1 + z)P*9, montrer que 3y — 4z = -7 % + ¥y — =z 3
., 2) 5z + 2z = 4 5) § 2 Y Z 1
+ _ _ — 4 9 3 )
vr e [0;p+q], <p q)zZ(i)( qk>. 2 y = 3 4 2 3 2
" =0 " 20 + 6y + - 3 4+ Tu = -3
2z + 5z = 2
L o hoix. 3 5 p. P . - Lo 3 3z + 5y + - 2u = 2
a somme peut s'arréter, au choix, a r ou a p. Pourquoi? 3) 4?/ o — % 6) (Ak){ 22 + Sy + 5z + 6t — Tu = 5
2) Donner une démonstration par récurrence (sur p par exemple) de cette égalité. + 4y z —dx — 2y 4+ 3z 4+ 6t — 3u = 1
- — 3y + 2z = -7
-5 — y + 3z + 3t + 6u = —4
Exercice 41 — Formule d’inversion de Pascal. (%%%)
1) Montrer que, pour tous entiers k, j et n vérifiant 0 < k < j < n, Exercice 2. (%%) Résoudre les systémes linéaires suivants d'inconnues complexes :
n\ (J n\ (n—k iz + 2y + (1+i)z = 2-i r - y + (I+d)z = 1+3i
<><é):<>< ) 1) { 2 + iz o= 142 )3z — (1—-iy + 2 = 3+4i
J JIAN=I . -z + 2y + 22 = —i 2z — iy (1—i)z = —2—i
2) Soit (byp)nen une suite de complexes. Pour tout n € N, posons a,, = Z (n) br.. Montrer que :
= \k Exercice 3. (%)
S n—j M 1) On cherche une application polynomiale P de degré 3 vérifiant P(1) = P(—1) = P'(1) = 1. Un telle
VneN,  bp=)Y (-1) ) aj. o ; : i
= j application polynomiale existe-elle ? Est-elle unique ?
2) Méme question avec P de degré au plus 4 vérifiant, pour tout k € [0;4], P(k) =k
Exercice 4. (%) On cherche (a, 3,7, 0) € R?* tel que
522 42z — 1 e B8 5 0
Vr € R\{-1;0;1; 3}, - = = .
T M=150513 3] xt =323 — 22+ 3z x71+x+z+1+z73
Un tel quadruplet de réels existe-t-il ? Est-il unique ?
Exercice 5 — Un peu de chimie. (%%) Equilibrer I'équation chimique
CyHg + Oy — CO9 + H50.
Il faut placer un entier naturel (le plus petit possible) non nul devant chaque molécule de sorte que le nombre
d’atomes de chaque élément soit le méme de chaque c6té de I'équation. L'équation ci-dessus traduit le fait que la
combustion de I'éthane (éthane + dioxygéne) produit du dioxyde de carbone et de I'eau.
Exercice 6. (%%) Soient A, p, v, 3 des réels. Résoudre dans R? les systémes linéaires 3 paramétres suivants :
z = Az pr + y + z = -1
)y = Ny ¢z + py + z = 0
T = Az r + y + pz = 1
3z -z = X\ ar + Py + =z =1
2) S22 + 4y + 2z Ay 4) (kkk) ¢z + afy + z = f
-z + 3z Az r + Py + az =1
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Exercice 7. (k% %)

1) Soit (ai,...,a,) € C". Donner le nombre de solutions éventuelles du systeme
r1+ 22 = a1
T2+ x3 = a2
Tp—1+Tp = Gp-1
Tn + 21 = an
d'inconnues 1, ..., x, appartenant a C.
2) On se donne n points du plan Ay, ..., A,. Existe-t-il un polygone a n c6tés tel que les A; soient les milieux

des n cotés de ce polygone ?
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Feuille d’exercices n°9

Décomposition en éléments simples

Exercice 1. (%) Effectuer la division euclidienne de :
DAzt +a8+a2?+o+lpar Brovr— 222+ — 1.

) Az a0+ 25 +422 - 3x—9par Braxr— 23 — 22 + 22+ 1.

Exercice 2. (%) Décomposer en éléments simples sur R les fonctions suivantes :

22t
(z+1)(z—1)%
1
422
(z—D(x+1)(22+1)"
1
(x4 1)3z(x—1)

1) fizr—

2) fraxr—

3) frar—

4) frzr—

Exercice 3. (%) Décomposer en éléments simples sur C la fonction

22

L P ST PRV

Exercice 4. (% %) Décomposer en éléments simples sur C puis sur R la fonction

z7

fiw (x2 4 2z 4 2)?

Exercice 5. (%) Soit € R\{—1;0;1}. Décomposer en éléments simples la fonction

foitr— N S .
(1+22t2) (1 +¢2)

Exercice 6. (%) Pour tout n € N*, calculer les sommes :

n n n

1 1 k+3
1) S, = —_—. D Th=)Y ————0 3) U, = BTl
) Sa ;1+2+~~+k ) T ;)(k+1)(k+3) ) Un ;k3+3k2+2k
Exercice 7. (%) Pour tout n € N\{0;1}, montrer que
n—1 n—1
IR DI
= k(n—k) n = k
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Feuille d’exercices n° 10

Calcul intégral

I Calculs « directs » de primitives et d’intégrales

Dans ce paragraphe, tout doit étre calculé sans avoir recours ni a un changement de variable, ni a une intégration
par parties.

Exercice 1. (%) Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes (sur des intervalles & préciser) :

224 2 In(z) sh(z)
1) 20— = — 2 41, 9) z+— , 18) z +— )
) e 3 15 * ) 2z . ) ch(z)
2) T e 10) z+— ——————, e ®
(Tz—1) z(1 + In*(x)) 19) z+— T
3) x — a%e 42" 11) 2 — Va2 + 24, 1
ax 1 20) 2 — ——,
4)'77’_>(,+d7, 12) z+— Y ) Vavl—u
avec (a,c, di i SR ) 13) z — 1 —sin(3 — 2z), 21) x+—> 7A;Cbm(;)
—x
5 2 +— ———, 5 .
) 5t 2m t a2 14) z — 0052(917) sin(z), 2) 7 e,
6) @ +— exp(z + ), 19) @ — tan’(z) 23) x> sin(3z)e™
7) s 1 16) x — tan(z) + tan3(z), - T "
z(In(z)) 2026 sin(y/z) 24) (*%) z —> ch(z)sin(z),
8) s 27, ) o= = 25) (%k)  — |2

Exercice 2. (%) Calculer les intégrales suivantes :

2e 15 5
1 1 da, _
) [ mda ) [* e
2 3 2
2) /1 1— 40 dv, 6) /1 (cos5(y) + 4cos®(y) — 7) sin(y) dy,
2
"In(2) . 2
3) / (3e71 + 1)?dz, 7) / de )
In(4) 0 9_ 42

4) / (% +1n(u)> du, 8) (/02 gt_tz dt

Exercice 3. (%) Soit (o, 3) € R%. Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur R :

1) t — cos(at) cos(ft), 2) t — cos(at) sin(Bt), 3) t — sin(at) sin(St).

Exercice 4. (%) Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur R :

1) sin?, 2) cos?, 3) sin®, 4) cosf, 5) cos?sin?, 6) sin? cos?.

Exercice 5. (%) Calculer les intégrales suivantes :

1 /4 |z — " 3) ! ful g
z, 2 v — k| da, /e* u.
e ) [} e - ke /.
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23 3

H e’ —e
E i . (x Icul _
xercice 6. () Calculer / . G cos(tan(z)))

1 1
Exercice 7. (% %) Déterminer des primitives des fonctions z — N et z +—> T en utilisant les
e+ T —
réciproques de sh et ch (cf. exercice 28 du TD n°4).
Il Intégrales et primitives de fonctions rationnelles

Exercice 8. (%) Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes (sur des intervalles & préciser) :

1)zHﬁ, 5)‘”'—}#3:#5' g)iHﬁlxﬂ)'
2)1»%#, 6)1"—>ﬁ11.+1v lo)m'_)%'
3 o N e R ]
4)z%maveca€Ri, S)me 12)‘%'—)353;“'

Exercice 9. (%) Calculer les intégrales suivantes :

.1 -0 "5 1 3
t dt 8 1+ 2t
1 ——dt, 3 , 5 s dt, 7 S dt
)/0 2t+3 )/ 5+ 3t2 )/3 t(t2 — 4) )/0 24+t+1
o4 1 g2 r1
dt 2t 5 6t°+t+5 dt
2)/ @ )/ + t, 6)/ SEHIED g 8)/ S
g t2—1 0 2t+1 o 92 +6t+5
Exercice 10. Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes (sur des intervalles a préciser) :
2> +z+1 1
N N 3) (kkk) xr— —,
1) (Jek) x (I2+2I+2)2’ ) ( ) 1422+ 24
1-a? 4

2) (Jek) z—s 4) (kkk) z—>

(1+22)(z+2)% (x4 1)(2? + 4z + 5)%"
Il Calculs avec intégration par parties

Exercice 11. (% a % %) A I'aide d'intégrations par parties, déterminer une primitive des fonctions suivantes (sur
un intervalle a préciser) :

1) Arctan, z3 9) x — 2% sin(x),

6) v +— —,
2) Arcsin, V1+a? 2
3) Arccos, 7) z+— 2%In(z) avec a € R, 10) @ +— & (Arctan(z))",
4) x — cos(In(z)), 28 xIn(z)
5) x > ch(z)sin(z), 8) zr— Y1+ 23 1) z— (z2 +1)2°

Exercice 12. (% a %%) A I'aide d'intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes :

T e 1/2
1) 2% cos(3z) dz, 3) /1 In?(w) dw, 5) / (Arcsin(t))2 dt,
- Jo
! 3 —a? 2 : cos(t) 6 /3 r d
2) /0 a’e” 2 da, 4) /0 sin(2t)e dt, ) '/0 o2(z) x
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IV Calculs avec changement de variable

Exercice 13. (% a %%) Avec un changement de variable, déterminer une primitive des fonctions suivantes (sur
un intervalle a préciser) :

. VT 2 — oVt V1 3 _
)zre gavec u=e¥) 3) 2+ Vit (avec u = V1 +13),
5 z
2) 532 4) ¢ — tan*(z) (avec u = tan(t)),
1 1
Exercice 14. (% %) Déterminer des primitives des fonctions © — ——— et x —> ———— en utilisant les
(x) P Va?+1 Vaz—1

changements de variable u = v/t2 + 1+t et u = v/t2 — 1 + ¢ respectivement.

Exercice 15. (% a %%) Avec un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

4 2In(1 + 22 1 .
1) /3 e+ o) dz (avec t =1+2a?), 4) /z i + i dx (avec z = cos(2t)),
, V1-—

1+ 2?
= 4
2) /4 sin®(z) cos®(x) dz, 5) 1= ﬁdx
Jo J1 1+ zx
mB) g 1/2 2
3) / — 6) / S
In(2) € —€°" 0o V1—a?
Exercice 16. (%% 3 % %) Donner une primitive des fonctions suivantes (sur un intervalle a préciser) :
1 1 cos(x)
) o — —————. 3 —_— x
) sin(z) + tan(z) ) sin(x) + sin(2z) 5) x+— cos(2z)
T sin(2 1
2)T>—>m 4)m>—>gm( 73) 6) v— ——————.
3 + sin(x) cos(3x) 3 — 2sin(x)

Exercice 17 — Propriété du roi. (%) Soient a et b deux réels. Soit f une fonction continue sur le segment
[a;b] et a valeurs complexes. Montrer que

/ﬂbf(t)dt:/abf(a-&-b—t)dt.

Exercice 18. (%) Soit n € N. A |'aide de la propriété du roi (cf. exercice 17), calculer
nn
/2 __sin (t) dt
Jo sin”(t) + cos™(t)

Exercice 19 — Intégrale de Serret. (%) A I'aide du changement de variable ¢t = tan(z) et de la propriété du

roi (cf. exercice 17), calculer
1
In(1
/ I+,
Jo 1+12

V  Fonctions et suites définies a I'aide d’intégrales

Exercice 20. (%) Dans cet exercice, on fait semblant de ne pas connaitre la fonction In. On définit sur R la

fonction
T dt
L:xv+— —
J1ot

Montrer que pour tous z et y strictement positifs, L(zy) = L(z) + L(y).
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Exercice 21. (%) Soit 7' > 0. Soit f une fonction continue et T-périodique sur R. Montrer que

ra+T T
Va € R, /+ f(t)dt:/o F(t)dt.

Arctan(t)
t

Exercice 22. (k%) Soit ¢ : z € R* — / dt.
1/z

1) Montrer que ¢ est impaire sur R*.

2) Montrer soigneusement que ¢ est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
3) Montrer que la fonction 9 : © — @' () est constante sur R%..

4) En déduire une expression de ¢ sur R puis sur R*.

~a ,,1 e
Exercice 23. (%%) Soit a > 0. Calculer I'intégrale I, = / 2ln(z) dz

1 (1+a2)2
1) en dérivant la fonction qui a a € RY —— I, associe cette intégrale.
2) a I'aide du changement de variable z = 1/t.

3) en faisant des intégrations par parties successives.

1
Exercice 24. (%) Soient (p,q) € N2. Calculer I(p,q) = / (t —1)P(t + 1)?dt en fonction de p et g.
J-1

VI Propriétés des intégrales
Exercice 25. (%) En utilisant la propriété de croissance de I'intégrale, montrer que
Vr € R, e’ >1+x.

et
Ve e RY, In(z) <z — 1.

Exercice 26. (%) Prouver que

In(2) 5 tan(z)
~ < [ — < V31In(2).

6

Exercice 27. (%) Montrer que

/2
/ sin(t)e™™ dt —— 0.
0

n—+00
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Feuille d’exercices n° 11

Equations différentielles linéaires

Exercice 1 — Equations du premier ordre. (*) Résoudre les équations différentielles suivantes :

2 .
1) ¢ —2y= -1, 3) ¢y — ~y =23, 5) ' + cos(x)y = sin(2z),
x

2) ¥ +y =22 4) y’—%:?m—l, 6) v — th(z)y = sh(z).
T
Exercice 2 — Equations du premier ordre. (*%) Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) (1-a?)y +ay = -3z,
2) z(1+2%)y +y= -z,

3) ¥ cos(z) — ysin(z) = sin(2z),
4) zln(z)y —y = 222(In(2))?,

On donnera I'ensemble des solutions sur chaque intervalle ot la fonction « devant y' » ne s’annule pas. On ne
cherchera pas a étudier les « recollements » de solutions mais on pourra reprendre cet exercice dans le chapitre 19.

Exercice 3. (%) Résoudre les problémes de Cauchy suivants :

/ . 3 ! —
1) { y' +3y = sin(w) 2) { Yy +2xy =

3
y(0) = -1 y(1) = 0

Exercice 4 — Equations du second ordre. (%) Soient w € R et a € R. Résoudre les équations différentielles
suivantes :

1)y —y —6by=a>—x+5, 6) vy + 3y + 4y = sh(2z),
2) ¥’ + 9y =327 +2,
3) v —y = 3xcos(z),
4) y" — 2y +y = e* + cos(3z),
5) y" + 4y = 3cos(2z) + sin(2z),

7) " +3(1 — i)y — iy = die”,

8) (kk) " + w?y = sin®(x),

9) (Hk)y" — 2y cos(a) +y = e? cos (TT‘/E)
A part pour la question 7, on ne cherchera que les solutions & valeurs réelles.

Exercice 5. (%) Résoudre le probléme de Cauchy :

Y+ = 2?41
y(0) 1
y'(0)

Exercice 6 — Une équation différentielle d’ordre 3. (%%) On cherche les solutions a valeurs réelles de
I'équation différentielle (E) : " = y.
1) Donner I'ensemble des solutions a valeurs réelles sur R de I'équation différentielle (F) : ¢/ = y.

2) Soit f : R —» R dérivable trois fois sur R. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g = f"+f'+f
est solution de (F).

3) En déduire les solutions de (E).

Exercice 7. (%) Soit w un réel strictement positif. Le mouvement d'une particule chargée dans un champ
magnétique uniforme dirigé suivant I'axe Oz est régi par un systéme différentiel de la forme :

1" /

y// = —wx'
S = 0

En considérant la fonction u = 2’ + i/, résoudre ce systéme différentiel.
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Exercice 8. (%) Déterminer les fonctions f et g vérifiant le « systéme différentiel » :
{ "= 44—y
"o / / .
g = '+g -7

On pourra s'intéresser aux fonctions u = f+getv=f—g.

Exercice 9. (%%)
1) En se ramenant a une équation différentielle linéaire du second ordre, trouver toutes les fonctions f : R — R
deux fois dérivables sur R et telles que, pour tout z € R, f(z) = f (% — a:)

2) En se ramenant a une équation différentielle linéaire du premier ordre, trouver toutes les fonctions f : R — R
dérivables sur R et telles que, pour tout (z,y) € R%, f(z +y) = f(x)f(y).

Exercice 10. (k% %)

1) En se ramenant a une équation différentielle linéaire du second ordre, trouver toutes les fonctions f continues
sur R telles que :

Vo € R, f(ac):cos(m)—x—/z(m—t)f(t)dt.
0

2) En se ramenant a une équation différentielle linéaire du premier ordre, trouver toutes les fonctions f continues
sur R telles que :

Vz € R, f(z) =sin(z) + 2 /JL "t f(t) dt.
0

Exercice 11 — Une EDL du second ordre a coefficients non constants. (% %) Résoudre sur R’ I'équation
différentielle
(B) : 2%(2) - 2y (2) + 2y(2) = (& — 1)2.

On pourra commencer par montrer qu'une fonction y est solution de (E) sur R, si et seulement si z : t — y(e)
est solution d’'une EDL du second ordre a préciser.

Exercice 12 — Une équation différentielle non linéaire. (%%) Considérons |'équation différentielle
1

(E) : —2%y + 2y = y? sur I = ]1;+o0o[. En procédant au changement de fonction inconnue z = —,
Y
déterminer les solutions qui ne s'annulent pas sur I.

Exercice 13 — Une équation différentielle non linéaire. (k%) A I'aide du changement de fonction inconnue

—2x

e
2 = y?, résoudre I'équation différentielle (E) : yy' +¢% =

Exercice 14. (%) Montrer que toute solution d'une équation différentielle linéaire homogeéne du premier ou du
second ordre a coefficients constants est de classe €°°.

Exercice 15. (% %) Soient a et b des fonctions continues de R dans R. On suppose que a est impaire sur R et
que b est paire sur R. On considére I'équation différentielle (E) : y' + a(x)y = b(z).

1) Soit f une solution de (E). Montrer que g : © — — f(—x) est aussi solution de (E).

2) En déduire que (E) admet une unique solution impaire.

Exercice 16. (%%) Soit 7' > 0. Soient @ et b deux fonctions continues T-périodiques de R dans R. Considérons
(E) : ¥+ a(x)y = b(x). Montrer qu’une solution y de (E) est T-périodique si et seulement si y(0) = y(T).

Exercice 17 — Méthode de variation de la constante pour les EDL du second ordre. (%%) Soit f
une fonction continue sur un intervalle I de R et 3 valeurs complexes. Soient (a,b,c) € R* x R2. Considérons
(E) : y" +ay +by = f(z). Soit r un complexe vérifiant 72 + ar + b = 0. Déterminer une solution de (E) qui
s'écrit sous la forme @ — A(z)e™, avec \ deux fois dérivable sur I.
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Feuille d’exercices n° 12

Arithmétique des entiers

I Divisibilité
Exercice 1. (%) Trouver tous les entiers n € N tels que n + 1 divise n? + 1.

. 2 1
Exercice 2. (%) Soit n € N. Montrer que n + 1 et 2n + 1 sont premiers entre eux. Simplifier (n + 1)( nil >
n

et en déduire que n + 1 divise

Exercice 3. (%) Soit n un entier naturel se terminant par 5. Notons p le nombre formé par les chiffres de
n a I'exception du chiffre des unités. Montrer que n? est I'entier naturel terminant par 25 et dont les chiffres
précédents sont p(p + 1).

Exercice 4. (%) Pour quelles valeurs de a € [0;9] le nombre d'écriture décimale 123a4 est-il divisible par 127

Exercice 5. (%) Soit n > 2. Montrer que si n est 3 la fois un carré parfait et un cube parfait, alors n est la
puissance 6-ieme d'un entier.

Exercice 6. (%) Soient a, b et c trois entiers relatifs non nuls tels que a A b = 1. Montrer que a A bc = a A c.

Exercice 7. (%%) Soient a et b deux entiers naturels.
1) Montrer que si a? divise b alors a divise b.
2) Montrer que si a et b sont premiers entre eux et si ab est un carré, alors a et b sont des carrés. Le résultat
est-il encore vrai si a et b ne sont pas supposés premiers entre eux ?
3) Généraliser au cas d'une puissance k*®*™ avec k > 2. En déduire que le produit de trois entiers consécutifs
non nuls n'est jamais une puissance k™.
Exercice 8. (%%) Notons § = 277 En exprimant cos(30) et cos(46) en fonction de cos(6), montrer que cos()
est irrationnel.

-1
Exercice 9. (%%) Soit p premier et soit k € [1;p — 1]. Montrer que p divise (p k > — (=)

p—1
Exercice 10. Montrer que, si p est un nombre premier supérieur ou égale a 5, alors p divise Zkz.
k=1
Exercice 11 — Unicité de I'écriture en base b. (%*%) Soit b € N\{0;1}. Soient k¥ € N, £ € N et

T0y---sTky S0, - - -, S¢ des entiers naturels strictement inférieurs a b tels que
k ‘

Z 7’ibl = Z sz‘bl.

i=0 i=0

Montrer que k = £ et que, pour tout ¢ € [0; k], r; = s;.

Il Congruences

Exercice 12. (%) Quel est le chiffre des unités de 178917897 de 15151515 7 de 202220227 de 20272025°"*° 7
2026

Exercice 13. (%) Donner les deux derniers chiffres de S = Z k!
k=0

Exercice 14. (%) Montrer que 7 divise 3105 4 4105,
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Exercice 15. (%) Montrer que, pour tout n impair, n(n? — 1) est divisible par 24.
Exercice 16. (%) Soit (a,b) € Z2. Montrer que : 3 | a®> +b> <= 3|aet3|b.
Exercice 17. (%) Résoudre I'équation 3z = 4[7] d'inconnue = € Z.

Exercice 18. (%) Montrer que, pour tout n € N* :
1) 3743 — 44n+2 est divisible par 11.
2) 26n+3 4 34n42 est divisible par 17.

3) 21" + 5 est divisible par 21.

4) n2927(n2026 _ 1) est divisible par 8.

Exercice 19. (%) Soit n € Z. Montrer que n” = n[42].
Exercice 20. (%) Soient n > 1 et (a,b) € Z2. Montrer que si a = b[n], alors a" = b"[n?].
Exercice 21. (%) Soit (a,b,c) € N®. Montrer que si 7 divise a® + 0% + ¢ alors 7 divise abc.

Exercice 22. (%) Soit 2 un nombre a (au plus) deux chiffres. Montrer que le nombre a (au plus) six chiffres
obtenu en juxtaposant trois fois x est divisible par 37.

. . . 2ln—3  15n—2 | )
Exercice 23. (%) Montrer qu'il n’existe aucun n € Z tel que a1 et i soient entiers.
Exercice 24. (%%) Montrer que, parmi les 101 dalmatiens, on peut en choisir 11 tels que le nombre total de
leurs taches est un multiple de 11.

Exercice 25. (%) Soit (a,b) € (N*)2. Montrer qu'il existe k > 1 tel que a* = 1[b] si et seulement si a et b sont
premiers entre eux. En déduire qu'il existe un multiple de 2027 qui ne s'écrit qu'avec des 1. Et pour 20257 2026 7

Exercice 26. (%%) Soit n € N*. Montrer qu'il existe n puissances de 10 distinctes ayant la méme congruence
modulo n. En déduire qu'il existe un multiple de n qui ne s'écrit qu'avec des 1 et des 0 en écriture décimale.

Exercice 27. (%) Soient ay,..., a,, des entiers (pas forcément distincts). Montrer qu'il existe ajy1,...,aq

entiers consécutifs (éventuellement un seul) dont la somme est un multiple de n.

Exercice 28. (%%) On se donne 2026 entiers dont la somme est nulle. Montrer que la somme de leurs puissances
37iemes est divisible par 399.

Exercice 29 — Nombres de Fermat. (k%)

1) Montrer que, pour tout a € N*, si 2% + 1 est premier, alors a est une puissance de 2.
Pour tout n € N, on appelle n®™ nombre de Fermat le nombre F,, = 22" +1.

2) Montrer que Fy, Fy, F3 et Fy sont premiers.
On admet que Fy = 65537 est un nombre premier.

3) a) Montrer que, pour tout n € N, F;,, —2 = H F.

k=0
b) En déduire que deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux.

4) Pour tout n € N, expliciter les deux derniers chiffres de F), selon la valeur de n.
5) Soit n € N et soit p un facteur premier de F,.
a) Montrer que I'ensemble E = {k € N*|2¥ = 1[p]} admet un plus petit élément noté d.
b) Montrer que tout élément de E est divisible par d.
c) En déduire que d = 2"*1.
d) Montrer que p =1 [2"*1}. Pourquoi était-il naturel pour Euler d'essayer 641 lorsqu'il cherchait les
diviseurs de F5?
e) Montrer que, en effet, 641|F5.

A ce jour, on sait que, pour tout n € [5;32], F, n'est pas premier. On sait que d’autres ne le sont pas non
plus, comme F73. Mais on ne sait pas s'il existe d'autres nombres premiers parmi les F,, n > 33.

Exercice 30. (%%%) Donner la somme des chiffres de la somme des chiffres de la somme des chiffres de 44444444,
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11l Equations diophantiennes
Exercice 31. (%) Résoudre I'équation 29z — 11y = 1 d'inconnue (z,y) € Z2.

Exercice 32. (%) En raisonnant modulo 8, montrer que I'équation diophantienne 2 — 2y? = 3, d'inconnue
(z,y) € Z2, n'a pas de solution.

Exercice 33. (%%) Résoudre I'équation 5z — 3y + 82 = 1 d'inconnue (z,y, z) € Z>.

Exercice 34. (%%) Montrer, en raisonnant modulo 3, que I'équation 2% 4 32 = 322, d'inconnue (z,y, 2) € Z3,

n'a que (0,0,0) pour solution.

IV PPCM et PGCD

2In+4
Exercice 35. (%) Montrer que pour tout n € N, la fraction nt est irréductible.

14n+ 3

Exercice 36. (%) Soit n € N*. Donner le PGCD de n! + 1 et de (n + 1)! + 1.

Exercice 37. (%) Déterminer tous les entiers n € N* tels que 28 V n = 140.

Exercice 38. (%) Donner 9100 A 1848.

Exercice 39. (%) Soit n € N. Donner n® + 2n An* +3n? + 1.

Exercice 40. (%%) Déterminer les couples d'entiers naturels (a, b) tels que a Ab =42 et a vV b = 1680.

Exercice 41. (%)

1) Déterminer tous les entiers naturels non nuls n tels que les divisions euclidiennes de 4373 et 826 par n
donnent pour restes 8 et 9.

2) Déterminer tous les entiers naturels non nuls n tels que les divisions euclidiennes de 6381 et 3954 par n
donnent pour restes 9 et 6.

Exercice 42. (%%) Soient M et m deux entiers naturels non nuls. Donner une CNS sur M et m pour qu'il
existe (a,b) € (N*)2 tel que ab= M et a Vb =m.

Exercice 43. (%) Montrer que, pour tous entiers naturels n et p supérieurs ou égaux a 2, U, N U, = Upnpp.

Exercice 44 — Eléments générateurs de U,,. (*%) Soit n € N*. Soit w € Uy,.

2ikm

1) Montrer que {w? |p € Z} = U, si et seulement s'il existe k € [0;n — 1] premier avec n tel que w =¢e™n .

2) En déduire que {w? |p € [0;n — 1]} = U, si et seulement s'il existe k € [0;n — 1] premier avec n tel que
2ikm

w=en .

V  Valuation p-adique
Exercice 45. (%) Déterminer le nombre de diviseurs positifs de 5544. Et de 36000000000.
Exercice 46. (%%) Quel est le plus petit entier admettant exactement 15 diviseurs ?

Exercice 47. (%) Soit (a,b) € (N*)2. Exprimer la décomposition en produit de facteurs premiers du plus petit
entier n € N* tel que b divise an?

Exercice 48. (%) Soit n € N. Montrer que vy (5*" — 1) =n + 2.
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Exercice 49 — Formule de Legendre. (%% %) Soient n € N\{0;1} et p € P.
1) Pour tout k € N*, exprimer card({i € [1;n]|v,(i) = k}).
2) Montrer la formule de Legendre :
+00 n
vp(n!) = Z \‘TJ .
=1 P

Cette somme n'est pas infinie en fait puisque L‘%J =0 dés que k est tel que p* > n.

3) Par combien de zéros |'entier 2026! s'achéve-t-il ?

VI Nombres premiers
Exercice 50. (%) Les nombres 1,11,111,1111 et 111111 sont-ils premiers ?

Exercice 51 — Nombres premiers jumeaux. (k%)
1) Soit p > 5 (pas forcément premier). Montrer que parmi p, p+ 2 et p+4, il y a au moins un multiple de 3.
Il 'en découle que p, p+ 2 et p + 4 ne peuvent pas étre tous les trois premiers. Cependant, il n'y a aucune raison
pour que p et p+ 2 (ou p+ 2 et p + 4) ne soient pas premiers tous les deux : deux nombres premiers p et g tels
que |p — g| = 2 sont dits jumeaux. C'est le cas par exemple de 3 et 5, de 5 et 7, de 11 et 13, de 17 et 19 etc.
2) Soient p et ¢ deux nombres premiers. Montrer qu'ils sont jumeaux si et seulement si pg + 1 est un carré.

3) Montrer que, si p et ¢ sont premiers jumeaux et supérieurs ou égaux a 5, alors p + ¢ est divisible par 12.

Exercice 52 — Produit des nombres premiers inférieurs ou égaux a n. (*kx%)
2 1
1) Montrer que pour tout m € N, < met ) <4m.
m

m + 1

) 2
2) Soit p un nombre premier vérifiant m + 1 < p < 2m + 1. Montrer que p divise (
m

>. En déduire que

p g 47”
m+1<p<2m+1
ou le produit ne porte que sur les nombres premiers.

3) Montrer que pour tout n > 2, Hp < 4™
psn

Exercice 53 — Théoréeme de Wilson. (k% %)
1) Soit p > 2 un nombre premier.
a) Montrer que pour tout x € [1;p — 1], il existe un unique élément de [1;p — 1] que I'on notera f(z)
tel que x x f(z) = 1[p]. Expliciter f(f(z)).
b) Soit z € [1;p — 1]. Donner le cardinal de {z; f(x)}.
c) Soit (x,y) € [1;p — 1]2. Montrer que les ensembles {x; f(z)} et {y; f(y)} sont soit disjoints soit
égaux.
d) Montrer finalement que (p — 1)! = —1[p].
2) Soit n > 5 composé. Montrer que (n — 1)! = 0[n].
3) Nous avons donc montré le théoréme de Wilson : un entier p > 5 est premier si et seulement si (p—1)! = —1[p].
Ce critére de primalité présente-t-il un intérét pratique ?

4) Sin > 2, on note g(n) le plus petit nombre strictement positif congru a 2 + 2n! modulo n + 1. Montrer
que {g(n)|n>2} =P.
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Annexe — Formulaire de trigonométrie

Dans la suite 6, x, a et b désignent des réels.

Cercle trigonométrique.

Identité fondamentale.

cos?() +sin?(9) = 1

Valeurs usuelles.

sin(0 + 27) = sin(6)

0+ 2w

1
L

0 0| w/6 /4 w/3 | w2 | w
cos(0) | 1| v3/2 | V2/2 | 1/2 0 | -1
sin(@) | 0| 1/2 | v2/2|{V3/2| 1 | 0

Arcs associés.
Tour complet Demi-tour
cos(f + 2m) = cos(6) cos(f +m) = —cos(f)

(
sin(0 + ﬂ') = —sin(f)
0

+
5

AN
N8

Angles opposés

Angles supplémentaires

cos(—0) = cos(6)
sin(—0) = —sin(6)

cos(m — ) = —cos(0)
sin(m — 0) = si

3
|
S
|
z
=X
=

I
N

Angles complémentaires

Quart de tout direct

cos(m/2 — 0) = sin(0)
sin(7/2 — 6) = cos(0)

cos(0 +m/2) = —sin(f)
sin(0 + 7/2) = cos(6)
+

>
[ME]

s
NI

Résolution d’équations.

= a2
cos(z) = cos(a) < { ou
T = —al2n]

T = a[27]

sin(z) =sin(a) < { ou

Formules d’addition.

cos(a+0b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)
cos(a—b) = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a+b) = sin(a)cos(b) + cos(a) sin(b)
sin(a—b) = sin(a)cos(b) — cos(a) sin(b)
Formules de duplication.
sin(2a) = 2 cos(a)sin(a)
cos(2a) = cos*(a) —sin®(a)
= 2cos’(a) — 1
= 1-2sin’(a)
Formules de I’angle triple.
cos(3a) = —3 cos(a) + 4 cos®(a)
sin(3a) = 3 sin(a) — 4 sin®(a)

Formules de linéarisation.

cos(a)cos(h) = 5 (cos(a+1) + cos(a b))
sin(a)sin(b) =~ (cos(a +1) — cos(a b))
sin(a) cos(b) — %(smaer )+ sin(a — b))
cos’(a) = 3 (1+cos(2a)
sin’(a) = 2 (1 cos(20))

Formules de factorisation.

cos(a) +cos(b) = 2cos

(5) =
cos(a) —cos(b) = —2 sin (" ha ”) sin

(5%

2eoo(52) s

=)
+ oo
<

sin(a) +sin(b) = 2 sin

sin(a) — sin(b)

Formule de Moivre. Si n € 7, alors

(cos(f) +isin(0))"

Formules d’Euler.
cos(6)

sin(6)

= cos(nf) +isin(nd)

elf 4 =it
2

6l _ o0

2i

Méthode de I’angle-moitié.

it 4 oib =

Formules pour la tangente. Supposons que a et b n'appar-
tiennent pas a § + 7Z.

tan(a + )

tan(—a)
tan(a + b)
tan(a — b)

tan(2a)

1
cos?(a)

tan(a)

tan(m — a)

— tan(a)

tan(a) + tan(b)

1 — tan(a) tan(b)

tan(a) — tan(b)

1+ tan(a) tan(b)
2tan(a)

sia+b¢ 5+ 7L

sia—b¢ 5+ 7L

Si2¢ZtnZett=tan(g), alors:

— i 2 z A
1 — tan®(a) Si2aggtm
1+ tan?(a)
2t
t: = ,
an(a) T
. 2t
sin(a) = e
1—t?
cos(a) = e




