Feuille d’exercices n° 10

Calcul intégral

I Calculs « directs » de primitives et d’intégrales

Dans ce paragraphe, tout doit étre calculé sans avoir recours ni a un changement de variable, ni a une intégration

par parties.

Exercice 1. (%) Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes (sur des intervalles a préciser) :
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10)x»—>m’ 19) o —s le—e
1) z 2+ 2t )
12) 2 : +1\F 20) z—> NieT
13) x +—— 1 —sin(3 — 2z), 21) z—> W
14) = — cos ( ) sin(z),
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16) = — tan(x )+ tan®(z), " ) , ‘
17 sm(\/E) ) (%*) z — ch(z)sin(z),

)@ N 25) (k) z+—> |x|.

Exercice 2. (%) Calculer les intégrales suivantes :

1) / * 1n(a) da,
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3
2 d
)/1 1—d0

In(2) .
3) / (3e_Z + 1)2 dz,
In(4)

4) /12 ot <i +ln(u)> du,

Exercice 3. (%) Soit («
1) t — cos(at) cos(ft),

2) t — cos(at)sin(St),

27

6) [73 (COSB(y) + 4cosd(y) — 7) sin(y) dy,

2
2
dx
7 —_—
) /0 9 — z2

2
t
8 dt.
) /0 JI— 2

, 3) € R2. Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur R :

3) t — sin(at)sin(St).

Exercice 4. (%) Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur R :

3 4

1) sin®,

2) cos®,

3) sin’,

Exercice 5. (%) Calculer les intégrales suivantes :

1) /4 ‘x_1|dx
_3‘.T’+1 '

)/ > o — k| da,
0 k=0

3 «in2 4 2

4) cos®, 5) cos” sin?, 6) sin® cos®.

el du.

"/,
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xercice 6. (%) Calculer /_,3r In(3 4 cos(tan(zx))) dr

1 1
Exercice 7. (%%) Déterminer des primitives des fonctions = — N et x —> T en utilisant les
T4 + T4 —
réciproques de Argsh et Argch (cf. exercice 28 du TD n°4).
Il Intégrales et primitives de fonctions rationnelles

Exercice 8. (%) Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes (sur des intervalles a préciser) :

D e R S TES] ) ¢ gy

2) a?'—>7+32x2 6) xi—>x2+1x+1 10) = — (x_z)f;j31)(x_4),
3)x»—>1§5;x4, 7)avl—>x4+46;2+13 11)m»—><9_9),
4):1:|—>a2%3323veca€]1§*, 8)1:r—>$2_;$+2 12):Er—>$31_|_1

Exercice 9. (%) Calculer les intégrales suivantes :

0 5 1 43
dt 8 7+ 2t
—— dt, 3 — 5 —— dt, 7 ———dt,
/ 2t+3 )/_15+3t2 )/3 t(t2 —4) )/0 2+t+1
1 1 42 1
2t +5 6t +t+5 dt
o [ R g [Mg g [
o t2—1 0 (t+1) 0 2t+1 0o 92+6t+5
Exercice 10. Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes (sur des intervalles a préciser) :
?+az+1 1
N 3) (Kkkk) x+— ———,
1) (k) @ (22 + 22 + 2)2° ) ( ) 14 22 4 2*
1— 22 4
2) (kk)z+—> 4) (hkk) x+—>

(1+22)(z+2)? (x4 1)(22 44z +5)%
Ill  Calculs avec intégration par parties

Exercice 11. (% a % %) A I'aide d'intégrations par parties, déterminer une primitive des fonctions suivantes (sur
un intervalle a préciser) :

1) Arctan ? 9) x — x%e”sin(x)

' 6) x — ——, .
2) Arcsin, ) V1422 )
3) Arccos, 7) x+—— z%In(x) avec a € R, 10) 2 +— x (Arctan(z))",
4) x — cos(In(x)), 5 n(z)
5) & — ch(x)sin(z), 8) z— Ars 11) z — R

Exercice 12. (% a % %) A I'aide d'intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes :

1) /7r 22 cos(3z) dz, 3) /1e In?(w) dw, 5) /01/2(Arcsin(t))2 dt,

—T

! 3 _a? 2 cos(t) 6 /3 € d
2) /0 a’e” 2 da, 4)/0 sin(2t)e dt, )/0 cos(z) .
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IV Calculs avec changement de variable

Exercice 13. (% a %) Avec un changement de variable, déterminer une primitive des fonctions suivantes (sur
un intervalle a préciser) :

vz — oVt N f
1) x—e gavec u=ev?) 3) s + (avec u = VIT ),
5 z
2) x> /9 — 31 4) x> tan*(z) (avec u = tan(t)),
1 1
Exercice 14. (% %) Déterminer des primitives des fonctions £ — ——— et £ —— ———— en utilisant les
(%) P Vaz+1 V-1

changements de variable u = vt? + 1+t et u = V{2 — 1 + t respectivement.

Exercice 15. (% a % %) Avec un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

4 2In(1 + 2?) 9 : [T+a
1) /3 de (avec t = 1 + 2?), 4) /0 —xd$ (avec = = cos(2t)),
jus 4
2) /4 sin®(z) cos®(z) da, 5) / L= ve dz,
0 1 1+ x
nG3) 4y 1/2 2
3) / pramp—l 6) T
m2) €°—e o V1—22

Exercice 16. (k% a %% %) Donner une primitive des fonctions suivantes (sur un intervalle a préciser) :

1 1 cos(x)
1) o— sin(z) + tan(z) 3w sin(x) + sin(2z) 5) wr— cos(2z)
tan(z) sin(2z) 1
2) v 3+ sin(x)’ H v cos(3x)’ 6) v 3 — 2sin(z)’

Exercice 17 — Propriété du roi. (%) Soient a et b deux réels. Soit f une fonction continue sur le segment [a ;b
et a valeurs complexes. Montrer que

/abf(t)dt—/abf(a—i—b—t)dt.

Exercice 18. (%) Soit n € N. A I'aide de la propriété du roi (cf. exercice 17), calculer

[NIE]

sin”(t)

/0 sin™(t) + cos™(t) dt

Exercice 19 — Intégrale de Serret. (% %) A I'aide du changement de variable ¢ = tan(x) et de la propriété du

roi (cf. exercice 17), calculer
1
In(1+¢
/ @ +1) 4,
o 1412

V  Fonctions et suites définies a I'aide d’intégrales

Exercice 20. (%) Dans cet exercice, on fait semblant de ne pas connaitre la fonction In. On définit sur R la

fonction
T dt
L:x+— —
1t

Montrer que pour tous z et y strictement positifs, L(zy) = L(z) + L(y).
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Exercice 21. (% %) Soit 7" > 0. Soit f une fonction continue et T-périodique sur R. Montrer que

Va €R, /HT £t dt = /OTf(t) dr.

Arctan(t)
t

Exercice 22. (% %) Soit ¢ : z € R* — / dt.
/x

1) Montrer que ¢ est impaire sur R*.
2) Montrer soigneusement que ¢ est dérivable sur R* et calculer sa dérivée.
3) Montrer que la fonction 9 :  — x¢'(x) est constante sur R .

4) En déduire une expression de ¢ sur R puis sur R*.

a
1
Exercice 23. (%) Soit a > 0. Calculer I'intégrale I, = /1 Oa;fg))de

1) en dérivant la fonction qui a a € R% +—— I, associe cette intégrale.
2) a l'aide du changement de variable x = 1/t.
3) en faisant des intégrations par parties successives.

1

Exercice 24. (%%) Soient (p,q) € N2. Calculer I(p,q) = / (t — 1)P(t 4+ 1)?dt en fonction de p et q.
-1
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