Feuille d’exercices n° 26

Analyse asymptotique

| Analyse asymptotique sans développement limités

Exercice 1. (%) Donner un équivalent simple et la limite des suites de terme général :

1) 7n —41n(n), 8) Vn2+3n —n,
1 1 100! _ ' n '
2) =+ =, 9) n 10n! + 100 . 2
non 10n + sin(n) + v/nln(n) + nl%e=—n"  14) Z o
3) l - ! ) 10 4— 3n2 k=n
nont v s 15) In (n + n + 1),
4) —~ : 2n® — 2n + 1 16) e +nl
n n-—1 11) sin 7137714— ) e '
1 . 3n® +4n +5 17) 1 In(n)
Dot 1 1 sin(1/n) ’
6 1 1), Avtan (). gy L] — e VAT E AT
v n’ 1 1 ln(n)—n1/3—|—7r '
7) e*TL + ef2n 13) E + Arctan (ﬁ)
Exercice 2. (%) Déterminer des équivalents simples des fonctions suivantes :
1) €Th—s o ln(]_ + IE) en 0+' 6) 1H(3 - .Z') - ln(\/g - l’) en —oo,

1
7) z+— 1 —22* + 923 cos(z) 4 T2° sin <> en 400,
x

1
2) m»—>ln<1+> en +o00.
8) x+—— 6+ 2z —3en3,

In(x)

3) z+— Arctan(ln(z)) en 1.

2
z® + In(x) N
4) x— (z' = 322 4+ 7)e!/* en +oo, 9) wr— o en 07 et oo,
5) 2+ /z —1en 1, 10) z — In(2sin(z)) en %

Exercice 3. (%) Calculer la limite (si elle existe) des suites de terme général :

ot (L), (s () o) (e (1))

2) 3"In(1—e™), 5) n2In <n2—l> 1 ()Y
3) In(2025n2 + 4n + 5) n?+1) 8) W
In(n) ' 6) n?(V/1+n— /n), n
Exercice 4. (%) Déterminer les limites suivantes :
: 1/x
1) ili%(l—i_x) , 5) ig% sin(z) In(tan(z)
2\f o1 T
2) ] e _ g
)mirgh n(l+2) ) 6) xl;nlailnl xcos(z)
rsin?(x) V3x+1
li i v In{1-—
3) I @) (4 = cos(@)) ) dm Vorl n( o4 )
. . 512 8 lim (1 +$2) cos(l/z) e).
4) xgrzloo x sin <7x3—|—3xQ—|—1)' ) :c—>+oo( (e )
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Exercice 5. (%) Parmi les fonctions f et g suivantes, laquelle est négligeable devant I'autre?

1) f:a+— zsin(z)tan(z) et g : 7 — (e — 1)2 en 0,

2) f:xz+— (In(x))? et g: 2+ xln(In(x)) en +oo,

1

frxr—In(y/z)ln <1ix> et g : v — In(z?) sin? <1+$> en +00.

)
)
3) frxr——adetg:ax— e /YT en 0T,
4)

Exercice 6 — Vitesses de convergence. (%)

n2 3n

1) Montrer que les suites de termes généraux nln(n), 5, 3 n3/2, 271In(n) tendent toutes
(In(n))!%" n
vers +o0. Classez-les de la plus lente a la plus rapide (c'est-a-dire par ordre croissant pour la négligeabilité).
(In(n))? i n 1 1
; Ané 000,—n
2) Montrer que les suites de termes généraux 7 n e IR W’ 2 tendent

toutes vers 0. Classez-les de la plus rapide a la plus lente (c'est-a-dire par ordre croissant pour la négligeabilité).

Exercice 7. (%)

1) Donner dans chaque cas un équivalent de wu,, :
a) _ L + 1 +o L + 1 +o ! + 1
tn = Vnooo2n 2n n n n?’
1 In(n) In(n) 1 1 1 1
b) u, = — — — —_ .
) u L +o( n ) Tzt +nln(n)+o nln(n)

n2
) un=n+o(n)+\/ﬁ+o(ﬁ>+%+nln<n)+o(nln(n)>+@+o(1)-

2) Donner un équivalent de f(z) quand = — 0 puis z — 400 :

2) f(z) = 1+o<1>+3+ +o<i>

b) f(z) =2+ 0(z)+ 2?In(z) + o (z*In(z)) + 22 + o (2?).

Exercice 8. (%) A I'aide de sommes de Riemann, calculer des équivalents des suites suivantes :

N = 1 mk?
1) Zk N Ol>0, 2) Zm, Zk’COS< >
k=1

k=1

Exercice 9. (%) Soit p € N* fixé. Donner (sans utiliser la formule de Stirling) un équivalent de <p—i— ) quand
n tend vers 4-00. "

Exercice 10. (%) A I'aide de la formule de Stirling, donner un équivalent des suites suivantes :

2n CIx3x5x---x(2n+1)
2 un:<n> 4) o = 2X4x6X-x2n
_ 22n+1(n!)4 B n2
2= o (@) ) 0010 = ()
3) u, = ()"

In(z)

Exercice 11. (% %) Déterminer le domaine de définition de la fonction f : x — ————. Donner un équivalent
(k%) / Vi “

en 0" et 1~ de f. En déduire que f est prolongeable par continuité en 1. La fonction f ainsi prolongée est-elle
dérivable en 17

Exercice 12. () Soient a et b des réels strictement supérieurs 3 1. Montrer que n" = o (a").
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qn+na

Exercice 13. (%) Soient ¢ € R* et («,3) € R2 Donner un équivalent de u,, = T+ )P

Exercice 14. (% %) Pour tout n € N on pose :

Up = /Z (tan(z))" " da
0

1) Montrer que la suite (uy,) est convergente.

2) Soit n € N. Calculer w42 + uy,. En déduire la limite de la suite (uy)nen €t un équivalent de w,,.

Exercice 15. (%) Soient a et b strictement positifs.
1) Montrer que Z " In(n) a I'aide d'une comparaison a une intégrale.

k=1
2) A I'aide d'une inégalité de convexité sur In, en déduire que

n 1/n
(H(a + kb)) ~ b(n)/" ~ %”

k=1

Exercice 16. (k% %) On pose u; =1, ug = uz = 2,ug = us = ug = 3, uy = ug = ug = ujg = 4, etc. Donner
un équivalent de u,,.

Il Calcul de développements limités

Exercice 17. (%) Donner les DL des fonctions suivantes en 0 aux ordres indiqués :

1) f:z+— In(1—x)cos(x) al'ordre 3. 12) f:x > sin?(z) a I'ordre 6.
: 2y 50 1—
2) f:x > cos(x)In(l —x*) a l'ordre 5. 13) fra Cf)S(J?) 5 l'ordre 5.
3) f:x s sin?(z)cos(z) a I'ordre 4. 1 —sin(x)
4) f:x+ sin(z?)cos(z) a l'ordre 4. 14) f:z > % 3 l'ordre 3.
5) f:x— (V1 —2—1)cos(z) al'ordre 3. e” cos(4z)
6) f: x> tan(z) 3 I'ordre 8. 15) f:x+ {/1+ Arctan®(z) a I'ordre 5.
1
. .t . 2\ 3y 1
7) fixm —_ I'ordre 3. 16) f.chos(\/ﬂc+x ) a l'ordre 2.
8) f:x+— In(1+ x4+ x?) a l'ordre 4. 17) f: 2~ e 3 I'ordre 6.
2 .
. r—T N | €T t
9) fiwr et alordre 3. 18) f:2 b—>/ S0 4t 3 Fordre 5.
10) f:x v sin(z + 22) a I'ordre 4. o 1
tan(z) |, /""”2 2 R
11 : & — ————=— a l'ordre 6. 19 ST e /24t 3 l'ordre 6.
Vi gitae Ve

Exercice 18. (%) Donner les DL des fonctions suivantes en 0 aux ordres indiqués :

1 1
1) 0 — — — a l'ordre 3. 7) 7Ar(?tan(:r) a l'ordre 4.
x  sin(z) sin(x)
2) z +— tan(me”) a I'ordre 4. P
In(cos(z)) . | 8) x+— In(3e” —e™*) a l'ordre 3.
3) ——————"= al'ordre 4. )
T+t 9) x e~ /%" 3 I'ordre 2025.
In(l+x—a2%)
4) x> ——————al'ordre 4. 1 + tan(z)
VI9I—x+4 22 10) z +— In () a l'ordre 5.
5) x — (cos(z))* a l'ordre 5. 1 — tan(z)
2
6) xf 3 I'ordre 7. 11) (*Hk%k) z+— In®(1+ ) a I'ordre 7.
cos?(x)
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Exercice 19. (%) Donner les DL de

1 —

1) z— n(z) en 1 a l'ordre 3. 4) x+— v en 1 a l'ordre 2.
x In(x)
. T .,
2) 2—~3—+/b—2x—xen2alordre 3. 5) &+ ") en 6 ° I'ordre 3.
1
Ty 6 In (14— 1 a I'ordre 2025.

3) z + In(tan(z)) en 1 e ordre 3. ) = In{1+ ) &n 1 alordre

Exercice 20 — DL de tan en 0. (%) En utilisant I'exercice ... de la feuille d’exercice n°25, montrer que

Exercice 21. (k%) Montrer que f : z — ze® est une bijection de R dans R et que sa réciproque qu'on
notera f~! est ¥>°. Donner le DL de f~! en 0 a I'ordre 5.

Exercice 22. (% %) Donner le DL a I'ordre n + 1 en 0 de la fonction

2 "
f:x%ln( +x+§+ +n!>.

On pourra s'aider du théoréeme de primitivation d’'un DL.

IIl  Analyse asymptotique avec développement limités

Exercice 23. (%%) Donner un équivalent simple des suites de termes généraux :

1) Vnt+2—n 12) In(n+1) In(n)
2) g — Arctan(n).

3) sin (;) — tan <1> 13) (111 1+ e—n2))1/"

) sin(1/m) + sin(2/n) sin (nv/n? +1)
eln 2 )n(%—l)
5) e~ (1+i> n3 (el/”—e—l/n))”
6) exp(sin(e™")) — 1 17) ia L a0
7 VIitem—1 n (n+1)
In(1+1/2n) 18) 3n — 2ncos (n~%/2) — V/3 + n3.
Jarloo 19) (Vi ¥ 1— /)l
8 z 5n2 +3n + 1
) (1+ 1>3_1 20) ln(n)—iltew:
2n 1
sin | cos —el/n
) <n2+1>n/2_1 21) < <ln(n)> >
n2_17rn 22)1—i/1+11n<1+sin2(1>).
10) ntan <2n+1) In In
n+1\" nsin(1/y/n) Arctan(n!)
w (*5) B) e —nvn
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Exercice 24. (% %) Donner un équivalent simple des quantités suivantes :

1) z+— ln(cos(:c)) en 0.

2) ) — tan(z) en 0.

3) m»—>\f+\/$—1—\/x+2en +00.

)

5) x»—>ln( z* — 2 cos(z) + 3) en 0 et +o0.

z Arctan(2z) (¥/1+ 3z — 1)
14 22 — cos (v/7)

1+sin(z3) _ e
3tan(z) — 3z — a3
8) z+— (8+x)/3—2en 0.
9) x — In(sh(z)/z) en +00.
10) z+— In (1 + 2+ V4 + ) en +oo.

1 1
x»—>f——en0et+oo

4
22

6) i+

en 0.

7) z+—

Exercice 25. (k%
. 1/
1) ili)% (In(e+x)) /",

() — 1
2) fim SR =1

z—0 % —1

: sin(z) _

3) lim sin(z) ! .

20 tan(r)tan(®) — 1

. 1 1

4) lim — .

z—0 xe®(x + 1)  xcos(z)

(1 + x)ln(a:)/a: —r

8) I o

sh(z) + sin(x) — 2z
6) ilg(l) x (ch(z) + cos(z) — 2)°
7) lim Vi— V2

o5 p1/3 _ 9l/3"

en 0 et +o00.

) Déterminer les limites suivantes :

1
Exercice 26. (%%) Montrer que les fonctions ¢ — e

11)x'—>ln(1+x—|—\/4+az) In(3)

x — In(3e” +e77") en +o0.

en 0.

13) z — In(3e®* + e %) — 2In(2) en 0.

14) x — (:L“+1)1/I — gt/

15
16) x +— sin(z) en 7

12)
)
)
)
)
17)
) ®
)
)
)
)

en +00.

7)
T — x* en +o0o0.

x +— 1+ cos(z) en .

18 en —1.

1
\/1—|—m3
19) x — ¥ — 4 en 2.

20) z—~ x2* —z en 1.

21) x> \/x — y/sin(z) en 0.

22) z— e —zfene.

(1+2)

sin(z) (tan(z) — x)
22 In(1 4 222)

lim z—2%In
r——+00

8)

lim

z—0

9)

lim sin(z) — tan(x)

1
0) xaol—x—i-ln(l—km)—cm( )

sinPt(z) — 1
(sinP(x) — 1) (sin?(x) —

:L‘)tan(mﬁ/Q).

1)

1
sin(t)

1
 Arctan(t)

continuité en 0 et que les prolongements sont de classe €.

sont prolongeables par

Exercice 27. (% %) Déterminer les ordres maximaux auxquels les fonctions suivantes admettent un DL en O :

1) z— x.

Exercice 28. (%) Soit f de classe €. Calculer

2) x s 13/3,

f(8h) = 3f(2h) +3f(h) —

3) x> |x|”

lim
h—0

£(0)

h3

Exercice 29 — Un petit bout de la preuve du TCL.

f(0) =1, f'(0) = 0, f"(0) =
t

n

4

Exercice 30. (%) Notons f : 2 —

x
— 2
de f. 11—z

;

— €

(%) Soit o € Ry. Soit f de classe €

—o2. Montrer que pour tout t € R

—o?t?/2

n—-+oo

(oun>1).

sur R vérifiant

. Pour tout n € N, calculer f(™(0) sans calculer les dérivées successives
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Exercice 31 — Fonctions log-convexe, le retour. (% %) Dans |'exercice 19 du TD n°20, on a montré que si
f 1 — R est une fonction log-convexe sur l'intervalle I (c'est-a-dire Inof est convexe sur I), alors f est
convexe sur I pour tout o > 0. Montrer que la réciproque est vraie.

IV  Développements asymptotiques

Pour les développements asymptotiques de Arctan en +oo, on utilisera le fait que :
* 1 s
Vo e RY, Arctan(z) + Arctan [ — | = 5

X

Exercice 32. (%)
1) Donner le développement asymptotique en +oo de x — In (\/x — 1) 3 la précision 1/22.

2) Donner le développement asymptotique en 400 de z — v/z3 + 22 — Vo3 — 22 3 la précision 1/22.

1
Exercice 33. (%%) Soit f € €2([0;1],R). Déterminer un développement asymptotique de z — / e " f(t)dt
0

1
au voisinage de +0o a la précision O < 3>
T

Arctan(x) . Lo 1
————— = en +oo a la précision —.

Exercice 34. (%) Donner le développement asymptotique de x — S
x x

Exercice 35. (% %) Soit (u,),en une suite réelle qui admet une limite £ € R*.. Montrer que

n T\ _2
(Arctan (nuy) ) ol (5) e .

Exercice 36. (k%) Soit n > 5.

l
1) Montrer que Z K (13>
n! n

k=0

1 2 1
)Endedwrequekzok'_1+ + ng+o(n3>'

Exercice 37. (%) Montrer que les fonctions suivantes admettent une asymptote dont on donnera I'équation en
+oo (on précisera les positions relatives) :

1) frz— Jz(x+1) 3) f:xw (x4 1)e'/" Arctan(z)
9 4) frx— e Va4 41
2) f:x— (224 2+ 1) Arctan <x> 5) Froze (@45)el/x

Exercice 38. (%) Montrer que les fonctions suivantes admettent une asymptote dont on donnera I'équation en
+oo (on précisera les positions relatives) :

(x +1)%e?/e 4) f: x»—>(1/"’3—1)\/a:4—|—x3+x2+1

(2 —1)f 5) frax Vat+ 224+ 9z + 1 — 2™/

2) f:x+—>(x23x+1)ln<12> 6) f: :L'>—>el/(x+3)\/x2—|—5x+4
)

T x -z
frx—a <sin <1> + ln(e—i;e)>
x x

1) frz—

3) frax— Va3 +222 + 50+ 1 7
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Exercice 39. (% %) Etudier la limite éventuelle de la suite (uy,)nen définie par :

up €10;1] et  VneN unzl—i-un_l.

Déterminer deux réels a et b tels que

Exercice 40. (k%)
1) Montrer que, pour tout n € N*, I'équation = + Inz = n admet une unique solution z;, sur RT*,

2) Montrer que x,, —— +00. En déduire que In(x,,) = o (x,).
n—-4o0o
3) Montrer que x,, ~ n. Dans la suite on écrit x,, = n(1 + a,,) avec o, —— 0.

n—-+0oo
In(n)

, C'est-a-dire que z,, = n—Inn+o (Inn). Pourquoi n'écrit-on pas x,, ~ n—In(n)?
In(n)
n

4) Justifier que ay, ~ —

Dans la suite on écrit o, = —

(14 Bp) avec By e 0.

1 1 1
5) Montrer que §3,, ~ ——, c'est-a-dire que =, =n — Inn + M 4o (nn>
n n n

6) (%) Montrer enfin que

Exercice 41. (kK %)

1) Montrer que pour tout = > 1, il existe un unique réel noté f(x) > 1 tel que
F(@) +vVIn(f@) = 2

2) Donner un développement asymptotique de f a 3 termes lorsque z tend vers +occ.
3) Montrer que f(1+t) — 1 ~ t? au voisinage de 0.
4) Donner I'allure du graphe de f.

n
Exercice 42. (%% %) Dans la feuille d'exercices n°14, on a montré que, pour tout n € N*, I'équation Zxk =1

k=1
1 1
admet une unique solution x,, dans R. On a montré que z, —+> 3 Déterminer un équivalent de z,, — 3
n—-+00
Exercice 43. (%% %)
™ 1
1) Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique x,, € [2n7r;2n7r + 5] tel que sin(z,) = —.
In

2) Donner un développement asymptotique a trois termes de x,.

Lycée Condorcet - MPSI2 7/7 Matthias Gorny



