Devoir surveillé n° 7 — Sujet B

samedi 15 mars 2025

La durée de I'épreuve est de 4 heures et aucune sortie définitive avant la fin n'est autorisée. Il est possible d'obtenir
la note maximale sans avoir traité I'intégralité du sujet.

Avant de commencer, lisez I'intégralité du sujet.
Aucun document n'est autorisé. Les calculatrices et téléphones portables sont interdits.

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche et de la place au début de
la copie pour mes appréciations. Ecrivez a I'encre bleue ou noire. N'utilisez pas de blanc correcteur. Encadrez ou
soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre
justifié. Ces éléments seront pris en compte dans la notation. N'oubliez pas d’introduire toutes les variables que
vous utilisez, lorsqu’il le faut. Evitez les symboles ¥, 3, = et < sauf si vous savez les utiliser correctement.

EXERCICE 1 : APERITIF

Factoriser P = 3X* — 11X? 4+ 9X? + 4 dans R[X] puis dans C[X].

EXERCICE 2 : CALCUL DE ((2) A L’AIDE DE POLYNOMES... ENCORE UNE FOIS

o m . ,
On définit sur }0 : 5} la fonction cotangente, notée cotan, par

cos(z)

™
Vo € }0 ; 5] , cotan(x) = sn(z)’

Soit n € N*. Pour tout k € [1;n], notons

k
T = cotan? T .
2n+1

1) Soit k € [1;n]. Ecrire le complexe /T + i sous forme exponentielle. En déduire que (/Zy +)2"*! est un
nombre réel.

2) On définit le polyndme P,, € R[X] par

prd 2k +1

a) Préciser le degré de P, son coefficient dominant et le coefficient d'indice deg(P) — 1.

b) Montrer que
VteR, Im ((t + 1)2"“) = P, (8.

c) Vérifier que x1,...,x, sont des racines de F,.

d) En déduire la factorisation de P, dans R[X].

3) Justifier que

"~ n(2n — 1
Zxkzi( 3 )
k=1
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T . T
4) On rappelle que tan est convexe sur [0 ; 5 { et que sin est concave sur [0 ; 5]. Montrer alors que

Yu € }0; g} ) cotan?(u) < — < 1+ cotan®(u).

1
u2

5) En déduire que

_ 2 _
n(2n —1) < (2n+1) i<n+n(2n 1)'
3 w2 k2 3
k=1
puis que
"1 2
k2 n—+too 6

EXERCICE 3 : QUELQUES PROPRIETES DES MATRICES CIRCULANTES

On fixe n € N\{0;1}. On note I la matrice identité de M, (C).

Pour tout (ag,ai,...,an,—1) € C", on note
ag al az ... Qp—9 Qp_-1
Gp—1 ao ai Gp—-3 0dn—2
Gp—2 An—1 Qo Gp—4 0aAn-3
CXaOV..,an,l):: . . . G.A4n(C)
az az a4 ag a1
aq a9 asz ... Qg ag
n—1
et on dit que le polynéme g a X" est son polyndme associé.
k=0

On note C,(C) = {C(ao,...,an—1)|(ao,...,an—1) € C"}. Il s'agit donc d'un sous-ensemble de M,,(C) appelé
ensemble des matrices circulantes.

Parmi les matrices circulantes, on note

010 0
00 1 0
A=C(0,1,0,...,0) = | : Lo
0 1
100 ...0

Autrement dit (A), 1 =1, pour tout k € [1;n — 1], (A)kr+1 = 1, et les autres coefficients de A sont nuls.
Pour tout k € [1;n], notons Ej, la matrice de M,, 1(C) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui a la ki*me
ligne. Remarquons que :

o C(1,0,0,0,...,0) =1 = (E{|Es| - |En_1|Ep)

e (C(0,1,0,0,...,0) = A= (E,|E1|E2] - |En-1)

o C(0,0,1,0...,0) = (Ep_1|En|E1|Bo| - | Ens)

e etc.
d d
On rappelle que, lorsque P = chXk € C[X] et M € M,,(C), alors P(M) désigne la matrice chMk de
k=0 k=0
M,,(C). On pourra utiliser sans démonstration le fait que, pour tous (P, Q) € C[X]?, (\,u) € C? et M € M,,(C),

AP(M) + pQ(M) = (AP + uQ)(M) et P(M) x Q(M) = (PQ)(M) = Q(M) x P(M),
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Partie A : Cas particulier ou n =3

010 1 1 1
On suppose dans cette partie uniquement que n =3. Onaalors A= [0 0 1].Onpose@=[1 j j?
Onra;ppe//equej:teTW,j?):l,j:j2 etl1+j+j%=0. 100 L]

: 1= = . . ..
1) Vérifier que Q! = §Q ou () désigne la matrice obtenue en remplacant les coefficients de ) par leur
conjugué.

2) On se donne (ag,ar,az) € C3. On pose C = C(ag, a1, az) et on note Po = ag+ a1 X +az X2 son polyndme
associé.
a) Vérifier que C = Po(A), c'est-a-dire C(ag, a1, a2) = agl + a1 A + ag A2,
b) Vérifier par le calcul que D = Q1 AQ est une matrice diagonale.

c) En déduire que Q~1CQ est aussi une matrice diagonale. On exprimera les coefficients diagonaux en
fonction du polynéme Pc.

3) Dans cette question, on suppose que ap = —1 et a; = az = 1 de sorte que
-1 1 1
c=[1 -1 1 et Po=X?4+X-1.
1 1 -1

a) A I'aide de la méthode du pivot de Gauss, montrer que C' est inversible et calculer C~1.

b) Expliciter le polynéme d'interpolation de Lagrange passant par les points (1, Pc(1)), (j, Pc(j)) et
(i%, Pc(j*)). On le notera P.

c) Déterminer une matrice circulante dont le polynéme associé est P. Que remarque-t-on ?

Partie B : Puissances et inversibilité de la matrice A

Dans cette partie et les suivantes, tout calcul de produit de matrice doit étre montré par calculs algébriques ou
avec la formule de la définition du produit. Aucun produit « en papillon » avec des pointillés ne sera accepté pour
preuve.

Pour tout j € [0;n — 1], notons E_; = E,,_; pour simplifier les calculs.
1) Montrer que, pour tous M € M,,(C) et j € [1;n], MEj est la j*m colonne de M.

2) Pour tout k € [1;n], posons H(k) : « Pour tout j € [1;n], A*E; = E;_j ».
Montrer que, pour tout k € [1;n], H(k) est vraie.

3) Montrer alors que, pour tout k € [1;n — 1], A = C(0,... ’0’k11’0 ...,0) et que A" =1.
+

4) En déduire que A est inversible et que A1 = AT,

Partie C : Structure d’anneau de C,,(C)

1) En utilisant la question B3, montrer que, pour tout (ag,...,a,—1) € C",
n—1
C(ag, v ,an_l) = Z akAk.
k=0

Autrement dit, si C' = C(aq, . ..,an—1), alors C = Pc(A) ot Po désigne le polynéme associé a C.

2) Montrer alors que C,(C) = { P(A)| P € C[X]}.
On pensera a utiliser le fait que A™ =1 et le théoréme de la division euclidienne dans Z.

3) Montrer que C,,(C) est un sous-anneau de M,,(C) qui est commutatif.
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Partie D : Diagonalisation et inversibilité des matrices de C,,(C)
Notons w = e’n". On définit la matrice Q € M, (C) telle que
V(k,0) € [1n]?, Qe =w* DD,
On note @ la matrice obtenue en remplacant chaque coefficient de Q par son conjugué.
1) Calculer le produit QQ et en déduire que Q € GL,(C).
2) On note D = diag(1,w,w?,...,w"1).
a) Vérifier que AQ = @QD.
b) En déduire que, pour tout k € N, D¥ = Q~1A*Q.
n—1
3) Soit (ag,...,an—1) € C". Notons C' = C(ag,...,an—1) et Po = Zaka.
a) Montrer que Q~1CQ = diag(Pc(1), Po(w),. .. ,Pc(w”_l)).k ’
b) En déduire que C est inversible si et seulement si, pour tout k € [0;n — 1], w* n'est pas racine de Pc.
c) Caractériser enfin U(C,,(C)), le groupe des inversibles de C,(C).

Comme dans la partie A, on pensera a utiliser un polynéme d’interpolation de Lagrange (sans
I'expliciter).

EXERCICE 4 : INEGALITE DE BERNSTEIN

1) Justifier I'existence du réel ||P|| = sup |P(u)| pour tout polynéme P € C[X].
uelU

On rappelle que U désigne I'ensemble des complexes de module 1 et que celui-ci se paramétre trés bien
pour répondre a la question...

Soit n € N*. Le but de cet exercice est de montrer que, pour tout P € C,[X], ||P'|| < n||P||. Ce résultat est
connu sous le nom d'inégalité de Bernstein.

2) Justifier que X™ + 1 admet n racines distinctes que |'on explicitera.

Dans la suite on note z1,..., 2, les n racines de X™ + 1. Leurs valeurs exactes ne nous serviront pas.
Xk
3) Soit k£ € [0;n]. Notons F}, = )
) [[ ) ]] k X" +1

a) Décomposer F}; en éléments simples.

b) En déduire que, pour tout z € R\{—1}, F}(z) = - Z (’7

n =1
s

n 2
Concl k=s+2Y
c) Conclure que 5 T n =)

4) Montrer que

n 2 — 2
P e C,[X], XP =-P+2) — _P(zX).
VP € CyX] : +n;(1_zi)g (2:X)

On commencera par prouver cette formule pour P = X*, pour tout k € [0;n].

5) a) Justifier que, pour tout u € U\{1}, 5 est un réel négatif.

v
(1—wu)
b) En déduire que

c) Montrer enfin I'inégalité de Bernstein : pour tout P € C,[X], |

Pl < n|[P].
d) Montrer que cette inégalité peut étre une égalité dans certains cas.
Ainsi cette inégalité est optimale.
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