Devoir maison n°9

A rendre le lundi 6 janvier 2025

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche, écrivez a I'encre bleue ou
noire et encadrez ou soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre
justifié. N'oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

PROBLEME : THEOREMES DE KNASTER-TARSKI ET DE CANTOR-BERNSTEIN

Partie A : Notion de treillis

e On dit qu'un ensemble ordonné non vide (E, <) est un treillis si, pour tout (z,y) € E?, la partie {z;y}
admet une borne supérieure et une borne inférieure dans E.

e On dit qu'un treillis (F, <) est complet si toute partie non vide de E posséde une borne supérieure et une
borne inférieure dans F.

1) Montrer qu'un ensemble totalement ordonné est un treillis.
2) Montrer qu'un treillis complet admet un minimum et un maximum.

3) a) Soit E une partie non vide de R. Montrer que, si E est un treillis complet, alors E est inclus dans un
segment.

b) Montrer que tout segment de R est un treillis complet.

c) Un treillis complet de R est-il forcément un segment ?
4) Soit E un ensemble quelconque. Montrer que (Z?(E), C) est un treillis complet.

5) Montrer que (N, |) est un treillis. Est-il complet ?

Partie B : Le treillis des relations d’équivalences sur F

On considére dans cette partie un ensemble E. On note &(E) I'ensemble des relations d’équivalences sur E. On
définit une relation < sur &(E) par : pour tout R et R’ dans &(FE),

R <R — Y(z,y) € E?, 2Ry = 2R'y.
Autrement dit, R < R’ lorsque tous éléments équivalents pour la relation R sont équivalents pour la relation R'.
1) Montrer que < est une relation d'ordre sur &(E).
2) Soient R et R’ dans &(FE). On définit une relation binaire sur E, note RTR' par :
Y(z,y) € E?, 2(RTR)y <= (2Ryet aR'y).
a) Montrer que RTR’ est une relation d’'équivalence sur E.

b) Montrer que (RTR') < Ret (RTR') < R'.
c) Montrer que, si S € &(F) est tel que S K R et S <K R/, alors S < (RTR).

3) Soient R et R’ dans &(E). On définit une relation binaire sur E, note R | R’ par : pour tout (x,y) € E?,
(R L R')y si et seulement si il existe n € N* et 1, ...,22,_1 tels que

! ! !
TRx1, ©1R'we, v2Rx3, ©3R x4, -+ ,T2n—2RT2—-1, T2n—1R'Y.

a) Montrer que R L R’ est une relation d'équivalence sur E.
b) Montrer que R < (R L R') et R’ < (R L R).
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c) Montrer que, si S € &(E) est tel que R < Set R' < S, alors (R L R') < S.

4) En déduire que (&(E), <) est un treillis.

Partie C : Théoreme du point fixe de Knaster-Tarski

Soit (F, <) un treillis complet. Soit f : E — E une application croissant, c'est-a-dire

Viz,y) € E®,  z<sy = [f&)<f(y)
On introduit A={z € E|x < f(x)}.
1) Justifier que A n'est pas vide.
Comme (E, %) est un treillis complet, A admet donc une borne supérieure dans E que |'on notera « dans la suite.
2) Montrer que f(«) est un majorant de A.
3) En déduire que o € A puis que « est un point fixe de f, c'est-a-dire f(a) = .

4) Montrer que « est le plus grand point fixe de f (c'est-a-dire que « est le maximum de I'ensemble des points
fixes de f).

Ce résultat est appelé théoréeme du point fixe de Knaster-Tarski.

Partie D : Théoréme de Cantor-Bernstein

Soient F et I’ deux ensembles non vides. On suppose qu'il existe une injection f : E — Fetg: FF — E.
L'objectif de cette partie est de prouver qu'il existe alors une bijection de E sur F'. Ce résultat est appelé théoreme
de Cantor-Bernstein.

Si f est surjective, alors f est bijective et le théoreme prouvé. De méme si g est surjective. Supposons dans la
suite que ni f, ni g ne sont surjectives.

On introduit la fonction

P(E) — 2(E)
@‘{ A E\g(F\f(4
Pour tout A € 2(E), on a donc E\¢(A4) = g(F\f(A)).

1) On rappelle que (E, Z(E)) est un treillis complet (cf. partie A). En utilisant le théoréme de Knaster-Tarski,
montrer que ¢ admet un point fixe.

Notons Aj un point fixe de ¢ et posons By = E\ A et Cp = F\ f(Ayp).
2) lllustrer ces ensembles a I'aide d'un dessin faisant apparaitre E, F, f, g, Ao, By, Co et f(Ap).
3) Justifier que, pour tout = € By, il existe un unique y, € Cj tel que = = g(y).

On définit alors I'application ¢ : By — F qui a x € By associe son unique antécédent y, par g. On introduit
ensuite |'application
E — F

h: flz) si ze A
v {1/1(:1;) si. x € By

4) Vérifier que h(Ao) Nh(By) = @

5) Montrer que h est une bijection de E sur F.
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