Devoir maison n°19

A rendre le lundi 26 mai 2025

EXERCICE 1 : BINGO

Fixons N et r deux entiers tels que N >3 et2<r < N — 1.

On s'intéresse dans cet exercice a un bingo dans lequel on effectue des tirages successifs avec remise d'une boule
dans une urne qui en contient NV, numérotées de 1 a N. L'un des participants a acheté un carton ayant des cases
numérotées de 1 a r. A chaque fois que I'un des numéros écrits sur son carton est tiré au sort, il coche la case
correspondante. Si le numéro tiré ne figure pas sur son carton ou si la case a déja été cochée, il ne fait rien. La
boule tirée est remise dans |'urne et on passe au tirage suivant.

On admet que cette expérience peut alors étre modélisée par une espace probabilité fini! (€2, 22(Q),P) que I'on
ne cherchera pas a expliciter. On introduit :

pour tout n € N*, la variable aléatoire Z,, qui compte le nombre de cases de son carton qui sont cochées a
I'issue du n'*™e tirage.

pour tout & € N*, I'événement A, : « on tire une boule dont le numéro est écrit sur le carton lors du k¢me
tirage ».

pour tout k € N*, I'événement By, : « on coche une nouvelle case sur le carton a l'issue du k**™e tirage ».
Déterminer la loi de X,,, la variable aléatoire qui compte le nombre de fois ol un numéro écrit sur le carton
a été tiré au sort lors des n premiers tirages. Donner, sans démonstration, son espérance et sa variance.
Déterminer la loi de Z; puis donner E(Z;) sans démonstration.

a) Exprimer [Z; = 0] et [Z2 = 2] en fonction des événements des familles (Ay)ken+ et (B)ren«-

b) Déterminer alors la loi de Zs.

c) Calculer E(Z3).
Soit n € N\{0,1}.

a) Préciser Z,,(Q2) dans le casou 2 < n < retdanslecasoun>r.

b) Calculer P(Z,, = 0).

!
c) Lorsque n < r, prouver que P(Z, =n) = m
On suppose dans cette question que n € [2,7]. Justifier soigneusement que, pour tout k € [1,n — 1],
r+1—k k+N-—r
P(Zn=k) = ——P(Zna =k —1) + ———P(Zn-1 = k).

Dans la suite on considére désormais que Z,,(€2) = [0,n] (quitte a ajouter des k € N tels que P(Z,, = k) = 0).
On admet que la relation de la question 5 reste vraie quels que soient n € N* et k € [0, n].

6)

a) Montrer par le calcul? que
Vn € N\{07 l}a E(Zn) = 7E(anl) +

b) En déduire3 une expression de E(Z,) pour tout n € N*,

c) En déduire que (E(Z,))n>1 converge vers un réel que I'on précisera. Commenter.

1. Pour cela, on se limite & un (grand) nombre de tirages.
2. Je ne veux voir pas de raisonnement par récurrence.
3. La suite (E(Zy))n>1 est une suite usuelle du cours n’est-ce pas?
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EXERCICE 2 : GUINNESS WORLD RECORDS

Soit n € N\{0,1}. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On préléve au hasard ces n boules une par
une et sans remise (afin de vider I'urne). A la suite de cette expérience, on note, pour tout i € [1;n], u; le numéro
de la boule obtenue au cours du *me tirage. Pour tout i € [2;n], on dit qu'il y a un record au i*™ tirage si

u; > max{uy,...,u;i—1},
autrement dit, si la boule obtenue au ™ tirage porte un numéro strictement supérieurs aux numéros des boules
tirées précédemment. D'autre part, on convient qu'il y a systématiquement un record a l'instant 1.
1) Déterminer un espace probabilité (2, Z2(Q2),P) qui modélise cette expérience. Préciser card((2).
Pour tout @ € [1;n], on introduit I'événement R; : « il y a un record au ™ tirage ». On a donc P(R;) = 1.
2) Que vaut P(R,).
3) Soit i € [2;n].
a) Justifier que card(R;) = <7Z X (i —1)!'x (n—1).
b) En déduire P(R;).

4) a) Soient k € [2;n]. Soient i1, ..., des entiers de [2;n] tels que i1 < iy < -+ < i). Justifier que
card(R;, N R, N---N Ry, ) est

e — 1 be—1 — 1
<n) (n —ig)! x <zk >(ik —ig—1 — 1! <Zk.1 >(ik—1 — g2 —1)!
23 k-1 k-2

NI <i2,_1>(i2—z’1—1)!><(i1—1)!

(3
b) En déduire que Ry, ..., R, sont mutuellement indépendants.
Dans la suite, nous allons nous intéresser a la variable aléatoire X,, qui compte le nombre de records.
5) Calculer P(X,, = 1) et P(X,, = n).
6) Pour tout k € [1;n], notons Ay, : « la boule numérotée n sort au i'*™e tirage ».

a) Soit k € [2;n]. Justifier que card([X,, = 2] N A) = <n a 1) (n— k)l

E—1
b) En déduire que
1

n

S|
bl
Il
T =

1
7) a) Exprimer X,, en fonction des variables aléatoires 1g,,...,1g,.
b) En déduire E(X,,) et V(X,,).
8) Dans cette question, nous allons faire varier n. On se donne € > 0.
a) Donner des équivalents simples de E(X,,) et V(X,,) lorsque n tend vers +oc.

b) Montrer qu'il existe ng € N* tel que

E(X5) €
Yn > no, —1< 2.
ez In(n) 2
c) Justifier que, pour tout n > ng
Xn E(X,)

|
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d) En déduire que

7

Xn
~1|>e) o

In(n) n—»+00
. Xn .y
On dit que In(n) converge en probabilité vers 1 lorsque n tend vers +oc.
n(n
EXERCICE 3 : INEGALITE MAXIMALE DE KOLMOGOROV
Soient n > 2 et x € R’ Soient X1,..., X, des variables aléatoires réelles centrées indépendantes. Pour tout

k € [1;n], on pose :

k k—1
O'k:O'(Xk), Sk:ZXz et Ak:[\Sk\>x}ﬁ<ﬂ[|Sz\<x]>
i=1 =1
Enfin, on pose
1) Montrer que
2
ke [linl, PS> 2) < %
2) Exprimer I'événement LIEI;CE( |Sk| = w] en fonction de A;,..., A,.

3) Montrer que
> E(14,57) <o’
k=1

4) Montrer que,
Vke[lin],  E(14,5;) <E(14,57).

5) En déduire I'inégalité maximale de Kolmogorov :

o2
P(max |Sk| = m) < —-
x

1<k<n
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