Devoir maison n°16

A rendre le lundi 31 mars 2025

PROBLEME 1 : DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE DE LA FONCTION ARCSINUS

On rappelle que la fonction Arcsin est continue sur [—1; 1] et de classe ¥’ sur |—1; 1] avec

1
Ve e|-1;1], Arcsin’(z) = ——.
L'objectif de cet exercice est de montrer que
oo 2n+1
2n T
-151 Arcsi = —_— .
Vo e [-1;1], resin(z) nEZO <n) Gnt 1
1) a) Vérifier que
Ve e|-1;1], (1 — 2?) Arcsin”(x) = x Arcsin’(x).

b) Soit n € N*. En dérivant n fois les deux membres de I'égalité ci-dessus, montrer que
Vo e]-1;1], (1 — 22) Aresin™*2) () = (2n + 1)z Aresin™*) () 4+ n? Arcsin™ ().

On remarque (on ne demande pas de le détailler) que cette formule est encore vraie si n = 0.
c) En déduire que, pour tout n € N, Arcsin™+2)(0) = n? Aresin™(0).
d) Montrer enfin que, pour tout n € N,

2nn!

in(2n) - (2n41) (2n)! ?
Arcsin®*™(0) =0 et Arcsin (0) = .

2) Retrouver le développement limité de Arcsin en 0 a tout ordre.

m 2n+1
3) Montrer que, pour tout x € [—1;1], la série Z( )(2n+1)4” converge.
On montre de méme (on ne demande pas de le faire) que, pour tout =z € |—1;1[, les séries

m 2n 1
Z < ) et Z < >2n convergent. On introduit alors les fonctions

2n+1

gizel-1;1] HZGTL)W,

2n =X /20 x?n—1
oz €] 11»—>Z< >4n et ¢;xe]—1;1[H2)<n>2n O
n=
4) Soit x € |—1;1[. Soit h € R* tel que |h| < —2|x]
1+ |z
2
b) Montrer que, pour tout n € N*,

a) Vérifier que a, = €]0;1] et que, pour tout t € [x;x + h], [t} < a2 L.

h 2n+1 _ . .2n+1 h
(z+h) - i —(2n 4 1)2*"| < ‘2|2n(2n + 1)a2"1
c) En déduire que
T+ h)— h
2RI o)) < Bluten
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d) Montrer alors que g est dérivable sur |—1;1[ et que ¢’ = .

On montre de facon analogue (on ne demande pas de le faire) que ¢ est de classe C* sur |—1;1[ et que ¢’ = 1.
Ainsi g est de classe C2 sur |—1;1[ et g" = .
5) Soit x € |—1;1].
a) A I'aide d'un changement d'indice, montrer que
(1 — )p(a) = *i’f 2%k + 2\ 2(k + 1221 /2k\ 2ka2k ]
T Ak 4RI k) a4k )
b) En déduire que (1 — z2%)g"(z) = xg'(x).
On rappelle que ¢' = ¢ et g"" = 1.
6) a) En déduire que la fonction h : x — ¢'(x)v/1 — z? est constante sur |—1;1].
b) Montrer enfin que g = Arcsin sur |—1;1].
7) Dans cette question, nous allons montrer que g = Arcsin sur [—1; 1] tout entier.

a) Soient z € |0; 1] et n € N. Montrer que

2k @ ~ (2k 1
—————— < Arcsi t  Arcsi < — =g(1).
kz_o ( k:) GhE )T resin(z) e resin(z) 2 < k:) OhE ) g(1)

b) En déduire que Arcsin(1) = g(1).
c) En déduire que Arcsin(—1) = g(—1).

Pour cette question, on répondra en une ligne maximum et on ne dira pas que c’est analogue a la
question précédente.

Pour tout n € N, notons

ok\  p2ktl
8) Soit x € |—1;1][. Pour tous k € N, introduisons uy(x) = ( >

k) (2k +1)4k"

n n 2% p2k+1
i) =2 =3 (V) iy

k=0
a) Vérifier que, pour tout k € N, ug1(z) = (2]52f;)(1;:f 3 up(x).
b) En déduire que, pour tout k € N, |ug(z)| < |z|?F+1.
c) Montrer enfin que
. ’x‘2n+3
Vn e N, | Arcsin(z) — gn(z)] < T

d) Supposons que z # 0. Donnons-nous ¢ > 0. Déduire de la question précédente un entier n tel que
gn(x) soit une approximation de Arcsin(x) a € prés.
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