Devoir maison n°11

A rendre le lundi 27 janvier 2025

EXERCICE 1 : ETUDE D’UNE FONCTION IMPLICITE

Soit f une fonction continue et décroissante sur R a valeurs dans R prenant au moins une valeur strictement
positive sur R* (c'est-a-dire il existe un réel strictement positif ag tel que by = f(ag) > 0).
Partie A : Construction de la fonction implicite
1) Justifier que f admet une limite a € R*% U {+o00} en 07 et une limite 3 € |—00;a] U {—o0} en +oc.
2) Montrer que, pour tour t € RY, il existe un unique point u; € R tel que f(uz) = tuy.
3) Interpréter graphiquement le point u(t). Que représente le point u(1) pour f7?

Pour tout ¢ € R, notons plutdt u(t) au lieu de u;. Cela définit donc une fonction u de R sur R. L'objectif de
ce probléeme est d'étudier la fonction w.

4) Quelques exemples. Soient a, b, ¢ et « des réels. Pour chacun des exemples suivants, justifier que f vérifie
les trois conditions de I'énoncé, expliciter la fonction w.

a) f:xr—>%lorsquec>0et7>0.
x

b) f:x+—b—ax lorsque a >0 et b> 0.

c) f:xr+—c—bx—ax®lorsque a >0,b>0etc>0.

Partie B : Variations, continuité, limites, dérivabilité
On revient au cas général. Commencons par étudier les variations de u.
1) Soient s et t dans R tels que s < .
a) Vérifier que f(u(t)) — su(t) > 0.
b) En déduire que u(t) < u(s). Conclure quant au sens de variations de u

On désire a présent étudier la continuité de u sur R% et ses limites en 0T et en +oco. On rappelle que f est
continue et qu'elle est décroissante (mais pas strictement décroissante a priori).

2) Supposons que f prend une valeur négative (au sens large) sur R* . Notons
A={z R} | f(z) =0}
a) Montrer que A admet une borne inférieure m et que m > 0.

b) Justifier que f(m) = 0.
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c) Justifier que f est négative sur [m ;+oo[ et strictement positive sur |0 ;m].

d) En déduire que, pour tout t € RY, u(t) € |0;m].

Dans le cas ol f ne prend que des valeurs strictement positives sur R* , on pose m = 4o00. Ainsi, que f prenne
ou non des valeurs négatives sur R% , f est strictement positive sur ]0;m] et, pour tout t € R%, u(t) € ]0;m][.

3) a) Montrer alors que h: z — J@) est une bijection de |0;m[ dans R*..
x

b) Montrer que h~! = u. En déduire que u est continue sur R? et préciser ses limites en 0T et en 400.

4) Supposons dans cette question uniquement que f est dérivable sur R* . Montrer que u est alors dérivable
sur |0;m] et que

Veeosml,  u(t) = f(u“(i’;;_t

5) Supposons dans cette question que f s'annule sur R* (donc m est un réel strictement positif).
a) Montrer que u est prolongeable par continuité en 0 (on précisera le prolongement en question).

b) Montrer que, si f est de classe €' sur R*. et que f'(m) # 0, alors u de classe ¢ sur Ry et préciser
u'(0).

Partie C : Un exemple pas si facile

Supposons dans cette partie que

m(l —x) )
fizeR, xtan<2> si xe€]0;1]
0 si x€]l;+o0]
- sin(t) —t . e . , ) )
1) Justifier que ¢ : t — 17(0 est bien définie sur |0 ;7] et déterminer son signe.
— Cos

2) a) Justifier que f est bien définie sur |0 ;1] et dérivable sur ]0;1].

b) Calculer f” sur ]0;1[ puis vérifier que, pour tout = € ]0;1[, f'(z) = p(7rz).
3) En déduire que f vérifie les hypothéses du début de I'énoncé. Préciser m dans cet exemple.
4) Expliciter u.

5) Retrouver, pour cet exemple, le résultat de la question B5.

EXERCICE 2 : UNE SUITE RECURRENCE EN TOTALE AUTONOMIE

On consideére la suite (uy)nen définie par ug =1 et
Vn € N, Upt1 = 1 +e 4,

Montrer que (uy)nen converge et que, pour tout k € N*, si ny, = |kIn(10)| + 1, alors u,, est une approximation
de sa limite 3 107 pres.
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