Devoir maison n°10

A rendre le lundi 13 janvier 2025

Rédigez sur une copie double lisiblement et proprement. Laissez une marge a gauche, écrivez a l'encre bleue ou
noire et encadrez ou soulignez les résultats principaux.

Veuillez apporter un soin particulier a la rédaction, a la rigueur et aux raisonnements. Tout résultat doit étre
Jjustifié. N'oubliez pas d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

EXERCICE : PRODUIT SEMI-DIRECT

Partie A : Le produit semi-direct est une loi de groupe

On se donne deux groupes (N, *) et (H, T). Notons ey le neutre de N et ey le neutre de H.

1) On note Aut(V) I'ensemble des automorphismes de N (c'est-a-dire des morphismes bijectifs de N dans
lui-méme). Montrer que (Aut(V), o) est un groupe.

On montrera que c'est un sous-groupe d'un groupe bien connu.

On consideére ¢ un morphisme® de H dans Aut(N).
2) a) Qu'est ce que p(eg)(n) et p(h)(en) pour tous h € H et n € N7
b) Soit h € H. Quel est I"automorphisme réciproque de ¢(h)?
c) Soient h € H et n € N. Quel est le lien entre p(h)(n™1) et (¢(h)(n))~!? Quelle est la nature de ces
deux objets ? A-t-on p(h™1)(n™1) = p(h)(n)?
On munit N x H de la loi de composition interne x, définie par :

V((nl, hl), (TLQ, hg)) € (N X H)2, (nl,hg) ><I<p (ng,hg) = (n1 * gp(hl)(ng), thhg).

3) Montrer que N x H est un groupe pour la loi x,. On précisera I'élément neutre et le symétrique de chaque
élément.

En I'absence d'ambiguité, on pourra noter simplement x au lieu de X .

4) Pourquoi est-ce une généralisation de la notion de produit direct de groupes?

Partie B : Un critére d’isomorphisme

On suppose dans cette partie que N et N sont des sous-groupes d’'un groupe G dont on note * la loi et e le
neutre (et donc T = x et ey = ey = €). On pourra aussi écrire g1 g2 au lieu de g1 * g2 pour tout (g1, ¢92) € G2.
Supposons de plus que :

e N est distingué dans G, c'est-a-dire, pour tous g € G etn € N, gng~! € N.
e NNH ={eg}
e G=NH, c'est-a-dire G = {nh|(n,h) € N x H}.

1) a) Montrer que, pour tout h € H, ij, : n — hnh~! est un automorphisme de N.

b) Montrer que i : h — ij, est un morphisme de H dans Aut(N).

2) Montrer (N x H, x;) et (G, *) sont isomorphes (via I'isomorphisme ) : (n,h) — n * h).

1. Cela veut dire que, pour tout h € H, ¢(h) est un automorphisme de N. Ainsi, pour tout n € N, ¢(h)(n) est I'image de I'élément
n par I'automorphisme de ¢(h).
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Partie C : Exemple du groupe diédral

2im

Soit p € N\{0; 1;2}. On rappelle que U, désigne le groupe des racines p*™e de I'unité et que, en notant w =e # ,
Uy = {l,w,w?, ..., 0P 1}

1) On introduit les applications R : z — wz et S : z — Z qui vont de C dans C.
a) Décrire géométriquement S et R* pour tout k € [0;p — 1].
b) Vérifier que S o R = RP=% 0 S pour tout k € [0;p — 1].
c) En déduire que, pour tout k € [0;p — 1], (R* 0 §)? = Idc.
d) Montrer que Dy, = {Idc, R, R?,...,RP"}, S R0 S, R?0 S,..., RP~1 0 S} est un groupe non abélien.
Le groupe Ds), est appelé le groupe diédral d'ordre 2p. Il s’agit (on I'admet) du groupe des rotations

(Idc, R, R?%,..., RP™1) et des symétries axiales (S, RoS,..., RP~10.S) qui préservent le polygone 3 p cotés
formé par les points d'affixes dans U,.

e) Décrire géométrique Dg (avec des dessins) et dresser la table de loi de Dg.

2) Montrer que

k k

U — Uy
T W — W

est bien une application de U, dans lui-méme et qu'il s'agit d'un automorphisme de groupes.

3) Considérons f I'application de Uy dans Aut(U,) définie par f(1) = Idy, et f(—1) = o. Vérifier que f est
un morphisme de groupe.
On note Gy, le produit semi-direct (U, x Usa, X ).
4) a) Notons e = (1,1), r = (w,1) et s = (1,—1). Ce sont des éléments de Ga,. Montrer! que 77 = e,
s2=e, rsr =s.
b) En déduire que s7* = P=Fs pour tous, k € [0;p — 1].
c) Montrer que, pour tous, (k,?) € [0;p — 1]? et (i,5) € [0;1]?, si r¥s’ = rfs7, alors k =L et i = j.
On en déduit que e, r,r2, ..., rP~1 s, rs,7%s,... rP"ls sont des éléments distincts de G, et donc, par égalité
des cardinaux,
Gap = {e,, r2 P s s rts, L P s),

Considérons I"application g qui va de D2, dans Ga, tel que, pour tout (k, j) € [0;p—1] x {0;1}, g(R¥0S7) = rksi.
[l découle des questions 4c et 1b (on ne demande pas de détailler ce point) que g est un isomorphisme de groupes.
Ainsi G'g), et Do, sont isomorphes

5) Est-ce que Gy, et Dy, sont isomorphes a Uy, ?

1. lci les produits s’entendent au sens de la loi semi-directe, c'est-a-dire 1P désigne r X --- x s r, s> désigne s x; s, etc.
————

p fois
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