Chapitre 7

Sommes et produits

La plupart des propriétés
sont intuitives et nous ne
les montrerons pas. Leurs
preuves sont cependant fa-
ciles (mais fastidieuses) par
récurrence sur le nombre de

termes.

Cette somme pourrait égale-
8

ment &tre écrite Z(k -1~
k=4
C’est le principe de change-

ment d'indice (on en reparle
dans le paragraphe 1.3.b).

La notation avec des poin-
tillés n’est pas interdite pour
autant lorsqu'il n'y a pas
d’ambiguité. On ['utilisera
notamment au début pour
se familiariser avec la nota-
tion Y et on verra que, par-
fois, écrire la somme avec
des pointillés permet plus fa-
cilement de conjecturer sa

valeur.

L'objectif de ce chapitre est de manipuler et calculer des sommes et des produits...
constitués d'un « grand » nombre de termes.

I Sommes de nombres

1) Notation )

(Définition. Soient p et n des entiers relatifs tels que p < n. Soient x, ..., T, des)
nombres complexes. On note

n
k=p

Cette notation se lit « somme des xj, pour k allant de p a n ». On dit que k est I'indice
de la somme, que p est la borne inférieure de la somme, que n est sa borne supérieure
et que, pour tout k € [p;n], xj est le terme d’indice k.

J

Exemples :

e Sin €N, la somme des entiers de 0 a n se note

o [asommel+2+4+8+16+ 32+ ---+ 2048 se note encore

La so e1+1+1+1+1+1+1—|—15e ote
° mm -+ -+ —=+—=—+—=+-—=+—5en
4 9 16 25 36 49 64

e lasomme —4—3—-2—-1+0+1+2+3+4 se note

La somme 3* + 4% + 5% + 67 + 78 se note

(27 . . [4m . [ om .
sin | =~ + sin(7) + sin 3 + sin 5 +sin(27) se note

Remarques :

e Cette nouvelle notation est utile car elle facilite grandement les calculs grace a certaines
propriétés que nous allons explorer dans ce chapitre. Par ailleurs elle permet de lever
certains ambiguités que présente la notation avec des pointillés.

Par exemple, sin € N*, quand on écrit 1+2+- - -+ 2", parle-t-on de la somme des
entiers de 1 a 2", ou ne somme-t-on que les puissances de 2 7 Avec la notation ),

2n n
il n’y a plus aucune ambiguité : il s'agirait respectivement de Z k et de Z ok,
n k=1 k=0
e Dans la famille (x1),<k<n et dans la somme Z:rk ilyan—p-+1 termes.

n k=p
e Sip=n, la somme Zq:k est tout simplement z,,.
k=p
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n
e Si p > n, on adopte la convention que Zm = 0.
n k=p
e Dans la notation Zwk I'indice k est une variable muette (c'est-a-dire locale, interne
k=p
a la somme). En particulier :

On reparle dans quelques

lignes de cette convention.

* On peut la remplacer par n'importe quelle autre variable non déja utilisée (pas p,

n ou z ici) :
n n n n n
Domk = wm=) =) =) g
k=p i=p Jj=p y=p Q=p

* L'indice d'une somme n’existe pas en dehors de la somme. Ainsi :

— L’indice d'une somme ne doit jamais é&tre introduit (mais les bornes de la
somme, si elles sont variables, oui).
— Le résultat du calcul d'une somme ne peut en aucun cas dépendre de I'indice.

Par exemple :

n
b =142+4484- - 42v 42"
k=1

et on voit bien que cette somme ne dépend pas du tout de k (mais seulement
de n, la borne supérieure de la somme, qui doit avoir été introduite au
préalable) ?

Cette notation se généralise ainsi :

Définition. Soit (x;);cr une famille de nombres complexes indexée par un ensemble I

Cela signifie que, pour .. . s .
& d P fini et non vide. On note Z x; la somme de tous les éléments de la famille.

chaque ¢ € I, on se donne
i€l

un nombre complexe z;. ) ] ] . ] ) o
Cette notation se lit « somme des x; pour i appartenant a I ». On dit que i est I'indice

de la somme, que I est 'ensemble des indices de la somme et que, pour tout i € I,
x; est le terme d’indice i.

J

Exemple : Si I = {—4;1;6;7;11;100}, alors

i

el
Remarques :

e Chaque indice ¢ n'apparait qu'une seule fois dans la somme. De plus la commutativité
de I'addition dans R fait qu'il n'est pas nécessaire de préciser |'ordre dans lequel on
effectue la somme.

e L'ensemble I doit étre fini. S'il est infini alors I'existence de la somme se pose. Les
chapitres 27 et 39 seront consacrés justement aux sommes infinies.

e Toutes les remarques ci-dessus s'appliquent. En particulier I'indice ¢ de Zml est
i€l
muet (on peut le remplacer par une autre variable, on ne doit jamais l'introduire et le
résultat de la somme ne peut pas dépendre de 7).

e Lorsque I'on somme des nombres complexes écrit « sous la forme a + ib ou re'? » | il

est vivement conseillé de ne pas utiliser I'indice ¢ pour la somme. Méme probleme
avec l'indice j, si on est en présence du complexe j.

On reparlera de numérota-| ® Si on note n = card([), alors on peut numéroter les éléments de I, c'est-a-dire écrire

om s o s B0 I sous la forme {i1;i2;...;i,}. Alors
n
E €T, = E Ti, = Tiy + X+,
icl k=1
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Cette convention est natu-
relle puisque, lorsque I'on a
retranché tous les termes a
une somme (donc quand on
a vidé I'ensemble de ses in-

dices), il reste 0

%

C’est la méme chose que

E x;, en notant

I={ke E|P(k)}

qui est fini par hypotheése.

%e rapide étude de fonc-

tion couplée au corollaire du
TVI prouve que cette somme
comporte trois termes car
I'équation z° — 3z —1 =0
a trois solutions. Cependant,
on ne les connaft pas, ce qui
n'empéche pas de les som-

mer !

Cela sembler

prenant puisque la terme

peut sur-
sommé ne dépend pas de 1.
Il s’agit simplement du cas
particulier ot x; = a pour

tout 7 € I.

Inutile de retenir par cceur
ces formules. Il suffit de
retenir que « somme d’un
terme constant = le nombre
de termes X le terme

constant »

e Remarque toute béte mais trés utile : si I'un des termes d'une somme est nul, on peut
enlever ce terme de la somme et donc l'indice correspondant dans I. De méme, on
peut ajouter un terme nul et donc un indice dans I qui correspond a ce terme.

e Lorsque I = &, on adopte la convention que sz =0.
icl

On peut méme encore généraliser la notation ainsi :

Définition. Soit E un ensemble non vide. Soit P une propriété portant sur un nombre
fini d'éléments de E. Soit (x)rer une famille de complexes indexée par E. On note

Z x) la somme de tous les termes de la famille dont I'indice vérifie la propriété P.
keE, P(k)

Exemples :

° g k2 =
1<k<10
k impair

.Y k-
1<k<40
k premier

Remarque : L'avantage de cette notation est que I'on peut sommer des termes que 'on
ne connait pas explicitement.

Par exemple,

>«
zeR
25 —-32x—1=0

est la somme des réels solutions de I'équation x° — 3z — 1 = 0, d’inconnue = € R.

2) Premiéres sommes usuelles
a) Somme d’un terme constant
Si a est un nombre complexe et n un entier naturel non nul, alors

atat+a+---+a=nxa
n termes

Autrement dit :

Proposition. Soit a € C. Soit I un ensemble fini a n éléments. Alors

E a=nXa.

iel

En particulier :

Proposition. Soit a € C. Soient p et n des entiers naturels tels que p < n. Alors

n

E a=nXa,

k=1

Za:(n—p—i—l)xa.

k=p

n

n
Za:(TH—l) X a,
k=0

Exemples : Sin et i désignent des entiers naturels non nuls, alors :

100 n n
D= = Y=
k=2 k=1 k=1
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% pas confondre

n

2: 2
n=—n

k=1

et

3

n(n—i—l)'

k=
2

k=1
Il suffit de bien faire atten-
tion a qui est |'indice de som-

mation.

Nous verrons en TD d'autres
méthodes pour obtenir ces
formules sans avoir besoin
de connaitre leur valeur au
préalable (puis avoir recours
a une récurrence). Nous ver-
rons que l'on peut obte-
nir, de proche en proche,
la somme des premiers car-
rés, des premiers cubes, des
premiéres puissances qua-
trieme, des premieres puis-
sances cinquiémes, etc. Mais
rapidement les formules de-
viennent compliquées a rete-

nir.

Formule non explicitement
dans le programme, mais
ultra classique (donc a

savoir retrouver et montrer).

b) Sommes des premiers entiers, carrés d’entiers, cubes d’entiers

On a déja montré (deux fois) le résultat suivant dans le chapitre 2.

Théoréeme (somme des premiers entiers). Pour tout n € N*,
Pl Z k=
k=0

Il faut aussi connaitre les sommes des premiers carrés et premiers cubes.

n+1)

( Y
Théoréme (somme des premiers carrés d’entiers). sans utiliser de démonstrations
par récurrence et qui, surtout, permettent de Pour tout n € N*,

Zk2 Zk2

. J

n(n+1)(2n+1)
g :

DEMONSTRATION. Déja ces deux sommes sont bien égales puisqu’elles ne différent que
du terme 0% = 0. Ensuite raisonnons par récurrence.

[ Théoreme (somme des premiers cubes d’entiers). Pour tout n € N*,
> -3 - (M)

k=0
DEMONSTRATION. Déja ces deux sommes sont bien égales puisqu’elles ne différent que
du terme 0% = 0. Ensuite raisonnons par récurrence.

\
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La somme commence a 0.
Contrairement aux sommes
du paragraphe précédent, la
faire commencer a l'indice
0 ou l'indice 1 change tout

puisque 0° = 1 et non pas 0.

Il 'n"est pas conseillé de |'ap-
prendre par coeur car nous
verrons un moyen simple de
la retrouver a partir du théo-
reme précédent dans le para-
graphe suivant. Pour la rete-
nir malgré tout, remarquons
que n+1 devient n—p+1 (il
s’agit du nombre de termes)
et que I'on multiplie par z?

(le premier terme).

c) Sommes géométriques

Théoreme (sommes géométriques). Soit x € C. Pour tout n € N,

o n—+1 si =1
k _
Z r = 1— xn—O—l '
k=0 ﬁ sinon.

DEMONSTRATION.

Il existe une formule plus générale :

[Théoreéme (sommes géométriques). Soit x € C. Pour tous entiers naturels n et p’
tels que p < n,

- n—p+1 si x=1
Z:L‘k = 1 — gn—p+l
D .
— T - sinon.

. J

DEMONSTRATION. Reportée au paragraphe 1.3.a en utilisant la linéarité et au paragraphe
I.3.c en utilisant des sommes dites télescopiques (mais une récurrence fonctionne aussi
bien sir). O

Lycée Condorcet - MPSI2

5/32 Matthias Gorny



Si x € 277, cette somme
vaut simplement n+1 (c’est
une somme d'un terme

constant).

%us allons poursuivre cet

exemple dans le paragraphe
I.3.a

sommes de

calculer les
cos(kz) et

pour

sin(kz) pour k allant 0 a
n (en prenant les parties
réelles et entiéres de cette

somme).

Ne pas confondre cette for-
mule avec la formule du bi-
ndme de Newton (cf. para-
graphe 11.1) qui développe-
ment (a £ b)".

Exemples : On a

202
025 4 -
D T
k=2
Théoreme. Soit n € N\{0;1}. Soit w une racine n®m de I'unicité qui n'est pas 1.
Alors
n—1
Sk =0
| k=0
DEMONSTRATION.
O
n
Exemple : Un immense classique : pour tous n € N et x € R\27Z, calculons Z ek,
k=0

d) Factorisation de a" — b"

Théoréme (factorisation de a” — b™). Pour tout (a,b) € C? et n € N*,

n—1 n—1
a®—=b"=(a—-0) Z a" 1Rk = (q — b) Z Gl
k=0 k=0
DEMONSTRATION. Reportée au paragraphe 1.3.c en utilisant des sommes dites télesco-
piques (mais une récurrence fonctionne aussi bien siir). O
Remarques :

e Avec des pointillés, cela donne :

a" = b= (a—b)(a" ' +a" I+ Fab" 4.
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Pour montrer la formule, on
peut aussi voir qu'il s'agit
d’'une somme géométrique
en écrivant que, lorsque b #
0, pour tout k € [0;n — 1],

k
an—l—kbk — an—l (é) .
a

Il faut donc traiter les cas

b =0 et a = b séparément.

Pour sommer tous les n—p—+
1 nombres a disposition, on
somme les m — p + 1 pre-
miers, puis on somme les
n — m suivants. Enfin on

somme les deux sommes...

Il'manque les deux premiers
termes. Réflexe : on les
ajoute a la somme et on les

enléve.

Ici il manque les termes de

rangs 0 & p — 1 (attention
pas p).

On ne peut en aucun cas
faire des cas « en dehors de
la somme » : I'indice n'existe
que dans la somme (en par-
ler a I'extérieur de la somme
n'a aucun sens). Dans cet
exemple, écrire : si k < n,
alors |k —n| =n — k donc

2n

Z|k—n| ZZ(n—k)
k=0

k=0

est totalement faux!

e Si n est impair, alors (—1)" = —1 donc

zl
—
SI
—

A"+ b =a"— (=b)" = (a+b) ) (—DFa" 1R = (a +b)

0

(_1>kakbn—1—kz.
0

>
I
>
Il

Exemples :

e Sin =2, on retrouve I'identité remarquable a®> — b> = (a — b)(a + b).

e Sin =3, on obtient a®> — b = (a—b)(a*+ab+b*) et a® +b* = (a+b)(a® —ab+1?).
e Sin =4, on obtient a* — b* = (a — b)(a® + a®b + ab® + b3).

3) Propriétés des sommes

Dans ce paragraphe on se donne (z;)icr et (y;)ics des familles de complexes qui sont
indexées par un ensemble fini 1.

a) Généralisation des propriétés algébriques des sommes

Commencons par un résultat totalement intuitif (qui se démontre aisément par récurrence
en utilisant I'associativité de I'addition) :

Proposition (relation de Chasles). Supposons que I = [p;n] avec p et n des entiers
relatifs tels que p < mn. On a :

n m n
Ym € [p;n], Z:L“k:z;nk+ Z T
k=p k=p k=m+1

& J

Remarques :

e La plupart des sommes usuelles du cours « commencent a 0 ». Lorsqu’on rencontre
une somme pour laquelle ce n'est pas le cas, un grand classique (qui découle de la
relation de Chasles) est de la faire démarrer a 0 en ajoutant (et donc en enlevant) les
termes manquants :

Par exemple, sin € N\{0, 1},

n
X
k=2

Plus généralement, si n et p sont des entiers naturels tels que p < n et si

x € C\{1},
n
>k
k=p
On vient de montrer le résultat admis dans le paragraphe 1.2.c.

e La relation de Chasles est aussi trés pratique pour faire des cas dans une somme, par
exemple lorsque la formule définissant définissant x; change selon les valeurs de k.

Par exemple,

2n
> Jk—n| =
k=0

Lycée Condorcet - MPSI2

7/32 Matthias Gorny



Il 'sera inutile de passer aux
pointillés lorsque I'on aura
vu les changements d'indice

dans le paragraphe 1.3.b.

Encore une fois trés intui-
tif : pour sommer tous les
termes, on fait deux pa-
quets (ceux indexés par les
éléments de J et deux in-
dexés par les éléments de
K), on somme les éléments
de chaque paquet puis on
somme les deux sommes.

Si J et K ne sont
pas disjoints, on somme
des termes en double! Si
JUK # I, on n'oublie des
termes !

On retient que l'on peut
donc « sortir d'une somme »
toute constante (c'est-a-dire
tout nombre ne dépendant
pas de l'indice de somma-
tion) multiplicative.
Surtout pas
constante additive :

i€l el el

une

et cette deuxiéeme somme est
égale 3 \ x card(I), et sur-
tout pas A (a moins que I ne
contienne qu'un indice mais
alors ce n'est pas une vraie

somme).

La formule barrée ci-contre
est totalement fausse mais
est hélas une erreur classique
de débutant. La somme d'un
produit n'est pas (sauf cas
particuliers) le produit des
sommes... pensez aux iden-

tités remarquables.

Ce principe se généralise ainsi :

Proposition (sommation par paquets). Soient J et K deux sous-ensembles disjoints
de I tels que I = JU K. Alors

in:in—i—in.

iel ieJ €K

Remarque : Le cas le plus classique de sommation par paquet est de séparer la somme
en la somme des termes d'indice pair et la somme des termes d'indice impair.

Par exemple, si I = [[1;n] avecn € N*, on a

n

g T = E T + E T
i=1 1<i<n 1<i<n

1 pair © impair

On reviendra sur cette formule dans le prochain paragraphe.

Les résultats suivants découlent des propriétés (associativité, commutativité, distributivité)
des sommes et produits de nombres et se montrent par récurrence sur le nombre de
termes :

Proposition (factorisation). Pour tout A € C, on a Z AT; = A Z T
i€l i€l

L J

Proposition (somme d’additions). Z(xz +yi) = Zaz, T Z Yi-
i€l i€l i€l

L J

Et donc, on en déduit :

Proposition (linéarité de la somme). Pour tout (\,p) € C?,

Z()\l‘i + pyi) = /\Zl‘i +szi-

i€l i€l i€l

Exemple : Pour tout n € N*,

ik(l + 3k)
k=1

Oups... recommencons
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Ces deux sommes sont des
immenses classiques a sa-
voir recalculer sans probleme
avec cette méthode (on se
ramene a la somme géomé-
trique

n

Zeikz

k=0
que l'on calcule via la mé-
thode de I'arc-moitié, puis
on passe aux parties réelles
ou imaginaires). On peut
bien siir tenter de les mon-
trer par récurrence si on
connait leurs formules (mais
c'est un peu technique).
On verra en TD une autre
méthode qui consiste a
multiplier ces sommes par
sin (g) faire apparaitre
des sommes télescopiques et
utiliser des formules de tri-

gonométrie.

Pour utiliser la formule de linéarité « de droite a gauche », c'est-a-dire transformer
I'addition de deux sommes en une seule somme, il faut bien vérifier que les deux sommes
ont les mémes bornes. Sinon on commence d'abord par s'y ramener quitte a ce qu'il
reste quelques termes dans I'addition en dehors de la somme.

Par exemple

n—1 n n—1 n—1 n—1
ZIBH—Z%—%-F sz + Zyi +yn:x0+yn+2($i+yi)-
i=0 i=1 i=1 i=1 i=1

Les propriétés de la conjugaison complexe et des parties réelles et imaginaires se généra-
lisent aussi a une somme d’un nombre fini de complexes :

Proposition (linéarité de la conjugaison, des parties réelles et imaginaires).

ﬁszﬁ, Re Zmz :ZRe(xi), Im sz :Zlm(xi).

iel iel el el il iel

Exemple : Dans le paragraphe précédent, nous avons calculé que, pour tout = € R\27Z
etneN,

elkx:el— )
k=0

2
2
sin (%)

b) Changement d’indice

En fait il y a plusieurs facons d'écrire une somme. Par exemple, si (2;)1<i<n €st une
famille de complexes, alros

1 t+x2+ -+ Ty =2041 + X141 X241+ F Tp—141

= Tnt1-n + Tn41—(n—1) + Ln41—(n—2) R 7NN

et donc

n n—1 n
E Ti = E Tj+1 = E Tn+1—k
i=1 j=0 k=1
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Il ne soit rester aucune trace

de I'indice d'origine.

On inverse bien ¢ — p et
g — m car, par convention,
on met la borne inférieure

de la somme en dessous.

N

Cette somme est juste don-
née a titre d'exemple de
changements d'indices mais
sans doute incalculable ex-

plicitement.

On parle de changement d'indice. Il s'agit simplement d’une renumérotation des indices
des termes sommés. Il y a trois types possibles de changement d'indices qui sont licites
sans se poser de questions :

'Proposition (changement d’indice). Soient p, n et q des entiers relatifs tels quew
p < n. Soit (x;)p<i<n une famille de complexes. Nous avons

e Changement d’indice k = i + q (c’est-a-dire i = k — q).

n n+q
Y=Y oy
i=p k=p+q

e Changement d’indice k = i — q (c’est-a-dire i = k + q). Si ¢ < p, alors
n n—q
Sai= Y wree
i=p k=p—q

e Changement d’indice k = q — i (c’est-a-dire i = q — k). Si ¢ = n, alors

. J

Remarque : Il est fortement conseillé de toujours vérifier un changement d’indice a I'aide

du premier et du dernier terme. Pour ne pas se tromper, on peut écrire ce que donne le

changement d'indice sur les inégalités p < i < n :

e Sion pose i = k — g (c'est-a-dire k = ¢+ 1) alors, lorsque i varie de p a n, k varie de
g+pag+n.

e Sion pose i = k + q (c'est-a-dire k = i — q) alors, lorsque ¢ varie de p a n, k varie de
p—qan—q.

e Sion pose i = q— k (c'est-a-dire k = q — i) alors, lorsque ¢ varie de p a n, k varie de
qg—naq—p.

Exemples : n

e Soit n € N. Calculons » (n—j+ 1)2. On peut développer puis couper cette somme

=1

en trois sommes (mém]e 6 si on s'y prend vraiment mal) par linéarité :

n

S n—j+1=> ((n+1)*=2(n+1)j+ 5

j=1 j=1
n n n

=Y 41 =2 +1)> j+ > 5
j=1 j=1 j=1

x4+ 1)?—2n+ 1)n(n2+ 1) N n(n + 1)6(2n+ 1)
n(n +1)(2n + 1).

6

... ou bien :

e Faisons successivement les changements d’indicek =i —1, j=k+2etl{=9—j:
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La notion de bijection (vue
dans le chapitre 4 pour les
fonctions de R dans R) se
généralise bien a des en-
sembles quelconques. On dit
que o est une bijection de J
dans [ si:

e 3 tout élément j de J, on
associe un unique élément
dans I, noté o(j).

e pour tout élément ¢ € I,
il existe un unique j € J tel

que i = o(j).

Dans la premiére somme on
a fait le changement d'indice

i = 2k (et, comme i va de 0
n
2
tét | %]). Dans la deuxiéme

an,kvade0Oa %... ou plu-
somme on a fait le change-
ment d'indice ¢ = 2k + 1
(et, comme ivadelan, k

vade O a "7’1 ou plutét

=)

& On pourrait penser a d'autres types de changement d'indice mais en fait les trois
types ci-dessus sont les seuls autorisés en toute circonstance.
Par exemple : n

* si on tente de faire le changement d’indice k = 2i dans la somme g x9;, alors on
2n -
=1

serait tenté d'écrire E xi. Mais cette somme contient des termes de rangs impairs,
-, k=2 o . .
ce qui n'est pas le cas de la somme d’origine. En fait on a E To; = E T) avec

i=1 keK
K =1{2;4;6;8;---;2n}. Ce n'est pas trés pratique mais possible.

* si on tente de faire le changement d'indice k = (i — 2)? dans la somme Z(z -2)%

(n=2) i=0
alors on serait tenté d’écrire Z k%. Mais cette somme ne contient pas le terme
=2 (n—2)?
1 = 12, alors que la somme d’origine oui lorsque i = 1. Méme écrire Z k>
i=1

est faux puisque 1 = 12 n'apparait qu’une seule fois dans la somme tandis que
la somme d’origine commence par 2* + 1% + 04 4+ 1* + 2% + ... donc 1 apparait
deux fois (tout comme 2*). Et puis, comme dans I'exemple précédent, il y a trop
de termes dans cette nouvelle somme.
Nous verrons dans le chapitre 15, que si (z;);er est indexé par un ensemble fini I et si il
existe une bijection o d'un ensemble J dans I, alors

D Ti= D Tl
iel JEJ
Par exemple, si I = {3;7;11}, J ={1;2;3} et o est tel que o(1) =3, 0(2) =7 et
o(3) =11, alors
3
Z:rz' =T33+ T7+T11 = To(1) T T2) T To(3) = Z ZTo(j)-
icl j=1
Les trois changements d'indice de la proposition fournissent en fait les trois bijections
les plus simples d'une partie de N dans une autre. Dans la pratique, on fait tres majori-
tairement ces trois types, ainsi que les changements d'indices i = 2k (respectivement
i =2k + 1) lorsque I'on sait que tous les rangs sont pairs (respectivement impairs) :

Exemple : Pour tout n € N*,
2n

> (1=

J=0

Lycée Condorcet - MPSI2
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D’autres sommes télesco-
piques :

n

Z(xk—karl) = Tp—Tnit1
k=p

n
(T—Tp—1) = Tp—1—Tn.
k=p

On voit que chaque terme de
la somme, a partir de =, est
annulé par un autre terme...
sauf le dernier. |l reste donc

Tn4+1 — Tp-

L autre peut aussi s'obtenir
par changement de variable
i =k —1 al'aide de la pre-

miére.

Pour finir, disons que tout cela peut sembler abstrait et compliqué au début mais, encore
une fois, un changement d'indice n'est rien d'autre qu'une renumérotation des indices
(qui nous arrange pour le calcul).

c) Sommes télescopiques

N

Proposition (somme télescopique). Soient p et n des entiers relatifs tels que p < n.
Soit (k) p—1<k<n+1 une famille de complexes. Alors

n
Z(xk-i-l — Tk) = Tnt1 — Tp
k=p
et
n
Z(ﬂck — ) = Gy = Byl
k=p

On dit qu'il s’agit de sommes télescopiques.

J

Avant de donner une preuve rigoureuse, arrétons nous sur le fait que ce résultat est tres
simple si on I'écrit avec des pointillés :

DEMONSTRATION. Montrons la premiére (I'autre est analogue).

Exemples :

oCa/cu/ons/asommeznj#—1+1+i+i+ _|_41
Hl~z(i<:—1)_2 6 12 20 nin—1)

e Soient a et b des complexes et soit n € N*. || est temps de démontrer la formule

n—1 n—1
a" = b= (a—b)Y a" " =(a—0)) dpnIH
k=0 k=0

temporairement admise au paragraphe 1.2.d.

Lycée Condorcet - MPSI2
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Il n'y a pas d'inégalités
dans C!'!11

La somme S, ci-contre (que
I'on ne peut pas calculer ex-
plicitement) sera revue plu-
sieurs fois cette année. Nous

montrerons qu’elle tend vers

% quand n tend vers +oo0.

Pas de probleme ici si ce ne
sont pas des réels puisqu'il
y a des modules (donc ce
sont bien des inégalités entre

réels).

Dit autrement, A est un

ensemble de couples.

C'est-a-dire, pour tout
(i,7) € A%, on se donne un

complexe x;,;

e Donnons une autre preuve de la formule pour les sommes géométriques de raison
x € C\{1} via une somme télescopique : si p et n sont des entiers naturels tels que

p < n, alors

d) Sommes de réels et relations d’ordre

[Proposition (somme d’inégalités). Soient (z;)icr et (yi)icr des familles de réels)
telles que, pour tout i € I, x; < y;. Alors

Zﬂfi < Zyz

el i€l

Si, de plus, il existe iy € I tel que z;, < y;,, alors l'inégalité ci-dessus est stricte.

J

n
1
Exemple : Pour tout n € N*, posons S,, = Z 72 Montrons que la suite (Sy,)nen+ est

majorée par 2.

k=1

complexes. On a

rProposition (inégalité triangulaire). Soient (z;)icr et (yi)icr des familles de

4) Sommes doubles et interversion de sommes

Dans tout ce paragraphe A désigne une partie finie non vide du produit cartésien de deux
ensembles, la plupart du temps une partie finie de N? ou le produit cartésien de deux

ensembles finis.

On se donne aussi (7;7)(;j)ca une famille de complexes indexée par A.

Lycée Condorcet - MPSI2
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Tous les résultats des pa-
ragraphes précédents s'ap-
pliquent : on remplace I par
A et i par (i,5) (possible
puisque I était quelconque
fini).

On parle de domaine rec-
tangulaire (cf. illustration ci-

dessous avec un tableau).

Le nombre de termes interve-
nant dans cette somme est
égal au nombre de termes
dans le tableau. Il y en a
(n—=m+1)(¢g—p+1) puis-
qu’il s'agit d'un tableau a
n—m-+1lignesetq—p+1

colonnes.

a) Notion de somme double

Définition. On dit que la somme Z x;j est une somme double.

(3,5)€A

Exemple : Supposons que A = [1;n] x [1;p] avec n et p des entiers naturels non nuls.
Pour tous (i, j) € A, notons x; j = ij2. Rangeons les termes dans un tableau :

J
; 1] 2 3 P
1 1] 4 9 p?
2 21 8 |18 | --- | 2p?
3 312 (27 | --- | 3p?
n n|dn | 9n | --- | np?

Calculer la somme g ij2 consiste donc & sommer tous les termes des cases grises.

(i,7)€A

Explorons dans la suite des parties A avec des formes particuliéres ou il existe des formules

de calcul.

b) Le cas d’'un domaine rectangulaire

Soient m, n, p, q des entiers relatifs tels que p < n et ¢ < m.

(Définition.

pLIsn
q<js<m

T; i au lieu de
Z?]

g<gsm

(i,7)€EA

e Si A=[p;n] x [q;m] alors on note (x; ;) p<i<n au lieu de (v;;); jyea et
D @i

o Si A=[p;n]? alors on note (z; ;) p<ij<n au lieu de (x; ;) jyea et

E T j au lieu de

E -Ti,j-

p<i,j<n (i,j)€A
- J
[llustrons ce cas avec un tableau
J 1 1
p Tp,q Tp,q+1 Tpm—1 ZTp,m
p+1 Tp+1l,q | Tp+l,q+1 Tp+1im—1 | Tp+l,m
n+1 Tn—1,q | Tn—1,g+1 Tpn—1,m—1 | Tn—1,m
n xn:q xn,q+1 .’L'n’m,1 xn,m

Pour sommer les éléments de la famille (c’est-a-dire les éléments des cases grises du

tableau ci-dessus), on peut décider de

Lycée Condorcet - MPSI2
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II"y a trois formules dans
cette formule :

o |les deux égalités qui disent
que cette somme double
peut s'obtenir en calculant
deux sommes consécutive-
ment (plus précisément la
somme d’'une somme).

e mais surtout il y a le
fait que la somme tout a
gauche est égale a la somme
tout a droite. Autrement dit,
on peut toujours intervertir
deux sommes finies dés que
les bornes de la somme in-
térieure ne dépendant pas
de l'indice de la somme inté-

rieur.

q

e sommer d'abord chaque ligne (Z x;; pour tout i € [m;n]) puis de prendre la

Jj=p
n q
somme de tous les résultats : E E Tij
i=m \Jj=p

n
e ou bien sommer d'abord chaque colonne ( Zx” pour tout j € [p;q]) puis de

=m
q n
prendre la somme de tous les résultats : g E Tij

Lycée Condorcet - MPSI2

Jj=p \i=m

Résumons cela :
[Théoreme (de Fubini). ]

m n n m

3 (Ses) = 3 =3 (3o

i=q \Jj=p p<isn Jj=r \=q

q<Ism
Exemple : Calculons Z (j — 3%).
1<i<n
n+1<j<2n
15/32 Matthias Gorny




C’est comme si on avait un
tableau rectangulaire mais
avec des trous. |l suffit de
mettre des 0 dans les cases
vides (plus précisément, on
note n = max(I), p =
min(I), m = max(J) et
g = min(J) et on pose
x;; = 0 pour tout (i,5) €
(Ipi ] x [a; mD\(Ix J)) et
on se rameéne au théoréme

récédent.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

%

il

jed

D, Tg=)

(i,5)eIxJ

Jjel

(

> )

ieJ

Théoréme. Soient I et J des ensembles finis non vides et soit (x;j)(; jyerx. une
famille de complexes. Alors

Z%‘) =

c) Le cas d’un domaine triangulaire

Soit p et n des entiers relatifs tels que p < n.

Définition. Si A = {(i,j) € [p;n]*|i < j}, alors on note (z; j)p<i<j<n au lieu de

(i) (i,5)ca €t

E T j au lieu de E Tij-
On parle de domaine trian- i (i.)eA
gulaire (supérieur) (cf. illus-
tration ci-dessous avec un ta-  [[lustrons ce cas avec un tableau :
bleau).
i J p p+1 k n—1 n
p Tp,p Tp,p+1 Tp,k Tpn—1 Tp,n
ptl Tp+1,p+1 Tp+1,k Tpt+in-1 | Tp+in
k Tk k Thn—1 Tkon
n—1 Tn—1,n—1 Tn—1,n
n B
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Moyen = mnémotechnique
pour retrouver la formule

n n
> -»3
PLISI<n i=p j=1i
(c’'est  analogue  pour
I'autre) :
e Pour la somme extérieure,
qui ne peut surtout pas
dépendre de j (sinon c’est
une erreur grave : j ne
peut pas exister en dehors
de la somme intérieure
puisque c’est son indice

de sommation), on « efface

j <»etil reste p<i<n.

Ainsi ¢ va de p a n.
e Un fois i fixé, on voit que
1< j<n. Ainsi jvadeia

n dans la intérieure.

Pour sommer les éléments de la famille (c’est-a-dire les éléments des cases grises du

tableau ci-dessus), on peut décider de n

e sommer d'abord chaque ligne (on obtient alors Zx” pour tout i € [p;n]) puis
Jj=t
n n
prendre la somme de tous les résultats : Z Zx”
i=p \ j=i j
e ou bien sommer d'abord chaque colonne (on obtient alors Z:c” pour tout j € [p;n])
i=1
n J
puis prendre la somme de tous les résultats : Z Zm”
j=p \i=p

Théoreme (de Fubini).

n

n n J
Y D@ = D wg= | D wg

i=p \Jj=t PISISn Jj=p \i=p

7

Exemple : Calculons S,, = Z Z
J

i=1 j=i

n n
. 1 R
Premiére tentative : S, = E 1 E — | . Impasse : on ne connait pas de formule pour
: ©J
=1 Jj=t

la somme des inverse d’entiers naturels non nuls.

Deuxiéme tentative : on intervertit les sommes :

n
& Ca n’a aucun sens! L’indice i n'existe pas hors de la somme g donc il n’a rien
n

a faire dans Z Lorsqu’une borne de la somme intérieure est /'iZn_dlice de la somme
j=i

extérieure, on ne peut pas les échanger purement et simplement! Par contre, on peut se

ramener a une somme double :

Lycée Condorcet - MPSI2
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On parle de domaine trian-
gulaire (supérieur) strict (cf.
illustration ci-dessous avec

un tableau).

Moyen  mnémotechnique
pour retrouver la formule

p<i<jsn j=p+li=p
(c'est analogue pour
I'autre) :

e Pour la somme extérieure,
qui ne peut surtout pas
dépendre de i (sinon c'est
une erreur grave : i ne
peut pas exister en dehors
de la somme intérieure
puisque c’est son indice
de sommation), on « efface
<inetil reste p<j<n,
Cest-adirep+1<j<n

Ainsi j vade p+ 1 an.

e Une fois j fixé, on voit
que p < ¢ < j, c'est-a-dire
p<i<j— 1. Ainsi i va de
p a j— 1 dans la somme

intérieure.

d) Le cas d’un domaine triangulaire strict

Soit p et n des entiers relatifs tels que p < n.

Définition. Si A
(i) (i,5)ca €t

= {(i,7) € [p;n]?|i < j}, alors on note (x; ;)p<i<j<n au lieu de

E T j au lieu de E T j-
p<i<j<n (3,7)€A
[llustrons ce cas avec un tableau :
. T p | p+1 | p+2 || & k+1 n—1 n

p Lp,p+1 Lp,p+2 T Lp,k Lp,k+1 Tp,n—1 Lp,n
ptl Tp+1,p+2 Tp+1k | Tp+lk+1 Tp+in-1 | Tp+in
k-1 Th1,k | Th—1k+1 Th-1m—-1 | Th-1,n

k Tl k1 | B
n-—2 Tpn—2,n—1 Tn—2.n
n—1 Tn—1,n

n

Pour sommer les éléments de la famille (c'est-a-dire les éléments des cases grises du
tableau ci-dessus), on peut décider de

e sommer d'abord chaque ligne (on obtient alors Z x;; pour tout i € [p,n — 1])

j=i+1
n—1 n
puis prendre la somme de tous les résultats : Z Z Tij
i=p \j=i+1
j—1
e ou bien sommer d'abord chaque colonne (on obtient alors Z:z” pour tout j €
i=1
n j—1
[p + 1,n]) puis prendre la somme de tous les résultats : Z Z:pw
Jj=p+1 \i=p
Théoreme (de Fubini).
n—1 n n j—1
2| X ma)= X wa= ) (w
i=p \j=i+1 PI<jSN Jj=p+1 \i=p

Exemple : Soit n € N\{0;1}. Calculons Z ij .

1<i<j<n

Lycée Condorcet - MPSI2
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On voit que le calcul est plus
simple dans la méthode 2
puisqu'on a a faire a des
sommes démarrant a un pe-
tit indice (démarrer a ¢ + 1
force a couper la somme en
différence de deux sommes).
Dans la pratique, on préfere
donc la formule

n j—1
Jj=p+1i=p

a l'autre si possible.

e) Le cas général

[Théoreme (Fubini). On se donne A une partie non vide de I x J avec I et J des)
ensembles finis et (z;;)(; j)x une famille de complexes. On définit :

e pourtoutie I, Ly={j€ J|(i,j) € A},
e pourtoutjeJ, C;j={iecl|(i,j) e A}.

YDETES 3D SLIES 3p

(i,5)€A i€l jEL; jeJ ieC;

. J

Alors

DEMONSTRATION. L'idée est encore la méme : on range les nombres de la famille dans

Lycée Condorcet - MPSI2
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Pour faciliter la compréhen-
sion, on aurait pu écrire j a
la place de i comme indice
de la deuxiéme somme. Mais
dans la pratique, il n'est pas
rare d'utiliser le méme in-
dice pour multiplier deux
sommes. Apreés tout, ce n'est
en aucun cas problématique :
ces deux indices vivent des
vies séparées donc peuvent
avoir le méme nom sans in-

terférer I'un avec l'autre.

un tableau (il n'y a un nombre que dans les cases d'indices (i, j) appartenant a A) et,
pour chaque ligne i, L; est alors I'ensemble des indices de colonnes j pour lesquels il y
a un terme dans le tableau a l'indice (7, 7). La somme Z x;,j est donc la somme des

JeL;
termes de la ligne i. Puis on somme alors toutes ces sommes pour obtenir la somme de
tous les termes dont les indices sont dans A. C'est analogue pour les colonnes. O

f) Un mot sur les sommes multiples

Les sommes doubles se généralisent bien siir a des sommes triples, quadruples, etc. On
essaye de se ramener a une succession de sommes simples.

Par exemple, si (i 1) jk)elp:n]? €St une famille de complexes, alors

n n n
D wgk=2 ) D) T

p<i,j,k<n i=p j=p k=p
ou encore
n—2 n—1 n

p<i<j<k<n i=p j=i+1k=j+1

5) Multiplication de deux sommes

Soient I et J deux ensembles finis non vides. Soient (x;)icr et (y;)jes des familles de
complexes.

Proposition (formule de développement/factorisation).

<Z$z> X (Zyz) = Z TiYj-
iel eJ (i,9)eIxJ

.

DEMONSTRATION.

O

En particulier, lorsque I = [p;n] et J = [q; m], avec m, n, p et ¢ des entiers relatifs
tels que p < n et g < m,

Z TiYj-

m<i<n
PSISq

n q
E T; | X E Yi | =
i=m i:p

Et, en particulier encore,

n n
E i | X E Yi | = E TiYs-
i=p i=p P<ELIEN

Lycée Condorcet - MPSI2
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On s’en convainc facilement
en prenant un petit cas par-
ticulier :

(z1 4+ z2)(y1 + x2)
= T1Y1+T1T2+T2Y1+T2Y2

qui n'est pas x1y1 + T2y2

(sauf cas particulier).

Il n’y a pas de formule simple
pour le cube d'une somme
de strictement plus de deux
termes (n'en parlons méme
pas pour des puissances su-

périeurs).

On fait la méme chose que
dans le paragraphe | mais

avec des produits.

& A ne pas confondre avec :

qui est grossierement fausse !

En prenant I = J et (x;)ic;r = (yi)ic1, on obtient :

2
Proposition (carré d’'une somme). ( g :1:,) = Z T
i€l (3,5)€I?

Lorsque a et b sont deux réels, on a (a + b)? = a® + b + 2ab. |l s'agit de la somme des
carrés et d'un terme appelé « double produit ». Cela se généralise au carré d'un nombre
fini de termes :

s R

Proposition. Soient p et n des entiers relatifs tels que p < n. On a :

2

P<L,JEN

E l’il’j o

n n
> >ef + 2
k=p k=p pLi<j<n

somme
des carrés

S J

doubles produits

DEMONSTRATION. La premiére égalité découle de la proposition précédente. Ensuite,
on coupe la somme double en trois sommes par sommation par paquets :

E TiTj = E TiT; + E rix;  +
P<LjSN PSEI=j<n p<i<j<n P <i<n

termes diagonaux termes sur-diagonaux termes sous-diagonaux

Dans la somme la plus a droite, si on échange les noms des indices i et j (ce qui est
toujours possibles puisqu’ils sont muets), on se retrouve avec la somme des termes
sur-diagonaux. D'ou la formule avec les doubles produits. O

Il Produits de nombres

1) Notation ]

Définition.
e Soient p et n des entiers relatifs tels que p < n. Soient x,,...,x, des nombres

complexes. On note

n
H:ck:xpx---xa:n.
k=p

e Soit (x;)ier une famille de nombres complexes indexée par un ensemble I fini et
non vide. On note H:rl le produit de tous les éléments de la famille.
el
e Soit P une propriété portant sur un nombre fini d'éléments d’un ensemble E. Soit
H xy, le produit de
keE, P(k)
tous les termes de la famille dont I'indice vérifie la propriété P.

(xk)ker une famille de complexes indexée par E. On note

Exemples :

o Leproduit1 x2x3x4x5x6 se note
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21/32 Matthias Gorny



Cette convention est natu-
relle puisque, lorsque I'on a
divisé un produit de com-
plexes non nuls par tous ses
tous ses termes (donc quand
on a vidé I'ensemble de ses

indices), il reste 1

Et aussi

n

=

x x
jsp Tht1 n+1

et

n

H Tk—1 _ Tp-—1
x Tn

ez k n

o Lorsque x € C, le produit (x — 1)(x — 2)(z — 3)(z — 5)(x — 6)(z — 7)(z — 8) se note

Remarques :

e Toutes les remarques du paragraphe I.1 concernant la notation ) s'appliquent a la

notation []. En particulier I'indice i de sz est muet (on peut le remplacer par une
iel

autre variable, on ne doit jamais I'introduire et le résultat de la somme ne peut pas
dépendre de 7).

e SiI'un des termes d'un produit est nul, celui-ci est nul.

e Remarque toute béte mais trés utile : si I'un des termes d'un produit vaut 1, on peut
enlever ce terme du produit et donc l'indice correspondant dans I. De méme, on peut

rajouter (en multipliant) au produit un terme valant 1 et donc un indice dans I qui
correspond a ce terme.

e Lorsque I = &, on adopte la convention que 1_[:1:Z =1.
i€l
2) Propriétés des produits

Dans ce paragraphe on se donne (z;);cr et (v;)icr des familles de complexes qui sont
indexées par un ensemble fini .

a) Relation de Chasles, multiplication par paquets, télescopage

Toutes les propriétés suivantes s'obtiennent de la méme maniéere que leurs homologues
avec les sommes (en remplacant le symbole > par [], les additions par des multiplications
et les soustractions par des divisions) :

rProposition (relation de Chasles). Supposons que I = [p;n] avecp et n des entiers)|
relatifs tels que p < mn. On a :

n

n m
Vm € [p;n], H%‘: sz X H i
i=p i=p

i=m-+1

rProposition (multiplication par paquets). Soient J et K deux sous-ensembles]
disjoints de I tels que I = J U K. Alors

- (IT=) = (=)

el i€ €K

N

Proposition (produit télescopique). Soient p et n des entiers relatifs tels que p < n.
Soit (xk)p—1<k<n+1 une famille de complexes non nuls. Alors

n

n
H Th41 _ Tn+1 ot H Tk _ In
x T Th_ DB
i P fp Th—1 p—1

. J

Exemple : Soit n € N*. On a

kﬁl<1+;):

car on est en présence d’un produit télescopique.
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Ne pas confondre avec la
propriété de factorisation
pour une somme. On peut
« sortir A » du produit mais
en le mettant a la puis-
sance card(l). En effet, il
se trouve card([) fois dans
le produit. Un petit exemple
suffit pour s'en convaincre :

AT1 + Axo = )\(561 + CCQ)
tandis que

2
A.T1 X )\1’2 =)\ X r1T2.

Il n'y a pas d'inégalités
dans C!!!!

b) Changement d’indice, produits doubles, interversion de produits

Les formules de changement d’indice sont encore valables en remplacant le symbole
> par le symbole []. En effet elles ne portent que sur les indices et non sur le fait de
sommer.

On définit aussi la notion de produit double. Les formules d'interversion restent vraies en
remplacant le symbole > par le symbole []. En effet elles ne portent que sur I'associativité
et la commutativité de I'opération x (I'addition étant aussi associative et commutative).

c) Propriétés spécifiques des produits

Les propriétés suivantes sont immédiates (elles découlent de propriétés du produits, vues
dans les chapitres 3 et 4 et se montrent par récurrence) :

Proposition (factorisation dans un produit). Pour tout A € C, on a

H Ap; = )\card(I) H:L'z

i€l iel

' )

Proposition (produit de multiplications). H%y’ = (Hxl> X (Hyl)

el il iel

. J

[Proposition (produit d’inverses et de quotients). Si, pour touti € I, y; # 0,
K

1 1 Ti el
= e t — = .

i€l el

[Proposition (produit de puissances entiéres). Pour tout n € N,

[ = (IT=)"

el i€l

Cette égalité est encore vraie lorsque n € Z\N si, pour tout i € I, x; # 0.

Proposition (produit de modules). H ;| = Hx’
i€l i€l

\ J

Proposition (produit de conjugués). Haﬁﬁ = sz
i€l i€l

S J

'Proposition (produit d’inégalités). Soient (x;)icr et (yi)icr des familles de réels)
positifs telles que, pour tout i € I, z; < y;. Alors

sz‘ < H%ﬂ
el i€l

Si, pour tout i € I, 0 < z; < y; et s'il existe ig € I tel que x;, < y;,, alors I'inégalité
| ci-dessus est stricte.

J
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Et, en posant S = le
il
[[a" =a®
a’' =a
iel

pour tout réel a tel que a®
existe et, pour tout ¢ € I,

a”t existe.

Encore valable avec log,

au lieu de In
a € Ry\{1}.

ientant vu qu'on est plus

a l'aise avec les calculs de

lorsque

somme en général.

En particulier,

Ce produit démarre a 1 et
surtout par a 0, sinon il se-
rait tout le temps nul... ce
qui ne serait pas tres intéres-
sant.

%ci les premiéres valeurs

des factorielles :

1 =1

21 = 2

3l = 6

@1 = 24

5! = 120

6! = 720

7 = 5040

8! = 40320

9l = 362880
10! = 3628800
11! = 39916800
12! = 479001600

Il faut connaitre au moins

les six premieres.

3) Produit d’exponentielles, de puissances généralisées, logarithme d’un
produit

Par récurrence utilisant les propriétés de I'exponentielle et du logarithme népérien

e 2

Proposition (produit d’exponentielles). Hexp(mi) = exp le
iel iel

. J

rProposition (logarithme d’un produit). Si, pour tout i € I, x; est un réel stricte-)

ment positif, alors
In sz = Zln(mi).

iel iel

.

Remarque : Lorsque I'on veut calculer le produit de réels strictement positifs, on peut
donc se ramener a un calcul de somme via la formule suivante :

Hwi = exp Zln(mi)

el i€l

'Proposition (produit de puissances généralisées). Soit o € R\Z. Si, pour tout|
1 € I, x; est un réel strictement positif, alors

[T =TI

el el

Lorsque o > 0, cette égalité est encore vraie si I'un au moins des x;, i € I, est nul.

4) Factorielles

Définition.
Soit n € N*. On appelle factorielle de n, et on note n!, le produit des entiers de 1 a n,

c’est-a-dire .

n!:Hk:1x2><3-~~><(n—1)><n.
k=1

On pose 0! = 1.

Remarques :

e Pour tout n € N, n! se lit « factorielle n ». On entend souvent « n factorielle » mais
c’est impropre.

e La factorielle n'est définie que pour les entiers naturels :
aucun sens!

x! lorsque z € R\N n'a

e Une factorielle est toujours un entier naturel non nul. On peut donc toujours diviser
une factorielle. En particulier, diviser par 0! = 1 ne doit jamais vous inquiéter.

e Il n'y a pas grand chose a savoir sur la factorielle a ce stade, si ce n'est comprendre
son sens et savoir la manipuler aisément et sans erreur en se rappelant simplement sa
définition en tant que produit. En particulier, pour tout n € N,

* (n+1)=(n+1)xnl
. n!
x*Sinzl,nl=nxn-1)et —=(n—-1)
n
. n!
*Sinz22,nl=nxn-1)x(n-2)et — =(n—2)\

nin—1
* etc. ( )
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* Si p est entier naturel inférieur ou égal a n, alors

n! =
%us verrons dans le cha- donc
pitre 30 que n! est le nombre n!
de facon d’ordonner un en- p! B

semble a n élément ou en-

core le nombre de bijections ~ ® & 0! = 1 est une convention totalement naturelle. Elle s’explique par deux raisons :

d'un ensemble fini a n élé- * Si on prend n = 0 dans la formule définissant la factorielle a I'aide d'un produit,

ments dans un autre en- 0

el Gl 8 m Asnanis, O on obtient 0! = H k (toutefois on évite d'écrire cela dans la pratique pour éviter
k=1

arle de permutation. . . T L .
P P des erreurs de manipulation). Il s'agit d'un produit vide et, par convention, on a

dit que sa valeur valait 1.
* Pour passer de 3! a 2! on divise par 3, puis pour passer de 2! a 1! on divise encore
par 2. Dés lors, pour passer de 1! a 0!, il est naturel de vouloir diviser par 1 et on

obtient alors 0! = 1.

° & La plupart des formules qui pourraient nous passer par la téte sont fausses.
Notamment, lorsque p et n sont des entiers naturels (sauf valeurs particuliéres par
pure coincidence), (n + p)! # n! + pl, (n + p)! # n! x pl, (n x p)! # n! x p!,

|

n!
(nP)1# (n!)P, — # (n — p)!, etc. On trouve des contre-exemples facilement avec des
p!

petites valeurs de n et p. C'est méme généralement grossiérement faux : par exemple,

(2n)! et 2n! ne sont pas du sin =2,
(2n)!

Attention au parenthéses :

tout la méme chose!! —=02n)x(2n-1)x-x(n+1)
n!

donc (2n)! est (trés largement) strictement supérieur a 2!n! = 2n!.

Exemple : Un classique : le produit des premiers nombres pairs/impairs. Soit n € N*.

Lycée Condorcet - MPSI2 25/32 Matthias Gorny



Exemple : Pour tout n € N*,

n
k=1

In(k)

5) Coefficients binomiaux

Définition. Soient n € N et p
Lorsque n € R\N, on ne dé-
finit pas (Z) On ne le dé-
finit pas non plus lorsque
p € R\Z.

Sip ¢ [0;n], on pose <Z> = 0.

Le nombre < > est appelé coefficient binomial et se lit « p parmin ».
p

€ Z. Si p € [0;n], on pose

720

Evempfe : (6} — _ 6 _ B

xempre : (4) TG4 24x2
n!

Nous verrons dans le cha- Remarque : La formule m

pitre 30 que (Z) est le . :

nombre de chemins réalisant que

p succes pour n répétitions

dans un arbre binaire, mais nl=nx(n-1)x---x(n

aussi le nombre de facons de

choisir p éléments (distincts)

parmi n éléments (distincts) ~ Si bien que :

15.

sert pour les démonstrations impliquant des coeffi-

cients binomiaux mais, en pratique, on ne |'utilise jamais. En effet, on peut remarque

—p+1l)x(n—p)x(n—p—1)x---x2x1

=(n—p)!

ou encore le nombre de par-
tie a p éléments d'un en-

semble a n éléments.

Cela permet de faire moins de calcul a la main. Pour la retenir, il suffit de remarquer que,
au numérateur comme au dénominateur, il y a un produit de p termes. Plus précisément,
au numérateur on démarre a n et on « descend » jusqu'a n — p + 1 (on écrit donc p
termes) et, au dénominateur, on démarre a p et on « descend » jusqu'a 1.

Exemples : Recommencons I'exemple ci-dessus :

Un autre exemple :

(5)

On n'utilise surtout pas la
f I 11! i fait int
ormule £z qui fait inter-

venir un nombre trés grand :
11!,

(5

Quelques cas particuliers a connaitre :

'Proposition.
n
e Pour toutn € N, < )
n

° PourtoutnGN*,( " >:
n—1

(1)

= nN.
-1
e Pour tout n € N\{0; 1}, alors (Z) = n(nz)
DEMONSTRATION.
n n! n n!
Si N, =—=1et - —
*oine <n> ol © (0) 10!
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Formule tres  pratique

lorsque p est supérieur a 7,
surtout lorsque n et p sont
trés grands (cf. exemple

ci-dessous).

Le terme « formule du chef »
(ou parfois « formule du ca-
pitaine ») trouve son explica-
tion dans une démonstration
combinatoire que |'on verra
dans le chapitre 30. Toute-
fois ce n'est pas le terme of-

ficiel (il n'y en a pas).

Inutile de tout retenir mais
il faut savoir les retrouver au

besoin.

Avec la convention que

(%) = 0 lorsque a < 0 ou
b > a, les formules du chef
et de Pascal s'étendent a

toute valeur entiére de p.

n-(n—1)» ot n n!
= =N = — = N.
n—1 (n—1)1!

(n—1)!
_ n\ n! ~nn—-1)-(n—-2)!  n(n-1)
°S'”>2’<2>2!(n—2)! 2> (n—2! 2 -

Proposition (symétrie dans les coefficients binomiaux). Pour tous n € N et

e (- ()

DEMONSTRATION. Lorsque n € Net p € [0;n], on a

<n> B n! B n! _( n >

p/ pn—p! m—(m-p)n-p! \n-p/ O
100 100 100 x 99

Exemple : On a (98) = < 9 ) = ox1l = 4950.

rProposition (formule du chef). Pour tousn € N* et p € [1;n],

DEMONSTRATION.

O

Remarque : Il y a plein de variantes de cette formule : pour tout n € Net p € [0;n+1],

(p+1><2ﬂ) =<”+1>(Z)’ n—1i-1<z—|—i:i) :pil(D

Et on peut aussi I'appliquer plusieurs fois : pour tout n > 2 et p € [2;n]

() -2

Proposition (formule du triangle de Pascal). Pour tousn € N* et p € [1;n — 1],

() -62)-(7)

DEMONSTRATION.

-

Corollaire. Pour tousn € N et p € [0;n], alors (n) eN.
p

L
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Si on prend la définition de
(Z) comme le nombre de fa-
cons de choisir p éléments
(distincts) parmi n éléments
(distincts), il est évident que
c’est un entier naturel. Mais,
avec notre définition, ca ne

saute pas aux yeux !

N

%@

Exemple de lecture : a la
10%me ligne (en numérotant
les lignes a partir de 0),
on trouve les (1;) pour
p € [0;10]. On lit que
10

(%) = 210.

DEMONSTRATION. Raisonnons par récurrence.
e Pour tout n € N, posons P(n) : «Vp € [0;n], (}) € N».

0
e Initialisation. Nous avons (O> =1 € N donc P(0) est vraie.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. On se donne p € [0;n + 1].
1
« Sip=0, <”+ >:1€N.
p

* Sip > 1, la formule du triangle de Pascal entraine que

(5062 6)

Par hypothése de récurrence, les deux termes de droite sont des entiers naturels si

. (n + 1> .
bien que leur somme aussi.
p

Ainsi P(n 4+ 1) est vraie.

e Conclusion. Par récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie. O

Triangle de Pascal. La formule du triangle de Pascal donne aussi un procédé
algorithmique pour obtenir les coefficients binomiaux uniquement a I'aide de sommes.
On présente cela usuellement sous forme d'un triangle formé de nombres tels que, pour
tous n € N et p € [0;n], le p*™ nombre de la n'*™ ligne est (Z) (en numérotant a
partir de 0 et non 1). On commence donc par placer, sur chaque ligne, des 1 en premiére
et derniere position. Ensuite chaque nombre du triangle s'obtient en additionnant les
deux nombres situés au dessus de lui (en vertu de la formule de Pascal). Voici le triangle
de Pascal limité a n = 10 :

11l La formule du bindme de Newton

1) Formule et démonstration

Théoréme (Formule du bindme de Newton). Soient x et y dans C. Pour tout
entier naturel n, nous avons

(z+y)" = z”: <Z> aFyn Tk = zn: (Z) skyk

k=0 k=0
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DEMONSTRATION. Montrons la premiére formule (la deuxieme égalité se déduit de la
premiére en échangeant les roles de z et y).

2) Exemples

e Soient x et y dans C.

x Lorsque n = 2, la formule du bindme de Newton est (x + y)? = 22 + 22y + 2.
On retrouve donc I'identité remarquable bien connue.

Les coefficients binomiaux * Lorsque n = 3, la formule du binéme de Newton est

apparaissant dans ces for-
mules s’obtiennent facile- . A

o _ * Lorsque n = 4, la formule du binéme de Newton est
ment a l'aide du triangle
de Pascal (cf. paragraphe ci-

dessus). * Lorsque n = 10, la formule du binbme de Newton est
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Le premier réflexe a avoir est e Pour tout n € N, on a

de faire démarrer la somme

n
a 0 (en compensant). Z <Z> ok+lgk—n _

k=1

e Soit n € N. Quelques cas particuliers ultra classiques :

2
On remplace juste y par —y. * Pour tout (z,y) € C*,

(z—y)" =

* Pour tout 2 € C, Z (Z)xk =
k=0
n n
()
k=0
" /n
o Z (k)) (_1)k =
k=0

e Pour tous n € N*, (x,y) € C2

Ce calcul est un immense

classique qui intervient no- n

tamment dans le calcul de E :k(n> :Ek n—k _
y g

|'espérance d'une variable —0 k

aléatoire de loi binomiale (cf.

chapitre 32).

3) Application a la trigonométrie

Soient f e Retn € N.
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Prenons |'exemple de n = 5. Alors, pour tout = € R,
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%ous verrons que |'on peut

aussi sommer et multiplier
des suites (cf. chapitre 14),
des matrices (cf. chapitre
20) ou, plus généralement,
des éléments d’ensembles
appelés groupes ou anneaux
(cf. chapitre 17). Enfin nous
VErrons que nous pouvons
sommer des objets appelés
vecteurs qui sont des élé-
ments d'ensembles appelés
espaces vectoriels (cf. cha-
pitres 28). Nous généralise-
rons alors ces notations dans
les chapitres qui leurs sont

consacrés).

La dérivée d'un produit de
fonction et la somme des
produits ou a chaque terme

on en dérive une seule.

IV Sommes et produits... d’autres choses que de complexes

Dans les paragraphes précédents, nous nous sommes limités aux sommes de nombres.
Mais peut-on généraliser cela a d'autres types d'éléments. |l va sans dire que, pour
sommer (respectivement multiplier) plusieurs éléments, il faut déja pouvoir en sommer
(respectivement multiplier) deux. Or, pour le moment, nous n'avons vu qu'un seul autre
type d'éléments que I'on peut sommer : les fonctions de R dans C. On peut donc étendre
les notations de ce chapitre aux fonctions :

(Définition. Soient E une partie non vide de R. Soit (f;)ic; une famille de fonction de)
E dans R indexée par un ensemble I fini et non vide. On définit alors sur I les fonctions

[ EF — C
;fi: r — ;fz(x)
E C

_>
ILr:e,

I 6o

iel

L J

Exemple : Une fonction P de R dans R est polynomiale si elle est nulle ou bien s'il
existe n € N et des réels ag, a1, ...,a, tels que :

n
Vz € R, P(z) = Zakxk.
k=0

Quasiment toutes les propriétés des sommes et produits de complexes se généralisent
alors aux fonctions. Nous n'allons pas tout détailler : il suffit d'évaluer en un point
quelconque de E et d'appliquer la propriété voulue a son image, si c'est possible.

Exemple : Soient n > 3 et f1,..., f, des fonctions dérivables sur une partie E de R.
e Le produit f1fo est alors dérivable sur E et (f1f2) = fifa+ f1f5.
e Le produit fifsfs est alors dérivable sur E et

(frfofo) = filfaf3) + [i(fafs) = fifefs + fifafs + frfofs.

Cela peut encore s’écrire :

n
e Plus généralement (cela se montre par récurrence) : la fonction H fi est dérivable
sur F et i=1
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