
Attention renumérotation : dans les chapitres 1 à 14A, ce présent chapitre était référencé sous le numéro 18.

Chapitre 21

Polynômes

Dans ce chapitre, K désigne R ou CMais tous les résultats de ce
chapitre (sauf quelques uns
et, alors, nous le mentionne-
rons explicitement) sont va-
lables pour un corps K quel-
conque.

.

I L’anneau K[X]

1) Construction de K[X]
a) Retour sur les fonctions polynomiales

Plusieurs fois cette année, nous avons rencontré les fonctions polynomiales. On dit qu’une
fonction f de K dans K est polynomiale s’il existe n ∈ N et a0, . . . , an des éléments
de K (pas forcément non nuls, ni même tous non nuls)On peut ajouter autant de

terme nul que l’on veut
à cette somme. La notion
de degré (lorsque f n’est
pas la fonction polynomiale
nulle) permet de présenter
une somme avec un nombre
optimal de terme. Nous en
reparlerons plus tard.

tels que

∀x ∈ K, f(x) =
n∑

k=0
akxk.

En général, pour connaître une fonction de KK, il faut connaître la valeur qu’elle prend
en chaque élément de K. Dans le cas des fonctions polynomiales, il suffit de connaître
ses coefficients, c’est-à-dire un nombre fini d’informations. Soyons précis :
• Les coefficients d’une fonction polynomiale sont uniques. Montrons-le en deux temps.

⋆ Pour tout n ∈ N, posons

H(n) : « Pour tout (c0, . . . , cn) ∈ Kn+1, si
n∑

k=0
ckxk = 0 pour tout x ∈ C,

alors c0 = · · · = cn = 0 » .

Il est immédiat que H(0) est vrai. Soit n ∈ N. Supposons que H(n) est vraie.

Donnons-nous c0, . . . , cn+1 dans K tels que f : x 7−→
n∑

k=0
ckxk = 0 est la fonction

nulle. Alors, pour tout x ∈ K

0 = 2n+1f(x) − f(2x) =
n∑

k=0
(2n+1 − 2k)ckxk

Cette différence est faite
pour faire disparaître le
terme en xn+1.

.

Par hypothèse de récurrence, pour tout k ∈ J0 ; nK, (2n+1 − 2k)ck = 0 et donc
ck = 0. Il s’ensuit que f : x 7−→ cn+1xn+1. Puisque 0 = f(1) = cn+1, on conclut
que H(n + 1) est vraie. Ainsi, par récurrence, pour tout n ∈ N, H(n) est vraie. On
vient de montrer que les coefficients de la fonction polynomiale nulle sont uniques :
ils sont tous nuls.

⋆ On se donne λ ∈ K, n ∈ N, p ∈ N, (a0, . . . , an) ∈ Kn et (b0, . . . , bp) ∈ Kp tels
que

∀x ∈ K,
n∑

k=0
akxk =

p∑
k=0

bkxk.

Quitte à poser bp+1 = · · · = bn = 0 si p < n ou an+1 = · · · = ap = 0 si n < p,
supposons que n = p. Alors

∀x ∈ K,

n∑
k=0

(ak − bk)xk = 0.

Par unicité des coefficients de la fonction nulle, pour tout k ∈ J0 ; nK, ak = bk.
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Ainsi, lorsque deux fonctions polynomiales sont égales, leurs coefficients sont égaux
deux à deuxmême si, dans leur écriture

en terme de somme, l’une
peut avoir plus de termes
que l’autre mais alors les
termes en plus sont nuls

.
• Soient p ∈ N et q ∈ N. Soient (a0, . . . , ap) ∈ Kp et (b0, . . . , bq) ∈ Kq. Considérons

f : x 7−→
p∑

k=0
akxk et g : x 7−→

q∑
k=0

bkxk.

Quitte à ajouter des termes nuls, supposons que p = q = n. Alors :

⋆ Pour tout x ∈ K, (f + g)(x) =
n∑

k=0
(ak + bk)xk.

⋆ Pour tout x ∈ K, (λf)(x) =
n∑

k=0
(λak)xk.

⋆ Pour tout x ∈ K,
f(x)g(x) = (a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn)(b0 + b1x + b2x2 + · · · + bnxn)

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)x + (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2

+ (a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0)x3 + · · · + bnanx2n

Plus précisément :

f(x)g(x) =
(

n∑
k=0

akxk

)(
n∑

k=0
bkxk

)
=

n∑
k=0

ℓ∑
ℓ=0

akbℓx
k+ℓ.

Pour tout k ∈ J0 ; nK, faisons le changement d’indice j = k + ℓ dans la somme
intérieure. Alors :

f(x)g(x) =
n∑

k=0

k+n∑
j=k

akbj−kxj =
n∑

k=0

2n∑
j=0

akbj−kxj ,

en posant an+1 = · · · = a2n = bn+1 = · · · = b2n = 0. Par théorème de Fubini,

f(x)g(x) =
2n∑

j=0

( n∑
k=0

akbj−k︸ ︷︷ ︸
=cj

)
xi

Par récurrence immédiate,
pour tout k ∈ N, fk est
encore une fonction polyno-
miale et donc

g ◦ f =
q∑

k=0

bkfk

aussi.

.

⋆ Quand K = R, f est dérivable sur R et, pour tout x ∈ R, f ′(x) =
n−1∑
k=0

ak+1xk.

On constate donc que f + g, λf , fg et f ′ sont encore des fonctions polynomiales.
Par ailleurs la connaissance des coefficients de f et g déterminent entièrement leurs
coefficients .

Ainsi, dans les fonctions polynomiales, seuls les coefficients importent et ils permettent
seuls de faire toutes les opérations usuelles. Cela motive l’introduction d’un objet plus
général que l’on va appeler polynôme, qui va être défini par les coefficients uniquement
et qui ne sera pas une fonction. Pourquoi faire cela ? Et bien parce qu’ils seront beaucoup
plus maniables que des fonctions qui ont le défaut d’exiger un domaine de définition,
l’introduction de variable quand on fait des calculs avec elles, etc.

b) Suites presque nulles et définition d’un polynôme

Définition (suite presque nulle). On dit qu’une suite (an)n∈N ∈ KN est
L’entier n0 dépend de la
suite (an)n∈N ∈ KN.

presque
nulle si ses termes sont nuls à partir d’un certain rang, c’est-à-dire s’il existe n0 ∈ N
telle que, pour tout n ⩾ n0, an = 0.

Remarque : On note souvent (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . . ) une suite presque nulle. Cette
notation sous-entend que les termes sont nuls au moins à partir du rang n + 1 (mais ne
dit pas non plus que an ̸= 0).
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Définition (polynôme). On appelle polynôme à coefficients dans K toute suite
(an)n∈N presque nulle d’éléments dans K. Pour tout n ∈ N, on dit que an est le
coefficient d’indice n ou d’ordre n. Le coefficient a0 est appelé le coefficient constant.

Vous aviez bien lu : un polynôme est une suite (qui est presque nulle) et donc ce
n’est pas une fonction !

Définition (ensemble des polynômes). On note
On expliquera plus tard ce
que X veut dire.

K[X] l’ensemble des polynômes à
coefficients dans K.

Remarque : Puisque R ⊂ C, on a R[X] ⊂ C[X].

Proposition. Deux polynômes sont égaux si et seulement si ils ont les mêmes coefficients.

Démonstration. Découle du fait que, deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N (presque nulles
ou non) sont égales si et seulement si, pour tout n ∈ N, an = bn.

Définition (polynôme constant). Soit P = (an)n∈N ∈ K[X]. On dit que P est
constant si, pour tout n ∈ N∗, an = 0. En d’autres termes, P est constant s’il existe
λ ∈ K tel que P = (λ, 0, 0, . . . ).

Dans le cas où λ = 0, c’est-à-dire P est la suite nulle, on dit que P est le polynôme
nul.

Remarque : Soit λ ∈ K. Le polynôme constant P = (λ, 0, 0, . . . ) est parfois noté P = λ̃
pour bien insister sur le fait que P n’est pas un élément de K mais un polynôme (une
suite presque nulle). Mais, par abus de notation et soucis de simplicité, on note tout de
même P = λ la plupart du temps.

c) Opération sur les polynômes

Définition. On définit sur K[X] deux lois de composition internes + et × définies par :
pour tout

Cela veut dire que (an)n∈N

et (bn)n∈N sont des suites
presque nulles.

P = (an)n∈N et Q = (bn)n∈N dans K[X],
• P + Q = (an + bn)n∈N

• P × Q = (cn)n∈N où, pour tout n ∈ N,

cn =
n∑

k=0
akbn−k.

On
On définira la composition
de polynômes et la dériva-
tion formelle des polynômes
dans les paragraphes I.4 et
I.5 respectivement.

définit une loi externe sur K[X] par : pour tout λ ∈ K et P = (an)n∈N ∈ K[X],
λP = (λan)n∈N.

Remarque : Les lois + et × sont bien des lois de composition internes. En effet il existe
p ∈ N tel que, pour tout n > p, an = 0 et il existe q ∈ N tel que, pour tout n > q,
bn = 0. Par conséquent :
• pour tout n > max{p; q}, an + bn = 0. Ainsi P + Q ∈ K[X].
• pour tout n > p + q,

⋆ si k ∈ J0 ; pK, n − k > n − p > q donc bn−k = 0
⋆ si k ∈ Jp + 1 ; nK, ak = 0

si bien que

cn =
n∑

k=0
akbn−k =

p∑
k=0

ak bn−k︸︷︷︸
=0

+
n∑

k=p+1
ak︸︷︷︸
=0

bn−k = 0

donc PQ ∈ K[X].
Enfin, pour tout n > p, λan = 0. AinsiMais ce n’est pas une LCI

puisque l’on multiplie P par
un élément de K.

λP ∈ K[X].
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Théorème. (K[X], +, ×) est un anneau commutatif dont l’élément neutre pour +
est le polynôme constant égal à 0 et dont l’élément neutre pour × est le polynôme
constant égal à 1.

Démonstration.
• Commençons par montrer que (K[X], +) est un sous-groupe de (KN, +).

⋆ Déjà K[X] contientOn montrera plus tard qu’il
est intègre et que seuls les
polynômes constants non
nuls sont inversibles pour ×.

la suite nulle donc n’est pas vide.
⋆ Soit P = (an)n∈N et Q = (bn)n∈N deux polynômes. Il existe p ∈ N tel que

an = 0 pour tout n ⩾ p et il existe q ∈ N tel que bn = 0 pour tout n ⩾ q. Alors
P − Q = (an − bn)n∈N ∈ K[X] puisque an − bn = 0 pour tout n ⩾ max{p; q}.

On en déduit que (K[X], +) est un groupe abélien. Son élément neutre est celui de
(KN, +) qui est la suite nulle.

• MontronsLa loi × sur K[X] n’est pas
la loi multiplicative de KN

donc K[X] n’est pas un sous-
anneau de KN : il faut tout
redémontrer).

que × est associative sur K[X].

• Montrons que × est commutative sur K[X]. Soient P = (an)n∈N et Q = (bn)n∈N
dans K[X]. Pour tout n ∈ N,

(PQ)n =
n∑

k=0
akbn−k =

n∑
j=0

bjan−j = (QP )n,

via le changement d’indice j = n − k. Ainsi PQ = QP .
• Soit P = (an)n∈N ∈ K[X]. Notons 1̃ le polynôme constant égale à 1. Il s’agit de

(1, 0, 0, . . . ). Ainsi, pour tout n ∈ N,

(1̃P )n =
n∑

k=0
(1̃)kan−k = 1an + 0 + · · · + 0 = an.

Ainsi 1̃P = P . Par commutativité, P 1̃ = P . Ainsi 1̃ est l’élément neutre pour ×.
• Il reste à montrer que × est distributive sur +. Soient P = (an)n∈N, Q = (bn)n∈N et

R = (rn)n∈N dans K[X]. Pour tout n ∈ N,

(P (Q+R))n =
n∑

k=0
ak(Q+R)n−k =

n∑
k=0

ak(bn−k +rn−k) =
n∑

k=0
akbn−k +

n∑
k=0

akrn−k

et donc (P (Q+R))n = (PQ)n+(PR)n = (PQ+PR)n. Ainsi P (Q+R) = PQ+PR.
Par commutativité, × est donc distributive sur +

Il s’ensuit que (K[X], +, ×) est un anneau commutatif.
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Remarques :
• LeOn n’écrit jamais P n avec

n ∈ Z\N. puisqu’un poly-
nôme non nul non constant
n’est jamais inversible.

fait que K[X] soit un anneau permet de définir P n = P × · · · × P︸ ︷︷ ︸
n fois

avec toutes

les propriétés qui vont avec vues dans le chapitre 17. On pose P 0 = (1, 0, 0, . . . ) le
polynôme constant égal à 1.

• Si P = (an)n∈N et λ ∈ K alors, en notant Q le polynôme constant égal à λ, on a
QP = λPPar commutativité du pro-

duit, on a aussi P Q = λP .

. En effet, pour tout n ∈ N,

(QP )n =
n∑

k=0
QkPn−k = λan + 0 + · · · + 0.

On en déduit alors les propriétés suivantes de la multiplication externe :

Proposition. Soient (λ, µ) ∈ K2. Soient P et Q dans K[X]. On a
Les trois premiers points, le
fait que 1P = P et le fait
que (K[X], +) est un groupe
abélien, permettront d’affir-
mer que K[X] est un espace
vectoriel dans le chapitre 28.

:
• (λ + µ)P = λP + µQ,
• λ(P + Q) = λP + λQ,
• λ(µP ) = (λµ)P ,
• (λP )Q = P (λQ) = λ(PQ).

⇝ Démonstration laissée en exercice.

Par récurrence, on a également :

Corollaire. Soit k ∈ N∗. Soient P1, . . . , Pk dans K[X]. Soient
Autrement dit, une combi-
naison linéaire de polynômes
est un polynôme.

λ1, . . . , λk dans K. Alors
k∑

j=0
λjPj ∈ K[X].

d) Notation polynomiale

Définition. On note X le polynôme (0, 1, 0, 0, . . . )
Autrement dit X = (an)n∈N

avec a0 = 0, a1 = 1 et, pour
tout n ⩾ 2, an = 0.

.

Remarques :
• Et donc X n’est pas une variable (au sens un objet donc on peut donner des

valeurs) ni un élément de K. C’est un polynôme (c’est-à-dire une suite presque
nulle) bien précis auquel on a choisi de donner un nom particulier, dont le but est
évidemment l’analogie avec les fonctions polynomiales. Insistons bien :
⋆ X n’est pas un nombre !
⋆ X ne soit jamais être un introduit. On ne peut pas écrire des phrases du genre

« ∀X ∈ K » ou « ∀X ∈ K[X] ».
⋆ Cela n’a aucun sens que d’écrire, par exemple, X = 0 ou X = 1, etc.

• On dit que X est l’indéterminée. On l’utilise (on va le voir) pour représenter les
polynômes autrement que par des suites et les rapprocher des fonctions polynomiales.
On pourrait l’appeler autrement et parfois on le fait (c’est-à-dire qu’on pourrait
appeler l’indéterminée Y , T etc.) surtout quand on a des polynômes à plusieurs
indéterminées. Mais là on sort totalement du cadre du programme.

Lemme. Soit P = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . . ) ∈ K[X]. Alors

XP = (0, a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . . )
On décale tout d’un rang et
on met un 0 devant.

.

Lycée Condorcet - MPSI2 5/44 Matthias Gorny



Démonstration.

Comme X0 = (1, 0, 0, . . . , 0), on obtient par récurrence que :

Proposition. Pour tout n ∈ N,
Autrement dit
Xn = (ak)k∈N avec
an = 1 et, pour tout
k ∈ N\{n}, ak = 0.

Xn = (0
0
, 0

1
, . . . , 0, 1

n
, 0, 0, . . . )

Ainsi, lorsque P = (an)n∈N ∈ K[X], en notant p un entier naturel tel que, pour tout
n > p, an = 0. On a

P = (a0, a1, a2, . . . , ap, 0, 0, . . . )
= a0(1, 0, 0, . . . , 0, 0, 0, . . . ) + a1(0, 1, 0, . . . , 0, 0, 0, . . . ) + a2(0, 0, 1, . . . , 0, 0, 0, . . . )

+ · · · + ap(0, 0, 0, . . . , 1, 0, 0, . . . )
= a0X0 + a1X + a2X2 + · · · + apXp.

On en déduit :

Proposition/Définition. Si
Bon je fais une petite
confidence : la construction
de K[X] est en fait hors-
programme mais j’avoue que
je n’ai pas trouvé comment
vous présenter cet ensemble
autrement. Finalement, tout
ce qu’il faut retenir est que :
• K[X] est un ensemble qui
contient des éléments qui
s’écrivent sous la forme

+∞∑
k=0

akXk,

les ak étant uniquement dé-
terminés et nuls à partir d’un
certain rang. Ces objets ne
sont pas des fonctions !
• X est un objet précis qui
n’est pas un nombre.
• Les opérations sur les élé-
ments de K[X] obéissent
aux règles ci-contre et
(K[X], +, ×) est un anneau
commutatif.

P = (an)n∈N ∈ K[X], alors

P =
+∞∑
k=0

akXk,

cette somme ayant un sens puisqu’elle est faussement infinie (la suite étant presque
nulle). Le terme a0X0 se note simplement a0.

Exemples :
• Le polynôme (2, −1, 3, 1, 0, 0, . . . ) se note X3 + 3X2 − X + 2.
• Le polynôme (0, 0, 2, −1, 7, 0, 0 . . . ) se note 7X4 − X3 + 2X2.

Cette notation permet de travailler avec les trois opérations de façon plus intuitive,
comme dans Z, R ou C : soient λ ∈ K et P = (an)n∈N et Q = (bn)n∈N deux polynômes.
• Par définition, P + Q = (an + bn)n∈N. Avec l’écriture ci-dessus, cela se traduit de la

façon suivante :

• Par définition, λP = (λ × an)n∈N. Avec l’écriture ci-dessus, cela se traduit de la façon
suivante :

• Par définition, PQ = (cn)n∈N avec, pour tout n ∈ N, cn =
n∑

k=0
akbn−k. Avec l’écriture

ci-dessus, cela se traduit de la façon suivante :
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Remarque : La plupart du temps, cette somme étant finie, nous écrirons : « soit

P =
n∑

k=0
akXk ∈ K[X] » ceCela ne signifie pas que

an ̸= 0 (il faudra attendre
pour cela la notion de degré).
Il ne faut pas non plus perdre
de vue que le n dépend de
P : si on prend un autre po-
lynôme Q, il faut prendre un
autre entier m (quitte en-
suite à prendre le maximum
de n et m). La somme infi-
nie fait disparaître cette diffi-
culté mais il faut reconnaître
qu’il est plus intuitif de tra-
vailler avec des sommes fi-
nies

qui signifiera : « soit P =
+∞∑
k=0

akXk un polynôme et soit n

tel que, pour tout k ⩾ n + 1, ak = 0 ». Les relations précédentes deviennent alors : pour

tous P =
p∑

k=0
akXk ∈ K[X] et Q =

q∑
k=0

bkXk ∈ K[X]

On a vu dans la paragraphe
I.1.c que ck = 0 dès que
k > p + q. Disons finalement que la structure d’anneau commutatif de K[X] permet de faire les

calculs sur les éléments de K[X], comme si on était sur K ou sur KK. On a une définition
formelle et plus maniableLe fait que K[X] soit intègre

(comme on le verra dans un
instant), alors que KK ne
l’est pas, va aussi être un
gros avantage.

mais, finalement, il y a rien de nouveau dans la pratique des
opérations sur les polynômes par rapport à la pratique des opérations sur les fonctions
polynomiales.

Définition (monôme). On dit qu’un polynôme P est un monôme s’il existe λ ∈ K∗

et n ∈ N tel que P = λXn.

2) Degré d’un polynôme

a) Notion de degré

Définition. Soit
Ainsi deg(P ) est le plus
grand indice des coefficients
non nuls. Il existe car c’est le
maximum d’une partie de N
qui est majoré (car (an)n∈N

est une suite presque nulle)
et non vide car P n’est pas
le polynôme nul donc il ad-
met au moins un coefficient
non nul.

P =
+∞∑
k=0

akXk ∈ R[X].

• Si P n’est pas le polynôme nul, alors l’entier naturel max{k ∈ J0 ; nK | ak ̸= 0} est
appelé degré de P , et noté deg(P ).
Si p = deg(P ), alors ap est appelé le coefficient dominant de P .
Si ap = 1, alors on dit que P est unitaire.

• Si P est le polynôme nul, alors on adopte la convention deg(0) = −∞

Remarques :
• La convention que le polynôme nul vaut −∞ trouvera son intérêt dans le prochain

paragraphe.
• Si P ∈ R[X] n’est pas le polynôme nul et si p = deg(P ), alors P s’écrit de manière

unique sous la forme P =
p∑

k=0
akXk avec ap ̸= 0.

Lorsque l’on écrit P =
n∑

k=0
akXk, on ne peut pas conclure que P est degré n. Il

faut, pour cela, impérativement préciser que an ̸= 0. Sans cette information, tout ce
que l’on peut conclure est que deg(P ) ⩽ n (cf. paragraphe I.2.d).
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• On a :
⋆ deg(P ) ∈ N si et seulement si P n’est pas le polynôme nul.
⋆ deg(P ) ∈ N∗ siLe polynôme nul est le

seul polynôme de degré
strictement négatif. Ainsi,
si au cours d’une dé-
monstration, on tombe sur
deg(P ) < 0, on peut tout
de suite conclure que P = 0.

et seulement si P n’est pas constant

Exemples :
• P = 2X + 3 est de degré 1 et son coefficient dominant est 2.
• X7 est de degré 7 et unitaire.
• P = −3X5 + X2 + 9X est de degré 5 et son coefficient dominant est −3.
• P = 7 est de degré 0 et son coefficient dominant est 7.

b) Degré d’une somme et d’un produit

Définition. On adjoint à N un élément noté −∞ qui n’appartient pas à N.
On fait comme dans le cha-
pitre 14 quand on a créé
R, mais ici on n’ajoute pas
d’élément noté +∞ et on
ne crée pas une nouvelle
notation pour l’ensemble
N ∪ {+∞}.

On prolonge
la relation d’ordre ⩽ sur N ∪ {−∞} en posant :

∀x ∈ N, −∞ < x et − ∞ ⩽ −∞.

On prolonge l’addition usuelle de N sur N ∪ {−∞} en posant :

∀x ∈ N ∪ {−∞}, (−∞) + x = −∞.

Proposition (degré d’une somme). Soient
Contrairement au chapitre
14 avec R, le fait qu’il n’y ait
pas +∞ simplifie beaucoup
les choses, et en particulier
évite les formes indétermi-
nées.

P et Q dans K[X]. Alors

deg(P + Q) ⩽ max{deg(P ); deg(Q)}

Plus précisément, si P et Q sont non nuls, il y a égalité si et seulement si
deg(Q) ̸= deg(Q) ou bien deg(P ) = deg(Q) et les coefficients dominants de P
et Q ne sont pas opposés.

Remarque : On peut même être encore plus précis : supposons que P et Q sont non nuls.
Notons p = deg(P ), q = deg(Q), ap le coefficient dominant de P et bq le coefficient
dominant de Q. Alors :
• Si p > q, deg(P + Q) = p et le coefficient dominant de P + Q est ap.
• Si p < q, deg(P + Q) = q et le coefficient dominant de P + Q est bq.
• SiSi ap + bp = 0, alors

P + Q =
p−1∑
k=0

(ak + bk)Xk.

On ne sait pas si ap−1 +
bp−1 = 0 donc on ne peut
rien conclure précisément
sur le degré si ce n’est qui
est inférieur strictement à p.

p = q et ap ̸= −bp, alors deg(P + Q) = p et le coefficient dominant est ap + bq.
• Si p = q et ap = −bq, alors deg(P + Q) < p et aucune formule générale ne donne le

coefficient dominant de P + Q.

Démonstration. Si P = 0, deg(P + Q) = deg(Q) ⩽ max{−∞; deg(Q)}. Même
chose si Q = 0. Si P ̸= 0 et Q ̸= 0, cela découle de la dernière remarque du paragraphe
I.1.d avec l’ajout des hypothèses que ap ̸= 0 et bq ̸= 0. Dans le cas où p = q, et que
ap ̸= −bq, on a ap + bp ̸= 0 donc deg(P + Q) = p = max{deg(P ); deg(Q)}.

Proposition. Soit P ∈ K[X]. Soit λ ∈ K∗. Alors deg(λP ) = deg(P ).

Remarques :
• Bien sûr, si λ = 0, λP = 0 est de degré −∞.
• Supposons que λ ∈ K∗ et P ̸= 0. Notons ap le coefficient dominant de P . Alors le

coefficient dominant de λP est λap.

Démonstration. Si P = 0, alors λP et P sont nuls donc ont même degré. Si P ̸= 0,
cela découle de la dernière remarque du paragraphe I.1.d avec l’ajout des hypothèses que
ap ̸= 0.
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Proposition. Soient P et Q dans K[X]. Alors deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q).

Remarque : Lorsque P et Q sont non nuls, le coefficient dominant de PQ est le produit
des coefficients dominants de P et de Q.

Démonstration. Si P = 0 ou Q = 0, alors PQ = 0 donc deg(PQ) = −∞ et
deg(P ) + deg(Q) = −∞. Supposons que P ̸= 0 et Q ̸= 0. Avec les notations de la
dernière remarque du paragraphe I.1.d, on en était à

PQ =
p+q∑
k=0

ckXk.

Avec l’ajout que ap ̸= 0 et aq ̸= 0,

cp+q =
p+q∑
j=0

ajbp+q−j =
p−1∑
j=0

aj bp+q−j︸ ︷︷ ︸
=0

+apbq +
p+q∑

j=p+1
aj︸︷︷︸
=0

bp+q−j = apbq ̸= 0.

Ainsi PQ est de degré p + q et de coefficient dominant apbq.

Par récurrence, nous obtenons :

Corollaire. Soit k ∈ N∗. Soient P1, . . . , Pk dans K[X]. On a :

deg
(

k∑
i=1

Pi

)
⩽ max

1⩽i⩽k

(
deg(Pi)

)
et deg

(
k∏

i=1
Pi

)
=

k∑
i=1

deg(Pi).

Corollaire. Pour
Avec la convention que

k × (−∞) = −∞.

Si P ̸= 0 et k ∈ N, on
a P k = 1̃ et, comme 0 =
0 × deg(P ), on a encore
deg(P k) = k × deg(P ).

tous k ∈ N∗ et P ∈ K[X], deg(P k) = k × deg(P ).

Remarque : Le coefficient d’un produit d’un nombre fini de polynômes non nuls est le
produit des coefficients dominants. Et donc, si P ≠ 0, le coefficient dominant de P k est
la puissance kième de celui de P .

c) Intégrité et éléments inversibles

On a vu que (K[X], +, ×) est un anneau commutatif.

Proposition (intégrité). K[X]
On aurait bien eu du mal à
montrer cela avec des fonc-
tions polynomiales puisque
KK n’est pas intègre : deux
fonctions non nulles peuvent
être de produit nul (cf. cha-
pitre 17).

est intègre, c’est-à-dire

∀(P, Q) ∈ K[X]2, PQ = 0 =⇒ P = 0 ou Q = 0.

Démonstration.

Corollaire. Tout
On ne doit surtout pas dire
que X doit être différent de
−1 ! Encore une fois X n’est
pas le réel −1 ni même le po-
lynôme constant égale à −1.
L’objet X + 1 n’est pas le
polynôme nul, à point c’est
tout.

polynôme non nul est régulier, c’est-à-dire, pour tout P ∈ K[X] non
nul, si Q et R sont deux polynômes tels que PQ = PR, alors Q = R.

Exemple : Si on sait que Q et R sont des polynômes tels que (X + 1)P = (X + 1)Q,
alors P = Q (puisque X + 1 n’est pas le polynôme nul).

Proposition (éléments inversible). Les polynômes qui sont inversibles pour le produit
sont exactement les polynômes constants non nuls.
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Démonstration.

Remarque : Et donc K[X] n’est pas un corps ! En revanche il est inclus dans le corps
des fractions rationnelles, noté K(X) et étudié dans le prochain chapitre.

d) Ensembles Kn[X]

Pour tout n ∈ N, l’ensemble des polynômes de degré exactement n n’est stable ni par
somme, ni par multiplication par un scalaire (en effet Xn − Xn et 0.Xn ne sont pas de
degré n). C’est pour cela que l’on introduit l’ensemble suivant :

Définition. Pour
Si deg(P ) = n, alors
P ∈ Kn[X] mais la ré-
ciproque est fausse. Par
exemple, X2 + 1 ∈ K3[X]
mais est de degré 2.

tout n ∈ N, on note Kn[X] = {P ∈ K[X] | deg(P ) ⩽ n} l’ensemble
des polynômes de degré au plus n.

Remarques :
• K0[X] est l’ensemble des polynômes constants (y compris le polynôme de nul).
• Soit n ∈ N∗. On a P ∈ Kn[X] si et seulement si il existe (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 tels

que

P =
n∑

k=0
akXk.

Mais, pour pouvoir conclure que deg(P ) = n, il faut vérifier que an ̸= 0.

Proposition. Soit n ∈ N. Pour tous P et Q dans Kn[X] et pour tout λ ∈ K,
P + Q ∈ Kn[X] et λP ∈ Kn[X].

Démonstration. Soient P ∈ Kn[X] et Q ∈ Kn[X]. Alors deg(P ) ⩽ n et deg(Q) ⩽ n.
• On a deg(P + Q) ⩽ max{deg(P ); deg(Q)} ⩽ n (le maximum entre deux éléments

de N ∪ {−∞} inférieur à n est encore inférieur à n). Ainsi P + Q ∈ Kn[X].
• Si λ ∈ K∗, deg(λP ) = deg(P ) ⩽ n. Si λ = 0, deg(λP ) = −∞ ⩽ n. Ainsi, dans les

deux cas, λP ∈ Kn[X].

Corollaire. Soit n ∈ N. Soient k ∈ N∗ et P1, . . . , Pk dans Kn[X]. Soient λ1, . . . , λk

dans K. Alors
k∑

j=1
λjPj ∈ Kn[X].

Remarques :
• Soit n ∈ N. L’ensemble Kn[X] est non vide et, pour tous P et Q dans Kn[X],

P + Q ∈ Kn[X] et −Q ∈ Kn[X]. Ainsi (Kn[X], +) est un sous-groupe de (K[X], +).
Mais Kn[X] n’est pas un sous-anneau lorsque n ⩾ 1, puisqu’alors il n’est pas stable
par produit.

• K0[X] est un corps isomorphe à K, via l’isomorphisme de corps{
K0[X] −→ K

(λ, 0, 0, . . . ) 7−→ λ

⇝ Démonstration laissée en exercice.
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3) Fonction polynomiale associée à un polynôme

Bien sûr, on voit le lien très fort entre polynômes (surtout avec la notation sous forme
de somme) et les fonctions polynomiales. Explorons ce lien plus en détail.

Définition. Soit
Quand on écrit cela, n est
automatiquement introduit
et c’est un entier naturel et
a0, . . . , an sont aussi auto-
matiquement introduits et
ce sont des éléments de K.

On ne sait pas que
an ̸= 0 donc deg(P ) ⩽ n

(mais pas forcément = n).

P =
n∑

k=0
akXk ∈ K[X]. On appelle fonction polynomiale associée à

P la fonction

P̃ :


K −→ K

x 7−→
n∑

k=0
akxk

Pour tout x ∈ K, on dit qu’on évalue le polynôme P en x lorsqu’on calcule P̃ (x). Pour
simplifier les notations, on désigne souvent cette évaluation plus simplement par P (x).

Remarques :
• On écrit souvent P (x) au lieu de P̃ (x) mais attention à ne pas franchir le pas et

à écrire que P = P̃ : un polynôme n’est pas une fonctionOn ne dira jamais, par
exemple, « Posons X = 1 »
(c’est une erreur très grave :
encore une fois X est un ob-
jet précis, il ne vaudra ja-
mais 1, ni même le poly-
nôme constant égal à 1.)
mais « Évaluons en 1 ».

!
• Pour tout a ∈ K, l’application{

K[X] −→ K
P 7−→ P̃ (a)

est un morphisme d’anneaux (je vous laisse le vérifier) appelé évaluation en a. Il s’agit
d’une surjection mais pas d’une injection puisque, pour tout b ∈ K, les polynômes
P = X − a + b et Q = (X − a)2 + b sont distincts et P̃ (a) = Q̃(a) = b.

Exemples :
• Si P = 3X3 − 2X + 5, on a P̃ (1) = 3 − 2 + 5 = 6.
• Si P = X2 + 1, on a P̃ (i) = i2 + 1 = 0. On dit que i est une racine de P (cf.

paragraphe III).

Algorithme de Hörner. Comment calculer l’évaluation d’un polynôme en un élément
de K de façon optimale ? C’est-à-dire, si on se donne x, a0, . . . , an, commentTypiquement, quelle est la

complexité d’un algorithme
de calcul de P̃ (x) ?

calculer le

plus simplement P̃ (x) =
n∑

k=0
akxk ?

• Méthode naïve : on calcule x2 puis x3, etc. et enfin xn (évidemment sans recommencer
tout le calcul à chaque fois : on multiplie par x une puissance pour obtenir la
puissance suivante). Ensuite, on multiplie ces différentes puissances de x par a0, . . . , an

respectivement et enfin on ajoute le tout. Cette méthode nécessite n − 1 + n = 2n − 1
multiplications et n additions.

• Méthode de Hörner : on remarque que

P̃ (x) = ((. . . (((anx + an−1)x + an−2)x + an−3)x + · · · + a2)x + a1)x + a0.

Plus précisément :
⋆ on commence par calculer anx + an−1,
⋆ on multiplie cette quantité par x et on ajoute an−2, ce qui donne

anx2 + an−1x + an−2.

⋆ on multiplie cette dernière quantité par x et on ajoute an−3, ce qui donne

anx3 + an−1x2 + an−2x + an−3.

⋆ etc.
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⋆ lorsqu’on a obtenu anxn−1 + an−1xn−2 + an−2xn−3 + · · · + a2x + a1, on multiplie
enfin par x et on ajoute a0 pour obtenir P̃ (x).

Par exemple, évaluons en x = 2 le polynôme P = 3X4 − X3 − 4X2 + 5X − 6.
Avec la méthode de Hörner :

Cette méthode nécessite n étapes et chaque étape consiste en une multiplication et
une addition. Ainsi, elle nécessite n multiplications et n additionsLes multiplications coûtent

plus cher que les additions !

, ce qui est quand
même mieux !

Théorème. La fonction
φ :
{

K[X] −→ KK

P 7−→ P̃

est un morphisme d’anneaux injectif.

Démonstration. Le fait que φ soit un morphisme d’anneaux est immédiat. Nous
prouverons qu’il est injectif dans le paragraphe III.3.b.

Remarques :
• En particulier, le polynôme nul est le seul antécédent de la fonction nulle, c’est-à-dire

que le polynôme nul est le seul qui s’annule en tout élément de K.
• Par définition d’une fonction polynomiale, toute fonction polynomiale est la fonction

polynomiale associée à un polynôme. Ainsi, φ(K[X]) est précisément égal à l’ensemble
des fonctions polynomiales et donc φ réalise une bijection de K[X] dans l’ensemble
des fonctions polynomiales. Cela permet d’« identifier » polynômes et fonctions
polynomiales (tout en gardant à l’esprit qu’un polynôme n’est pas une fonction
polynomiale).

• Ce théorème fait partie des quelques théorèmes de ce chapitre qui sont faux lorsqu’on
travaille sur un corps quelconque.

Par exemple, lorsque p est premier, Z/pZ est un corps. Les polynômes P = X et
Q = Xp sont deux polynômes distincts (car n’ont pas le même degré) à coefficients
dans Z/pZCe sont en fait les poly-

nômes 1X et 1Xp.

. Pourtant le petit théorème de Fermat assure que, pour tout x ∈ Z,
xp ≡ x [p]. Ainsi, pour tout x ∈ Z/pZ, xp = x et donc Q̃(x) = P̃ (x). Autrement
dit Q̃ = P̃ et donc φ n’est pas injective.

4) Composition de polynômes

Définissons (autrement qu’avec des fonctions polynomiales) la notion de composition de
polynômes (mais de sorte qu’elle soit analogue à la composition des fonctions polyno-
miales)P ◦Q est bien défini puisque

la somme est en fait une
somme finie. C’est donc une
combinaison linéaire de puis-
sances de Q. Ces dernières
sont des polynômes et une
combinaison linéaire de po-
lynômes en est un.

:

Définition. Soient P =
+∞∑
k=0

akXk et Q dans K[X]. On définit le polynôme P ◦ Q par
la relation

P ◦ Q =
+∞∑
k=0

akQk.

On dit que P ◦ Q est la composition de P par Q.
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Remarques :
• Pour tout P ∈ K[X], P ◦ X = P .
• On retrouve aussi la notation P (Q) au lieu de P ◦ Q. Ainsi il n’est pas rare de

rencontrer la notation P (X)... qui veut simplement dire P .

Exemple : Si P = X3 − 5X2 − X + 1 et Q = X2 − 1, alors

P ◦ Q = (X2 − 1)3 − 5(X2 − 1)2 − (X2 − 1) + 1
= X6 − 3X4 + 3X2 − 1 − 5X2 + 10X − 5 − X2 − 1 + 1
= X6 − 3X4 − 3X2 + 10X − 6.

Proposition. Soient
Avec la convention que, pour
tout a ∈ N∗,

(−∞) × a = −∞.

P et Q dans K[X] tels que Q n’est pas constant. Alors
deg(PQ) = deg(P ) × deg(Q).

Démonstration. Si P = 0, alors P ◦ Q = 0. Comme Q n’est pas constant, on a
deg(Q) ⩾ 1 et donc deg(P ◦ Q) = −∞ = −∞ × deg(Q) = deg(P ) deg(Q). Supposons
que P ̸= 0. Reprenons alors les notations de la définition en notant p = deg(P ) ∈ N∗.

Remarques :
• SupposonsP ◦ Q s’appelle la composé

de P par Q et est noté
P ◦ Q. Pourtant ici, il s’agit
d’une (autre) définition de la
composition (il s’agit d’une
notion de composition de
suites presque finies).

que Q ait pour coefficient dominant bq (toujours en supposant que
deg(Q) ⩾ 1). Le coefficient dominant de P ◦ Q est donc celui de apQ, qui se trouve
donc être apbp

q .
• Si Q est constant égal à λ, alors P ◦ Q est le polynôme constant égal au nombre

+∞∑
k=0

akλk (somme toujours faussement infinie), qui est P̃ (λ).

Exemple : Déterminer tous les polynômes P de K[X] vérifiant P (X2) = (X2 + 1)P (X).

On conclut avec a ∈ K (au
lieu de a ∈ K∗) pour prendre
en compte le polynôme nul
qui est solution.

Comme
Le ◦ dans P̃ ◦ Q est la com-
position formelle de poly-
nômes. Le ◦ dans P̃ ◦ Q̃ est
la composition de fonctions
(polynomiales ici).

on l’a dit dans la marge, cette définition de la composition n’est pas la même
que pour les fonctions polynomiales mais, bien sûr, elle a été conçue pour être analogue :

Proposition. Soient P et Q dans K[X]. Alors P̃ ◦ Q = P̃ ◦ Q̃.
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5) Dérivée de polynômes

a) Dérivée formelle d’un polynôme

Définissons (autrement qu’avec des fonctions polynomiales) la notion de dérivée des
polynômes (mais de sorte qu’elle soit analogue aux dérivées des fonctions polynomiales) :

Définition. Soit P =
+∞∑
k=0

akXk ∈ K[X]. On définit le polynôme dérivé P ′ de P par
La dérivée d’un polynôme
est un polynôme qui a tou-
jours un sens. Cela n’a rien
à voir avec une limite d’un
quelconque taux d’accroisse-
ment. Il n’y a aucune notion
de dérivabilité : il ne faut
jamais justifier qu’un poly-
nôme est dérivable avant de
calculer sa dérivée. Le nom
et la notation P ′ sont bien
sûr choisis pour l’analogie
avec les fonctions polyno-
miales.

:

P ′ =
+∞∑
k=1

kakXk−1 =
+∞∑
k=0

(k + 1)ak+1Xk.

Remarque : Bien que X−1 n’ait aucun sens, on peut tolérer que 0X−1 désigne le
polynôme nul et donc tolérer l’usage de la définition

P ′ =
+∞∑
k=0

kakXk−1.

Exemples :
• Si P = 8X + 7, alors P ′ = 8.
• Si P = 2X5 + 9X4 + 7iX3 + 2X + 5i − 1, alors P ′ = 10X4 + 36X3 + 21iX2 + 2.

Proposition. Soit P ∈ K[X].
• Si P est constant, alors P ′ = 0 donc deg(P ) = −∞.
• Si P ∈ K[X] n’est pas constant, alors deg(P ′) = deg(P ) − 1.

Remarque : Si P non constant est de degré p et de coefficient dominant ap, alors P ′

est de coefficient dominant pap.

Démonstration. Reprenons les notations de la définition. Supposons que P est

constant. Alors, dans la somme P ′ =
+∞∑
k=1

kakXk−1 tous les termes sont nuls (car ak = 0

pour tout k ⩾ 1). Supposons que P n’est pas constant. Notons p son degré. Alors

P ′ =
+∞∑
k=1

kakXk−1 =
p∑

k=1
kakXk−1.

Puisque pap ̸= 0, il s’ensuit que P ′ est de degré p − 1 et de coefficient dominant pap.

Corollaire. Soit P ∈ K[X]. On a P ′ = 0 si et seulement si P est constant.

Proposition. Soient P et Q dans K[X]. Soient n ∈ N∗ et λ ∈ K. On a

(P + Q)′ = P ′ + Q′, (λP )′ = λP ′, (PQ)′ = P ′Q + QP ′, (P n)′ = nP ′P n−1.

et (P ◦ Q)′ = Q′ × (P ′ ◦ Q).

Démonstration. Notons P =
+∞∑
k=0

akXk et Q =
+∞∑
k=0

bkXk.

• On a

(P + Q)′ =
(+∞∑

k=0
(ak + bk)Xk

)′

=
+∞∑
k=1

k(ak + bk)Xk−1 =
+∞∑
k=1

kakXk−1 +
+∞∑
k=1

kbkXk−1

donc (P + Q)′ = P ′ + Q′.
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• OnEncore une fois : touts ses
sommes sont en fait finies
(on peut les arrêter à l’in-
dice que l’on veut supérieur
au degré) donc on peut leur
appliquer toutes les formules
que l’on connaît sur les
sommes d’éléments dans un
anneau commutatif (c’est-
à-dire quasiment toutes les
mêmes que sur C).

a

(λP )′ =
(+∞∑

k=0
λakXk

)′

=
+∞∑
k=1

k(λak)Xk−1 = λ
+∞∑
k=1

akXk−1 = λP ′.

• Pour tout k ∈ N, notons

ck =
k∑

j=0
ajbk−j , dk =

k∑
j=0

(j + 1)aj+1bk−j et ek =
k∑

j=0
aj(k − j + 1)bk−j+1

de sorte que

PQ =
+∞∑
k=0

ckXk, P ′Q =
+∞∑
k=0

dkXk et PQ′ =
+∞∑
k=0

ekXk.

Soit k ∈ N. Via le changement d’indice i = j + 1, il vient que

dk =
k+1∑
i=1

iai(k − i)bk−i+1

doncNotons aussi i l’indice dans
dk (possible ce sont des va-
riables muettes) et sortons
les terme d’indice 0 et k + 1.

dk + ek =
(

k∑
i=1

iai(k − i)bk−i+1 + (k + 1)ak+1(k − i)b0

)

+
(

a0(k + 1)bk+1 +
k∑

i=1
ai(k − i + 1)bk−i+1

)

= (k + 1)(a0bk+1 + ak+1b0) +
k∑

i=1
(i + k − i + 1)aibk−i+1

= (k + 1)
k+1∑
k=0

aibk−i+1

= (k + 1)ck+1.

.

On en déduit que

P ′Q + PQ′ =
+∞∑
k=0

(dk + ek)Xk =
+∞∑
k=0

(k + 1)ck+1Xk = (PQ)′.

• Le fait que (P n)′ = nP ′P n−1 se démontre par récurrence avec la formule précédente
(laissée en exercice).

• Enfin

(P ◦ Q)′ =
(+∞∑

k=0
akQk

)′

=
+∞∑
k=1

ak(Qk)′ =
+∞∑
k=1

ak(kQ′Qk−1) = Q′
+∞∑
k=1

kakQk−1

donc (P ◦ Q)′ = Q′ × (P ′ ◦ Q).

Corollaire (linéarité de la dérivation polynomiale). Soit k ∈ N∗. Soient P1, . . . , Pk

dans K[X] et soient λ1, . . . , λk dans K. Alors(
k∑

i=1
λiPi

)′

=
k∑

i=1
λiP

′
i .

Comme on l’a dit dans la marge, cette définition de la dérivée n’est pas la même que
pour les fonctions polynomiale mais, bien sûr, elle a été conçue pour être analogue :
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Proposition. Soit
Le ′ dans P̃ ′ est la déri-
vée formelle d’un polynôme.
Le ′ dans P̃ ′ est la dérivée
d’une fonction (polynomiale
ici donc bien dérivable).

P ∈ K[X]. Alors P̃ ′ = P̃ ′.

b) Dérivées successives

Définition (dérivées successives). Soit P ∈ K[X]. On pose P (0) = P , P (1) = P et,
pour tout k ⩾ 2, on définit la dérivée kième de P et

Là encore, on ne justifie sur-
tout pas les dérivabilités suc-
cessives. On ne parle pas de
classe C n de polynôme.

on la note P (k) avec la relation de
récurrence suivante :

∀k ∈ N∗, P (k+1) = (P (k))′.

Exemple : Si P = X3 + 5X + 3, alors P ′ = 3X2 + 5, P ′′ = 6X, P (3) = 6, P (4) = 0,
P (5) = 0, etc.

Remarque : Si P =
+∞∑
k=0

akXk, alors P ′ =
+∞∑
k=1

kakXk−1, P ′′ =
+∞∑
k=2

k(k − 1)akXk−2,

P (3) =
+∞∑
k=3

k(k − 1)(k − 2)akXk−3, · · ·

Supposons que P soit de degré p ∈ N∗ et de coefficient dominant λ, alors on montre par
récurrence (immédiate) que :
• Pour tout n ∈ J0 ; p − 1K, le coefficient dominant de P (n) est

• P (p) est le polynôme constant égal à p!λ.
• Si n ⩾ p + 1, P (n) est le polynôme nul.

On en déduit :

Proposition. Soit P ∈ K[X]. Soit n ∈ N∗.
• Si deg(P ) < n, alors P (n) = 0.
• Si deg(P ) ⩾ n, alors deg(P (n)) = deg(P ) − n.

Corollaire. Soit P ∈ K[X]. Soit n ∈ N∗. Alors P (n) = 0 si et seulement si deg(P ) < n.

Exemple : Déterminer tous les polynômes P de K[X] vérifiant X2P ′′ + 2XP = 6P .

Contrairement à l’exemple
du paragraphe I.4, regar-
der le degré ne rien donner
puisque X2P ′′, 2XP ′ et 6P

ont le même degré. Un ré-
flexe à avoir lorsqu’une équa-
tion polynomiale fait interve-
nir des dérivées et de regar-
der le coefficient dominant
puisque le degré y apparaît.
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Par récurrence à partir de la formule (PQ)′ = P ′Q + PQ′, on obtient :

Proposition (formule de Leibniz). Soient P et Q dans K[X]. Pour tout n ∈ N∗,

(PQ)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
P (k)Q(n−k).

Démonstration. Démonstration identique à celle du chapitre 19 pour les fonctions
dérivables (les justifications de dérivabilité en moins).

Et aussi, par récurrence immédiate :

Proposition. Soient P ∈ K[X] et n ∈ N. Alors P̃ (n) = P̃ (n).

c) Formule de Taylor pour les polynômes

Proposition. Soit P =
+∞∑
k=0

akXk ∈ K[X]. Pour tout k ∈ N, on a ak = P (k)(0)
k! .

Démonstration.
On devrait écrire P̃ (k)(0)
(ou P̃ (k)(0)) et non P (k)(0)
bien sûr... mais cette abus
de notation est classique.

Théorème (formule de Taylor pour les polynômes). Soient
On devrait écrire P̃ (k)(a)
(ou P̃ (k)(a)) et non P (k)(a)
bien sûr... mais cette abus
de notation est classique.

P ∈ K[X] et a ∈ K.
Alors :

P =
+∞∑
k=0

P (k)(a)
k! (X − a)k.

Il s’agit d’une somme faussement infinie puisque P (k)(a) = 0 pour tout k > deg(P ).

Démonstration.
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L’intérêt principal de ce
théorème est de relier les
coefficients d’un polynôme
avec ses dérivées succes-
sives évaluées en des valeurs
fixées à l’avance. Ce sera l’in-
grédient clé de la caractérisa-
tion de la multiplicité d’une
racine par les dérivées suc-
cessives dans le paragraphe
III.3.b. II Arithmétique sur K[X]

1) Divisibilité dans K[X]

Définition (diviseur et multiple). Soit (A, B) ∈ K[X]2. On dit que B divise A (ou
que A est divisible par B ou que B est un diviseur de A ou encore que A est un multiple
de B) dans K[X] si il existe C ∈ K[X] tel que A = BC.

Exemples :
• X − 1 divise X3 − 1 car X3 − 1 = (X − 1)(X2 + X + 1).
• X + i divise X2 + 1 car X2 + 1 = (X + i)(X − i).

• 2X + 2 divise X + 1 car X + 1 = 1
2(2X + 2).

• X2 + 1 divise X4 − 1 car X4 − 1 = (X2 + 1)(X2 − 1).
• X3 + 2X + 3 divise X5 + 3X2 − 4X − 6 car

X5 + 3X2 − 4X − 6 = (X3 + 2X + 3)(X2 − 2)

Remarques :
• Pour tout B ∈ K[X], 0 = B × 0 donc B|0. Autrement dit 0 est un multiple de tout

polynôme.
• Le polynôme nul ne divise que le polynôme nul lui même (car 0 = 0 × 0 mais, pour

tous A ∈ K[X] non nul et C ∈ K[X], A ̸= 0 = C × 0).
• Les polynômes constants non nuls divisent tous les polynômes. En effet, pour touS

λ ∈ K∗ et A ∈ K[X], A = λ ×
(

1
λ

× P

)
.

Proposition. Soient A et B dans K[X] avec A ̸= 0. Si B|A, alors deg(B) ⩽ deg(A).

Démonstration.

Proposition. Soient A, B, C, D dans K[X].
• Réflexivité. On a A|A.
• Transitivité. Si

Cette démonstration et la
suivante sont similaires à
celles des résultats ana-
logues dans Z (cf. chapitre
12).

C|B et B|A, alors C|A.
• Si B|A, alors DB|DA.
• Si B|A et D|C, alors BD|AC.
• Si B|A et n ∈ N∗, alors Bn|An.

⇝ Démonstration laissée en exercice.
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Proposition. Soit B ∈ K[X]. Soient n ∈ N∗. Soient A1, . . . , An, C1 . . . , Cn dans K[X]

tels que B|Ak pour tout k ∈ J1 ; nK. Alors B

∣∣∣∣∣
n∑

k=1
CkAk.

⇝ Démonstration laissée en exercice.En particulier, si λ1, . . . , λn

sont dans K, alors

B

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

λkAk

Puisque la divisibilité dans K[X] est réflexive et transitive, on peut se demandeR s’il
s’agit d’une relation d’ordre (bien sûr ce ne peut pas être une relation d’équivalence
puisque X + 1|(X + 1)2 mais pas le contraire). Et bien non... mais presque :

Définition. Pour tout (A, B) ∈ K[X]2, on dit que A et B sont associés si A|B et B|A.

Proposition. Soient A et B dans K[X]. Alors A et B sont associés si et seulement si
il existe λ ∈ K∗ tel que A = λB.

Démonstration.

Pour poursuivre l’analogie avec l’arithmétique dans Z, nous avons besoin d’un théorème
de division euclidienne.

2) Théorème de la division euclidienne

NousLorsque A et B sont à coef-
ficients réels, on peut appli-
quer le théorème de la divi-
sion euclidienne dans R[X],
ce qui donne Q et R dans
R[X] (mais alors P et Q ap-
partiennent C[X]). Mais on
peut aussi l’appliquer dans
C[X]. Par unicité , on trouve
que Q et R sont le quotient
et le reste. Autrement dit, le
théorème de la division eu-
clidienne ne dépend pas du
corps sur lequel on l’applique
(lorsque A et B sont à coeffi-
cients réels bien sûr... sinon
ça n’aurait pas de sens de
l’appliquer sur R[X]).

avons déjà parlé de division euclidienne de fonctions polynomiales dans le chapitre 9,
sans rien démontrer. Il est beaucoup plus adapté de pratiquer des divisions euclidiennes
dans K[X] plutôt que sur des fonctions polynomiales en fait.

Théorème (division euclidienne). Soient A et B deux polynômes de K[X] tels que
B ̸= 0. Alors il existe un unique couple (Q, R) ∈ K[X]2 tel que A = BQ + R et
deg(R) < deg(B). Le polynôme Q (resp. R) est appelé le quotient (resp. le reste) de
la division euclidienne de A par B.

Démonstration.
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Exemples :
• Effectuons la division euclidienne de A = 5X4 −2X3 +16X2 −X −1 par B = X2 +3.

On la pose comme la division euclidienne dans Z :

5X4 − 2X3 + 16X2 − X − 1 X2 + 3
− (5X4 + 15X2) 5X2 − 2X + 1

− 2X3 + X2 − X − 1
− (−2X3 − 6X)

X2 + 5X − 1
− (X2 + 3)

5X − 4

Nous obtenons que le quotient est Q = 5X2 − 2X + 4 et le reste R = 5X − 4 (il
s’agit bien d’un polynôme de degré inférieur strictement au degré de B).

• Soit n ∈ N\{0; 1}. Déterminons le reste de la division euclidienne de Xn + 1 par
X2 + 1Méthode classique : plus gé-

néralement, si B est un po-
lynôme de degré n et que
l’on connaît n racines dis-
tinctes de B, alors pour trou-
ver les n coefficients poten-
tiellement non nuls du reste
de la division euclidienne de
A ∈ K[X] par B, on évalue
en les n racines distinctes.
Nous verrons dans le para-
graphe III.3.b comment faire
s’il n’y a pas n racines dis-
tinctes.

.
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Remarque : Dans l’exemple ci-dessus, bien que nous ayons utilisé des nombres complexes
(et donc effectué une division euclidienne dans C[X]), il était attendu que le reste soit
dans R[X] puisque, Xn + 1 et X2 + 1 étant dans R[X], le théorème de la division
euclidienne dans R[X], assurait que R ∈ R[X] et qu’il y a unicité du reste.

Proposition. Soient
Lorsque B|A, il existe
Q ∈ K[X] tel que A = BQ

et cette proposition montre
au passage que Q est
unique. Poursuivant la
remarque dans la marge
qui débute ce paragraphe,
lorsque A et B sont dans
R[X], si B divise A, le
quotient Q tel que A = BQ

appartient à R[X] même si
on regarde A et B comme
des polynômes de C[X] : la
divisibilité ne dépend pas du
corps (contrairement aux
racines dans le paragraphe
III.1).

A et B dans K[X] tels que B ̸= 0. On a B|A si et seulement si
le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Démonstration. Si B|A, il existe C ∈ K[X] tel que A = BC = BC + 0 donc, par
unicité, 0 est le reste de la division euclidienne de A par B. Réciproquement, si le reste de
la division euclidienne de A par B est nul alors, en notant Q le quotient, on a A = BQ
et donc B|A.

Exemple :

Le théorème de la division euclidienne va nous faire partir dans deux voies. Tout d’abord
tout comme la division euclidienne dans Z nous a permis de faire un chapitre entier
d’arithmétique, celle dans K[X] va aussi nous permettre de faire de l’arithmétique dans
K[X] (avec théorème de Bézout, de Gauss, des polynômes premiers entre eux, etc.) dans
la suite de ce paragraphe. Ensuite, nous verrons dans le paragraphe III que ce théorème
permet de montrer que, si un polynôme P s’annule en a ∈ C, alors on peut le factoriser
par X − a avec de nombreuses conséquences importantes. Nous explorerons donc la
factorisation d’un polynôme de K[X] dans le paragraphe IV.

3) PGCDs et PPCMs de polynômes

On reprend la même progression que dans le chapitre 12. Nous omettons la plupart des
preuves car elles sont analogues.

a) PGCDs de deux polynômes

SoientParler d’un polynôme plus
grand qu’un autre n’a pas
vraiment de sens : c’est pour
cela qu’on définit un PGCD
comme un polynôme ayant
un degré supérieur ou égal
au degré de tous les autres
diviseurs communs.

A et B deux polynômes non tous nuls. Notons que le polynôme constant égal à 1
divise A et B. Il s’ensuit que l’ensemble

{deg(D) | D divise A et B}

est non vide (il contient 0). Puisque 0 ne divise pas A et B à la fois (puisque l’un d’eux
est non nul), cet ensemble est une partie de N. Enfin il est majorée (par deg(A) si A ̸= 0
et par deg(B) si B ̸= 0). Il admet donc un plus grand élément. Ainsi A et B possèdent
un diviseur commun qui admet le plus grand degré possible parmi les diviseurs commun
de A et B. D’où la définition :
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Définition. Soient
Grosse différence avec les en-
tiers : on dit un PGCD et
non pas le PGCD. En ef-
fet, si D est un PGCD alors,
pour tout λ ∈ K∗, λD est
encore un PGCD : il y en a
une infinité (mais ils sont as-
sociés comme nous allons le
voir dans le prochain para-
graphe).

A et B deux polynômes non tous nuls. Tout diviseur commun à A
et à B de degré maximal est appelé un PGCD de A et de B.

Remarques :
• Un moyen simple de montrer que D est un PGCD de A et de B consiste à montrer

que D divise A et B et que tout diviseur commun à A et B a un degré inférieur ou
égal à celui de D.

• Comme sur Z :
⋆ Un PGCD de A et B est un PGCD de B et A (le PGCD est commutatif).
⋆ Lorsque B ̸= 0, B est un PGCD de 0 et B.
⋆ Un PGCD de A et B a un degré inférieur ou égal à min{deg(A); deg(B)} avec

égalité si et seulement si l’un des deux divise l’autreNous ne démontrons pas ces
résultats, la preuve est ana-
logue à celle pour les entiers.

.

b) Algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide est toujours valable pour les polynômes puisqu’il repose entièrement
sur l’existence d’une division euclidienne dans K[X]. Il repose sur l’idéeLa démonstration est ana-

logue mais il faut remplacer
le PGCD par les PGCD, et
il termine car la suite des de-
grés est strictement décrois-
sante.

fondamentale
suivante : si R est le reste de la division euclidienne de A par B, alors un PGCD de A et
B est un PGCD de B et R.
Exemple : Déterminons un PGCD de 2X3 − 8X2 + 10X − 4 et de X2 − 5X + 6.

Seule vraie différence avec
Z : l’algorithme d’Euclide
donne un PGCD.

À présent, nous pouvons donner le lien entre les différents PGCD de deux polynômes A
et B. Commençons par un lemme :

Lemme. Soit R un polynôme non nul. Alors les PGCD de 0 et R sont exactement les
polynômes associés à R.

Démonstration. Les polynômes associés à R divisent R et tout polynôme divise 0
donc ils sont des diviseurs communs à R et 0 de degré deg(R). Or, un diviseur commun
à 0 et R est de degré inférieur à deg(R) donc ces polynômes sont des diviseurs communs
de degré maximal donc sont des PGCD.
Réciproquement, soit D un PGCD de R et 0. On déduit de ce qui précède que
deg(D) = deg(R). Or, D divise R et D et R ont le même degré donc le quotient
est de degré 0 donc est constant non nul : D et R sont associés

Théorème. Soient A et B non tous nuls. Soit D un PGCD de A et de B. Alors les
PGCD de A et de B sont exactement tous

En d’autres termes, A ∧ B

n’est pas le PGCD de A et
B puisqu’il n’y a plus uni-
cité du PGCD mais l’unique
PGCD unitaire de A et B,
c’est-à-dire leur unique divi-
seur commun de degré maxi-
mal qui soit unitaire.

les polynômes associés à D. En particulier :
• Si D est un PGCD de A et B, les autres PGCD sont exactement les λD où λ ∈ K∗.
• Parmi tous les PGCD de A et B, un seul est unitaire : on le note A ∧ B. .

Démonstration. Notons (R1, . . . , Rn, 0) les restes successifs dans l’algorithme d’Eu-
clide entre A et B, avec Rn ̸= 0 (si bien que Rn est un PGCD de A et B). Or, les
PGCD de A et B sont les PGCD de Rn et 0 qui sont tous les polynômes associés à Rn.
En particulier, les PGCD de A et B sont associés.
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Exemple : Dans l’exemple précédent, on a vu qu’un PGCD de 2X3 − 8X2 + 10X − 4
et de X2 − 5X + 6 est 8X − 16 = 8(X − 2). Puisque X − 2 est unitaire et associé à
8X − 16, on en déduit que A ∧ B = X − 2.

c) Relation de Bézout

L’algorithme d’Euclide étendu est encore valable pour des polynômes... tout en gardant en tête
qu’il faut parler d’un PGCD
et pas du PGCD

donc le théorème
de Bézout est encore valable pour des polynômes :

Théorème (Théorème de Bézout). Soient A et B dans K[X] non tous nuls.
• Il existe (U, V ) ∈ K[X]2 tel que AU + BV = A ∧ B. Une telle relation est appelée

relation de Bézout.
• Plus

Comme pour les entiers, il
n’y a pas unicité de U et V

(lorsqu’il y a existence).

généralement, si P ∈ K[X], il existe (U, V ) ∈ K[X]2 tel que AU + BV = P
si et seulement si P est un multiple de A ∧ B.

Exemple : Donnons une PGCD de X12 − 1 et de X8 − 1 ainsi qu’une relation de Bézout
entre ces deux polynômes.

X12 − 1 X8 − 1
− (X12 − X4) X4

X4 − 1

X8 − 1 X4 − 1
− (X8 − X4) X4

X4 − 1
On peut montrer (cf. exer-
cice ...) que, pour tous en-
tiers naturels non nuls a et b,

(Xa − 1) ∧ (Xb − 1)

= Xa∧b − 1.

X4 − 1 X4 − 1
− (X4 − 1) 1

0

On en tire une relation de Bézout :

X4 − 1 = (X8 − 1) − X4(X4 − 1)
= (X8 − 1) − X4((X12 − 1) − X4(X8 − 1)
= (X8 + 1)(X8 − 1) − X4(X12 − 1).

etUne autre relation de
Bézout (plus simple
d’ailleurs) est X4 − 1 =
(X12 − 1) − X4(X8 − 1).

X4 − 1 = (X12 − 1) − X4(X8 − 1).
On a la même conséquence très importante :

Proposition. Soient A et B dans K[X] non tous nuls. Soit D ∈ K[X] non nul. Alors
D divise A et B si et seulement si D divise A ∧ B.

Et on en déduit encore :

Proposition. Soient A, B, P dans K[X] non tous nuls. Si P est un polynôme unitaire,
alors (PA) ∧ (PB) = P (A ∧ B).

d) Polynômes premiers entre eux

Définition. Soient A et B dans K[X] non tous nuls. On dit que A et B sont premiers
entre eux si A ∧ B = 1.

Remarques :
• PuisqueComme pour les entiers, si

aucun des deux ne divise
l’autre, cela ne signifie pas
qu’ils soient premiers entre
eux.

tous les PGCD sont associés, deux polynômes sont premiers entre eux si et
seulement si leurs PGCD sont les polynômes constants non nuls, si et seulement si
leurs seuls diviseurs communs sont les polynômes constants non nuls.

• Si A | B et si A n’est pas constant alors A et B ne sont pas premiers entre eux.

Comme pour les entiers, on a :

Proposition. Soient A et dans K[X] non tous nuls. Notons D = A ∧ B. Alors le
quotient de A par D et le quotient de B par D sont premiers entre eux.
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Théorème (de Bézout). Soient A et dans K[X] non tous nuls. Alors A et B sont
premiers entre eux si et seulement s’il existe (U, V ) ∈ K[X]2 tel que AU + BV = 1.

Exemple : Soient a et b distincts dans K. Les polynômes X − a et X − b sont premiers
entre eux car

Théorème (de Gauss). Soient A, B, C dans K[X] non nuls. Si A ∧ B = 1 et A|BC,
alors A|C.

Proposition (produit de polynômes). Soient A, B, C dans K[X] non nuls.
• Si A ∧ B = 1 et A ∧ C = 1, alors A ∧ (BC) = 1.
• Si A|C, B|C et A ∧ B = 1, alors AB|C.

e) PPCMs de deux polynômes

Soient A et B deux polynômes non nul. Notons que AB est un multiple non nul de A
et de B. Il s’ensuit que l’ensemble

{deg(D) | D non nul, A et B divisent D}

est une partie non vide de N. Elle admet donc un plus petit élément. Ainsi A et B
possèdent un multiple commun qui admet le plus petit degré possible parmi les multiples
communs non nuls de A et B. D’où la définition :

Définition. Soient
Là aussi on dit un PPCM et
non pas le PPCM puisqu’il y
en a plusieurs et même une
infinité : tous les polynômes
associés à un PPCM donné.

A et B deux polynômes non nuls. Tout polynôme non nul multiple
commun à A et à B de degré minimal est appelé un PPCM de A et de B.

Remarques :
• Un moyen simple de prouver qu’un polynôme non nul D est un PPCM de A et de B

consiste à montrer que D est divisible par A et par B et que tout multiple commun à
A et B a un degré supérieur ou égal à celui de D.

• Comme sur Z :
⋆ Un PPCM de A et B est un PPCM de B et A (le PPCM est commutatif).
⋆ Un PPCM de A et B a un degré supérieur à max{deg(A); deg(B)} avec égalité

si et seulement si l’un des deux divise l’autre.

On montre aussi comme dans Z que :

Proposition. Soient A et B dans K[X] non nuls. Soit D ∈ K[X] non nul. Alors D est
un multiple de A et B si et seulement si D est un multiple de A ∧ B.

Théorème.
En d’autres termes, A ∨ B

n’est pas le PPCM de A et
B puisqu’il n’y a plus uni-
cité du PPCM mais l’unique
PPCM unitaire de A et B,
c’est-à-dire leur unique mul-
tiple commun de degré mini-
mal qui soit unitaire.

Soient A et B non nuls. Soit M un PPCM de A et de B. Alors les PPCM
de A et de B sont exactement tous les polynômes associés à M . En particulier :
• Si M est un PPCM de A et B, les autres PPCM sont exactement les λM où

λ ∈ K∗.
• Parmi tous les PPCM de A et B, un seul est unitaire : on le note A ∨ B.

Démonstration. D’après la proposition précédente, deux PPCMs de A et de B sont
multiples l’un de l’autre donc sont associés.

Pour finir, on a :
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Proposition. Soient
L’égalité (A ∧ B)(A ∨ B) =
AB est fausse. Elle devient
vraie si on multiplie le terme
de gauche par les coeffi-
cients dominants de A et de
B.

A et B dans K[X] non nuls. Alors (A ∧ B)(A ∨ B) et AB sont
associés.

f) Extension à plusieurs polynômes

Comme pour les entiers, tous les résultats précédents peuvent aisément se généraliser à
plus de deux polynômes.

Proposition/Définition. Soient
L’ensemble des degrés
des diviseurs communs à
A1, . . . , An est une partie
de N (car 0 ne divise pas
tous les Ai) non vide (car
1 divise les Ai) et majorée
(par le degré d’un polynôme
non nul parmi les Ai). Ainsi
un PGCD existe bien.

n ∈ N\{0; 1} et A1, . . . , An dans K[X] non tous nuls.
Alors :
• Tout diviseur commun à A1, . . . , An et à B de degré maximal est appelé un PGCD

de A1, . . . , An.
• Les PGCD de A1, . . . , An sont associés.
• Il existe un unique PGCD unitaire que l’on note A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ An.
• On dit que A1, . . . , An sont premiers entre eux dans leur ensemble si

A1 ∧ A2 ∧ · · · ∧ An = 1.
• On dit

Des polynômes premiers
entre eux deux à deux le sont
dans leur ensemble mais la
réciproque est fausse.

que A1, . . . , An sont premiers entre eux deux à deux si, pour tout
(i, j) ∈ J1 ; nK2 tel que i ̸= j, Ai ∧ Aj = 1.

Proposition (associativité). Soient A, B, C dans K[X] non nuls.

A ∧ B ∧ C = (A ∧ B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C).

Proposition. Soient
La notion de PPCM de stric-
tement plus que deux po-
lynômes n’est pas au pro-
gramme, comme celle de
strictement plus que deux
entiers d’ailleurs.

n ∈ N\{0; 1} et A1, . . . , An dans K[X] non nuls.
• (relation de Bézout) Il existe U1, . . . , Un dans K[X] tels que

A1U1 + A2U2 + · · · + AnUn = A1 ∧ · · · ∧ An.

• (théorème de Bézout) A1, . . . , An sont premiers entre eux dans leur ensemble si et
seulement si il existe U1, . . . , Un dans K[X] tels que

A1U1 + A2U2 + · · · + AnUn = 1.

• Soit D ∈ K[X]. On a D|A1 ∧ · · · ∧ An si et seulement si D|Ai pour tout i ∈ J1 ; nK.
• Si D = A1 ∧ · · · ∧ An, alors les quotients des Ai par D, 1 ⩽ i ⩽ n, sont premiers

entre eux dans leur ensemble.
• Soit P ∈ K[X] unitaire. Alors (PA1) ∧ · · · (PAn) = P (A1 ∧ · · · , An).
• Si Ai ∧ P = 1 pour tout i ∈ J1 ; nK, alors (A1 . . . An) ∧ P = 1.
• Si Ai|P = 1 pour tout i ∈ J1 ; nK et si A1, . . . , An sont premiers entre eux deux à

deux, alors (A1 . . . An)|P .

Corollaire. Soient A et B dans K[X] non nuls. Soient m et n des entiers naturels non
nuls. On a A ∧ B = 1 si et seulement si An ∧ Bm = 1.

Exemple : Pour tout (a, b) ∈ K2 tel que a ̸= b, on a vu que X −a et X −b sont premiers
entre eux. Ainsi, pour tous m et n entiers naturels non nuls, (X − a)n et (X − b)m sont
premiers entre eux.
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4) Polynômes irréductibles

Définition. Soit P ∈ K[X]. On dit que P est irréductible si P n’est pas constant et si
ses seuls diviseurs sont 1, P et leurs associés.

Remarque : Les polynômes irréductibles sont pour les polynômes ce que les nombres
premiers sont pour les entiers.

Proposition. Un
Puisque les polynômes
constants non nuls sont les
seuls polynômes inversibles
de K[X], on peut reformu-
ler : P est irréductible si P

n’est pas inversible et ne
peut pas s’écrire comme
produit de deux polynômes
non inversibles.

polynôme P est irréductible si et seulement s’il est non constant et
ne peut pas s’écrire comme le produit de deux polynômes non constants.

Remarques :
• Autrement dit P n’est pas irréductible si et seulement s’il existe A et B deux polynômes

de degré compris entre 1 et deg(P ) − 1 tels que P = AB.
• En particulier, si P n’est pas irréductible, alors :

⋆ ou bien il est constant donc de degré 0 ou −∞.
⋆ ou bien il est le produit de polynômes de degré au moins 1 et donc il est de degré

au moins 2.
Par contraposée, il vient que :

Proposition. Tout polynôme
Lorsque K = C, nous
montrerons que ce sont les
seuls (cf. paragraphe IV.3.b).
Lorsque K = R, il faut ra-
jouter les polynômes de de-
gré 2 de discriminant stricte-
ment négatif (cf. paragraphe
IV.4.b).

de K[X] de degré 1 est irréductible.

On prouve de façon analogue à Z le théorème suivant :

Théorème (Décomposition en produit de facteurs irréductibles). Soit P ∈ K[X].
Il existe r ∈ N∗, P1, . . . , Pr des polynômes irréductibles distincts et α1, . . . , αr supérieurs
ou égaux à 1 tels que :

P = P1
α1 × · · · × Pr

αr

De plus, cette écriture est unique à l’ordre près des termes et à multiplication par un
facteur inversible près.

Le fait qu’un polynôme soit
irréductible ou non dépend
de K donc la décomposition
en produit de facteurs irré-
ductibles également (cf. pa-
ragraphe IV.3 et IV.4).

Remarque : On ne définit pas de valuation p-adique pour les polynômes. On peut tout
de même montrer les résultats suivants pour tous polynômes A et B non nuls :
• le produit des facteurs premiers apparaissant à la fois dans la décomposition de A et

dans celle de B, mis à la puissance qui est la plus petite des deux, est un PGCD de
A et de B.

• le produit de tous les facteurs premiers apparaissant dans la décomposition de A ou
dans celle de B, mis à la puissance qui est la plus grande des deux, est un PPCM
de A et de B.

• A et B sont premiers entre eux si et seulement si leurs décompositions en facteurs
irréductible n’ont aucun terme commun (sauf des éléments constants non nuls),
c’est-à-dire si A et B n’ont aucun facteur irréductible commun.

• un polynôme en divise un autre si et seulement si ses facteurs irréductibles apparaissent
chez l’autre à une puissance plus grande. C’est l’équivalent de la CNS de divisibilité
avec les valuations p-adiques pour les entiers.

Exemple : Dans C[X], si A = (X −1)(X −2)2(X −3)3 et B = (X −2)(X −3)2(X −4)4,
alors :
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III Racines d’un polynôme

1) Définition et caractérisation

Définition (racine d’un polynôme). Soient P ∈ K[X] et a ∈ K. On dit que a est
une racine de P (dans K) si P̃ (a) = 0

Mais, désormais, on notera
définitivement P (a) au lieu
de P̃ (a) pour simplifier.

.

Exemples :
• Le polynôme nul admet tout élément de K comme racine (il en admet donc une

infinité).
• SiOn n’écrit surtout jamais

« X2 + X = 0 si et seule-
ment X = 0 ou X = −1 »...
ce serait une triple erreur :
X est un objet précis, il n’est
pas égal à −1 ou à 0 et X2 +
X n’est pas le polynôme nul
donc il est totalement faux
d’écrire X2 + X = 0. On
écrirait plutôt : « Soit x ∈ K.
On a x2 + x = 0 si et seule-
ment si x = 0 ou x = −1. »

P est constant non nul, alors P n’admet aucune racine.
• Si il existe a ∈ R tel que P = X − a, alors P admet a pour unique racine.
• Le polynôme X2 + X admet deux racines : 0 et −1.
• Le polynôme X2 + 1 n’admet pas de racines dans R mais admet i et −i pour racines

dans C.

Remarque : Deux cas particuliers importants : lorsque P =
n∑

k=0
akXk ∈ K[X],

• 0 est racine de P si et seulement si le coefficient constant a0 est nul (en effet
P (0) = a0).

• 1 est racine de P si et seulement si la somme des coefficients est nulle.

Il est enfin temps de montrer un résultat que nous avons rencontré plusieurs fois en
exercice sans jamais le démontrer :

Théorème (caractérisation d’une racine par factorisation). Soient P ∈ K[X] et
a ∈ K. Alors a est une racine de P si et seulement si X − a divise P .

Démonstration.On montre aussi plus géné-
ralement que le reste de la
division euclidienne d’un po-
lynôme P par X − a est le
polynôme constant égal à
P (a).

Théorème. Soient P ∈ K[X], n ⩾ 1 et a1, . . . , an des éléments distincts de K
Dans tout ce chapitre,
quand on dit que des racines
sont distinctes, cela voudra
dire qu’elles sont deux à
deux distinctes.

. Si

a1, . . . , an sont des racines de P , alors
n∏

j=1
(X − aj) divise P .

Démonstration.
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2) Lien entre degré et nombre de racines

a) Nombre maximal de racines

Le théorème suivant est le plus important du chapitre !

Théorème. Soit
En particulier, si P est un
polynôme non nul, il admet
au plus deg(P ) racines dis-
tinctes.

n ∈ N. Soit P ∈ Kn[X].
1. Si P admet (au moins) n + 1 racines distinctes, alors P = 0.
2. Si P est non nul, alors P admet au plus n racines distinctes.

Démonstration.

b) Rigidité des polynômes

Corollaire. Soit
Ce corollaire est très im-
portant dans la pratique
puisque nous ne connaissons
pas forcément le degré des
polynômes que nous mani-
pulons.

P ∈ K[X]. Si P possède une infinité de racines, alors P est le polynôme
nul.

Exemple : La fonction sin n’est pas polynomiale. En effet :

Nous pouvons enfin montrer le résultat suivant du paragraphe I.3 :

Théorème. Le morphisme d’anneaux φ :
{

K[X] −→ KK

P 7−→ P̃
est injectif.

Démonstration.Ce résultat est vrai dès que
K est infini (ce qui est le cas
pour R et C). On peut mon-
trer que l’infinité de K est
même une condition néces-
saire et suffisante pour que
φ soit injectif.

Proposition (rigidité de K[X]). Soit n ∈ N. Soient P et Q dans K[X].
1. Si P et Q sont de degré inférieur à n et coïncident en au moins n + 1 valeurs

distinctes de K, alors P = Q.
2. Si P et Q coïncident en une infinité de valeurs distinctes, alors P = Q.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats précédents puisque P = Q si et
seulement si P − Q est le polynôme nul.
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Remarque : En général, lorsque deux fonctions f et g coïncident sur un sous-ensemble
E de K (c’est-à-dire f(x) = g(x) pour tout x ∈ E), même s’il est infini, il n’y a aucune
raison qu’elles soient égales.

Par exemple sin et cos coïncident sur π

4 + πZ mais ne sont pas égales.

On vient donc de voir que, si ce sont des fonctions polynomiales, alors il suffit qu’elles
coïncident en « suffisamment de points » (une infinité ou seulement en un nombre en
n + 1 point si ils sont de degré au plus n), alors elles sont égales. Les polynômes sont
donc des objets extrêmement rigides : il suffit de les connaître en « suffisamment de
points » pour les caractériser totalement.

Exemples :
•Énorme classique à savoir re-

produire !

Tout polynôme de R[X] périodique est constant. En effet :

• Soit n ∈ N. On a vu dans le paragraphe III.3 du chapitre 7, qu’il existe un polynôme
TnIl s’agit de

Tn =
⌊ n

2 ⌋∑
k=0

(
n
2k

)
(1−X2)kXn−k

On dit qu’il s’agit du nième

polynôme de Tchebychev.
On en reparlera...

tel que, pour tout θ ∈ R, cos(nθ) = Tn(cos(θ)). Existe-t-il un autre polynôme
vérifiant cette condition ?

c) Un premier théorème de factorisation

Théorème. Soit n ∈ N∗. Soit P ∈ K[X] un polynôme de degré n. Supposons que P
admette n racines distinctes a1, . . . , an. Si λ désigne le coefficient dominant de P , on
a alors :

P = λ

n∏
k=1

(X − ak).

Démonstration.Autre preuve possible : on
sait que Q|P d’après le
théorème à la fin du para-
graphe III.1 donc il existe
C ∈ K[X] tel que P = CQ
donc

deg(P ) = deg(C)+deg(Q)

et donc deg(C) = 0. Le
polynôme C est constant.
Comme P et Q ont même
coefficient dominant, la
constante en question est 1
et donc P = Q.

Exemple : On sait que P est un polynôme de degré inférieur à 4 admettant au moins
−1, 3, π pour racines.
• On peut alors conclure que (X + 1)(X − 3)(X − π)|P .
• Si on sait de plus que 5 est racine de P , alors on peut conclure que

P = λ(X + 1)(X − 3)(X − π)(X − 5) avec λ son coefficient dominant si P ̸= 0 et
λ = 0 si P = 0.

• Si on sait de plus que 5 et 17 sont racines, alors P = 0.
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3) Ordre de multiplicité d’une racine

Le résultat que l’on vient d’obtenir est très important et efficace mais il ne permet pas
de couvrir tous les cas de figure.

Par exemple P = X(X − 1)2 ne possède que deux racines distinctes 0 et 1 donc, on
peut seulement conclure que X(X − 1)|P avec ce théorème.

Plus généralement le problème est que, lorsque a est racine d’un polynôme P non nul,
alors X − a divise P mais rien n’indique jusqu’à présent si on n’a pas aussi (X − a)2|P
ou encore (X − a)3|P , etc. Nous introduisons donc la notion d’ordre de multiplicité
d’une racine.

a) Définition et première caractérisation

Définition (ordre de multiplicité d’une racine).
L’ordre de multiplicité d’une
racine a de P est le plus
grand entier k tel que
(X −a)k divise P . Cet entier
existe car, si a est une racine,
alors

{
k ∈ N∗ ∣∣ (X−a)k|P

}
est une partie non vide (elle
contient 1) et majorée (par
deg(P ) puisque, pour tout
k ∈ N∗, si (X −a)k|P , alors
deg((X − a)k) ⩽ deg(P )
donc k ⩽ deg(P )) de N
donc admet un maximum.

Soient P ∈ K[X] un polynôme non
nul et m ∈ N∗. On dit que a ∈ K est une racine d’ordre de multiplicité m de P si
(X − a)m divise P et (X − a)m+1 ne divise pas P . L’entier m est appelée l’ordre de
multiplicité (ou parfois juste la multiplicité) de la racine a.

Remarque : Soient P ∈ K[X] et a ∈ K.
• On dit que a est une racine simple de P si elle est de multiplicité 1, c’est-à-dire si

X − a divise P mais (X − a)2 ne divise pas P .
• On dit que a est une racine multiple de P si elle est de multiplicité au moins 2,

c’est-à-dire si (X − a)2 divise P .
• On dit que a est une racine double de P si elle est de multiplicité 2, c’est-à-dire si

(X − a)2 divise P mais (X − a)3 ne divise pas P .

Remarque : Pour tous m ∈ N∗ et a ∈ K, (X − a)m|0 donc on dira parfois que
tout élément de K est racine de multiplicité infinie du polynôme nul. On verra dans le
paragraphe III.3.c que seul le polynôme nul admet des racines d’ordre de multiplicité
infini.

Proposition. Soient
Q est par ailleurs unique.

P ∈ K[X] non nul, m ∈ N∗ et a ∈ K. Alors a est une racine de P

d’ordre de multiplicité m si et seulement si il existe Q ∈ K[X] tel que P = (X − a)kQ
et Q(a) ̸= 0.

Démonstration.Si m ∈ N est tel que
(X − a)m|P , alors a est
d’ordre de multiplicité au
moins m.

Exemple : Le polynôme P = 2X3 − 6X2 − 18X − 10 = 2(X − 5)(X + 1)2 admet 5
pour racine simple et −1 pour racine double.
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b) Une caractérisation avec les dérivées successives

Dans la pratique, il n’est pas des plus pratique de diviser un polynôme par X − a (a étant
une racine) tant que c’est possible pour obtenir la multiplicité. Il existe une caractérisation
utilisant les dérivées successives de ce polynôme :

Théorème. Soient P ∈ K[X] non nul, a ∈ K et m ∈ N∗. Alors a est racine d’ordre de
multiplicité m de P si et seulement si

P (a) = P ′(a) = · · · = P (k−1)(a) = 0 et P (k)(a) ̸= 0.

Démonstration.

Remarque : Regardons quelques cas particuliers :
• a est racine simple de P si et seulement si P (a) = 0 et P ′(a) ̸= 0.
• a est racine double de P si et seulement si P (a) = P ′(a) = 0 et P ′′(a) ̸= 0.
• a est racine multiple de P si et seulement si P (a) = P ′(a) = 0Ici il manque l’information

de la première dérivée suc-
cessive qui ne s’annule pas
en a (pour tout k ⩾ 2, la
multiplicité est k si et seule-
ment si il s’agit de P (k)).

.

Exemples :
• Considérons P = X4 − 5X3 + 6X2 + 4X − 8.
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• SoitOn a vu dans le paragraphe
II.2 une méthode permet-
tant de trouver le reste de la
division euclidienne d’un po-
lynôme A par un autre B

de degré n ∈ N∗ lorsque
l’on connaît n racines dis-
tinctes de B. Lorsque les ra-
cines sont potentiellement
multiples, il faut donc pen-
ser à dériver suffisamment
de fois l’expression obtenue
en appliquant le théorème
de la division euclidienne.

n ∈ N\{0; 1}. Déterminons le reste de la division euclidienne dans R[X] (ou
dans C[X], peu importe ici) de Xn + 1 par (X + 1)2.

Corollaire. Soient P ∈ K[X] non nul, a ∈ K et m ∈ N\{0; 1}. Si a est une racine de
P d’ordre de multiplicité m, alors a est racine de P ′ d’ordre de multiplicité m − 1.

Voyons une conséquence qui sera bien pratique pour la factorisation dans R[X] dans le
paragraphe IV.4.

Proposition. Soit P ∈ R[X] (à coefficients réels donc). Soit a ∈ C et m ∈ N∗. Alors a
est racine de P de multiplicité m si et seulement si a est racine de P de multiplicité m.

Démonstration.
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c) Un théorème de factorisation prenant en compte les multiplicités

Théorème. Soit k ∈ N∗. Soit P ∈ K[X] non nul admettant k racines a1, . . . , ak

distinctes de P d’ordres de multiplicité respectifs (au moins) m1, . . . , mk
On dit que le nombre de ra-
cines, comptées avec mul-
tiplicité, de P est au plus
deg(P ).

Ȧlors

k∑
j=1

mj ⩽ deg(P ) et
k∏

j=1
(X − aj)mj

∣∣∣∣P.

De plus, si λ désigne le coefficient dominant de P , alors

k∑
j=1

mk = deg(P ) ⇐⇒ P = λ
k∏

j=1
(X − aj)mj .

Démonstration.Le cas d’égalité assure alors
que ce sont alors les ordres
de multiplicité exacts.

Par contraposée, on a :

Corollaire. Soient k ∈ N∗ et n ∈ N∗. Soit P ∈ Kn[X]. Si P admet des racines

a1, . . . , ak dont les ordres de multiplicité sont au moins m1, . . . , mk vérifiant
k∑

j=1
mj > n,

alors P est le polynôme nul.

Exemple : Soit P un polynôme de degré au moins 3 tel que P (1) = P ′(1) = P (−1) = 0.
Comme 1 est racine de multiplicité au moins 2 et que −1 est racine de multiplicité au
moins 1, on a (X − 1)2(X + 1)|P .
• Si P est de degré 3 (donc non nul) de coefficient dominant 2, alors

P = 2(X − 1)2(X + 1).
• Si P ′′(1) = 0, alors 1 est de multiplicité au moins 3. Comme 3 + 1 > 3, il s’ensuit

que P est nul.

IV Factorisation dans C[X] et R[X]
On vient de voir que la connaissance de racines et de leurs multiplicités permet de
factoriser un polynôme. Mais quand s’arrêter dans la factorisation ? Peut-on toujours
factoriser un polynôme (non constant) comme produit de polynômes de degré 1 ?
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1) Polynômes scindés

Définition. Soit P ∈ K[X] non constant. On dit que P est scindé s’il peut s’écrire
comme un produit de polynômes de degré 1.

Remarques :
• EnOn peut aussi l’écrire sous

la forme
n∏

j=1

(αjX + βj)

mais c’est moins pratique
pour lire les racines.

d’autres termes, un polynôme P de degré n ∈ N∗ est scindé s’il existe λ ∈ K∗

(le coefficient dominant) et (a1, . . . , an) ∈ Kn (ses racines, pas forcément distinctes
mais comptées avec multiplicité) tels que

P = λ(X − a1) × · · · × (X − an).

Mais, dans la pratique, on regroupe souvent les racines égales, comme dans le théorème
de factorisation du paragraphe précédent :

P = a(X − b1)m1 × · · · × (X − bk)mk

oùOn a dien sûr

{b1, . . . , bk} ⊂ {a1, . . . , an}.

les bi, 1 ⩽ i ⩽ k sont les racines distinctes de P de multiplicités respectives

m1, . . . , mk. On a alors deg(P ) =
k∑

j=1
mj .

• QuandPour écrire un polynôme
sous forme scindée (quand
c’est possible !), il faut donc
connaître : ses racines, leur
multiplicité et le coeffi-
cient dominant.

une telle écriture est possible, elle est parfois plus intéressant que l’écriture
classique (sous forme de somme) car on connaît alors les racines du polynôme et car
on connaît le signe de la fonction polynomiale associée (quand on se place sur R).

• Un polynôme P non constant est donc scindé sur K si et seulement si il possède un
nombre de racines (comptées avec multiplicité) égal à son degré.

Exemples :
• Le polynôme 4X3 − 4X2 + X...

• Le polynôme X2 + 1...On voit que le fait qu’un po-
lynôme soit scindé ou non
dépend du corps K sur le-
quel on se place.

• De même, X2 + X + 1...

Remarque :
Plus généralement, lorsque P = aX2 + bX + c ∈ K[X] est de degré 2 (donc avec a ̸= 0),
la quantité ∆ = b2 − 4ac s’appelle toujours le discriminant du polynôme P . Reprenons
les résultats vus dans les chapitres 3 et 6 :
• Si K = C, P est scindé. Plus précisément :

⋆ Si ∆ ̸= 0, P = a(X − r1)(X − r2) où r1 = −b + δ

2a
et r2 = −b − δ

2a
et δ2 = ∆.

⋆ Si ∆ = 0, P = a(X − r0)2 où r0 = − b

2a
.

• Si K = R, P est scindé si et seulement si ∆ ⩾ 0. Plus précisément :

⋆ Si ∆ > 0, P = a(X − r1)(X − r2) où r1 = −b +
√

∆
2a

et r2 = −b −
√

∆
2a

.

⋆ Si ∆ = 0, P = a(X − r0)2 où r0 = − b

2a
.
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2) Relations coefficients/racines

Lorsque P = aX2 + bX + c ∈ C[X] est de degré 2, il est donc scindé sur C. Notons x1
et x2 ses deux racines (éventuellement égales). On a alors

P = a(X − x1)(X − x2) = aX2 − a(x1 + x2)X + ax1x2.

Dès lors :
b = −a(x1 + x2) et c = ax1x2.

On peut exprimer les coefficients de P en fonction des racines (et du coefficient dominant).
On cherche à généraliser cette notion dans le cas d’un polynôme scindé de degré
quelconque.

Regardons ce qui se passe pour un polynôme P = aX3 + bX2 + cX + d de degré 3 que
l’on suppose scindé sur K.

Là aussi on peut exprimer les coefficients à l’aide des racines et du coefficient dominant.

Pour un polynôme scindé de degré supérieur, on a besoin d’introduire de nouvelles
notations.

Définition. Soient
Pour faire simple : on prend
tous les choix possibles de
k indices parmi 1, . . . , n,
c’est-à-dire on prend tous
les choix possibles de k

éléments parmi x1, . . . , xn

et on somme. La somme

contient donc
(

n

k

)
termes

(cf. chapitre 30).

n ⩾ 1, (x1, . . . , xn) ∈ Kn et k ∈ J1 ; nK. On appelle fonction
symétrique élémentaire d’ordre k en x1, . . . , xn la somme

σk(x1, . . . , xn) =
∑

1⩽i1<···<ik⩽n

xi1 · · · xik
.

En particulier :

σ1(x1, . . . , xn) = x1 + · · · + xn et σn(x1, . . . , xn) = x1 × · · · × xn.

Exemple : Si n = 4 et k = 2, on a

σ2(x1, x2, x3, x4) = x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.

Remarques :
• On les appelle symétriques car, si on intervertit xi et xj , la somme reste la même.
• Conformément au programme : Les formules pour k = 1 et k = n doivent être sues

sur le bout des doigts. Les autres doivent être retrouvées facilement dans un cas
explicite.

On peut désormais généraliser les résultats précédents à un polynôme scindé de degré
quelconque.

Théorème (relations coefficients/racines ou formules de Viète). Soit n ∈ N∗. Soit

P =
n∑

k=0
akXk un polynôme de degré n

donc an est non nul : c’est
son coefficient dominant.

scindé de racines (pas forcément distinctes)

x1, . . . , xn. Alors, pour tout k ∈ J1 ; nK,

an−k = (−1)k × an × σk
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c’est-à-dire que :
On a écrit σk au lieu de
σk(x1, . . . , xn) par souci de
simplification.

P = an(Xn − σ1Xn−1 + σ2Xn−2 − σ3Xn−3 + · · · + (−1)nσn).

Démonstration. Il suffit de développer l’écriture P = an(X − x1) · · · (X − xn) :
quand on développe, il faut prendre un terme par parenthèse, et on obtient du Xn−k en
prenant n − k fois X et k termes de la forme −xi donc cela donne un terme de la forme
(−xi1) × · · · × (−xik

) = (−1)kxi1 · · · xik
avec i1 < · · · < ik, et pour avoir le coefficient

final, il suffit de tous les prendre, donc de sommer, ce qui donne (−1)k × σk, qu’on
multiplie finalement par an.

Remarques :
• Nous montrerons dans le paragraphe suivant que tout polynôme à coefficients com-

plexes non constant est scindé : ce théorème est donc valable pour tout polynôme à
coefficients complexes non constant.

• Dans la formule du théorème, on trouve σk dans le terme à la puissance n − k.
On fera également atttention à l’alternance des signes (c’est-à-dire au (−1)k).

• Par conséquent, on peut retrouver les coefficients quand on connaît les racines.
Malheureusement, le contraire est faux : à partir du degré 5, il n’existe pas de formule

Il est démontré qu’il n’en
existe pas !

permettant d’obtenir les racines à partir des coefficients.

Corollaire (Relations coefficients racines ou formules de Viète). Avec les mêmes
notations que ci-dessus, pour tout k ∈ J1 ; nK, σk = (−1)n−k × an−k

an
. En particulier :

Ce résultat est une simple ré-
écriture du théorème précé-
dent et donc est également
appelé formules de Viète. Il
donne en particulier la valeur
de la somme et du produit
des racines d’un polynôme
scindé en fonction de ses co-
efficients, ce qui est remar-
quable car on ne sait pas en
général trouver ces racines !

n∑
i=1

xi = −an−1
an

et
n∏

i=1
xi = (−1)n a0

an
.

3) Factorisation dans C[X]
a) Le théorème de D’Alembert-Gauss

Le théorème suivant est admis, conformément au programme.

Théorème (de d’Alembert-Gauss). Soit P ∈ C[X] non constant. Alors P admet
une racine complexe.

Remarque : Ce théorème est très important : on l’appelle parfois « théorème fondamental
de l’algèbre ».

b) Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Corollaire. Les irréductibles de C[X] sont exactement les polynômes de degré 1.

Démonstration. On sait déjà que les polynômes de degré 1 sont irréductibles. Ré-
ciproquement, soit P ∈ C[X] irréductible (donc non constant). D’après le théorème
de d’Alembert-Gauss, P admet une racine complexe que l’on note α. Dès lors P est
divisible par X − α, c’est-à-dire il existe Q ∈ C[X] tel que P = (X − α)Q. Si Q n’est
pas constant, alors P s’écrit comme le produit de deux polynômes non constants donc
n’est pas irréductible, ce qui est absurde. Ainsi Q est constant (non nul car P est non
nul) si bien que P est de degré 1.
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Théorème (Factorisation d’un polynôme dans C[X]). Soit P ∈ C[X] non
Lorsque l’on demande de
factoriser un polynôme sur
C[X], il est sous-entendu
qu’il faut l’écrire sous cette
forme (en regroupant éven-
tuellement les racines iden-
tiques en mettant en puis-
sance la multiplicité). On
dit aussi qu’il est écrit sous
forme factorisée (puisque
cette écriture est sa factori-
sation en produit de facteurs
irréductibles).

constant.
Alors P est scindé, c’est-à-dire qu’il existe λ ∈ C∗ (son coefficient dominant) et
(a1, . . . , an) ∈ Cn (ses racines, pas forcément distinctes) tels que

P = λ
n∏

k=1
(X − ai).

De plus, cette écriture est unique à l’ordre près des termes.

Démonstration. On a vu dans le paragraphe II.4 que P admet une décomposition
en produit de facteurs irréductibles et les polynômes irréductibles de C sont exactement
les polynômes de degré 1. De plus, cette écriture est unique à l’ordre près des termes,
et à multiplication par une constante non nulle près, mais puisqu’ici on impose que
les polynômes soient unitaires, la constante devant les X − αk est forcément égale au
coefficient dominant de P : il y a bien unicité.

Corollaire. Soient P ∈ C[X] et n ∈ N. Si P est de degré n, alors P admet exactement
n racines complexes (comptées avec multiplicité).

c) Méthodes et exemples

Disons le tout de suite : en général, on ne sait pas factoriser un polynôme quelconque
(surtout à partir du degré 5 puisque, on l’a dit, il n’y a pas de formules donnant les
racines en fonction des coefficients). IlMais, si ces méthodes

échouent (typiquement, si
on ne trouve même pas de
racine évidente), alors c’est
vraiment très difficile.

y a tout de même plusieurs méthodes, que nous
avons déjà vues dans le chapitre 6. Notamment :
• Trouver des racines évidentes, puis leur multiplicité (par exemple avec le critère avec

les dérivées successives) puis factoriser (par exemple en posant la division euclidienne).
On essaie de se ramener à des polynômes de degré 2 que l’on sait totalement factoriser
(cf. paragraphe IV.1).

• Utiliser des racines nièmes de complexes.
• Faire des changements de variables pour se ramener aux deux situations précédentesMais, pour la énième fois, on

n’utilise pas X pour faire des
changements de variables.
On ne pose pas non plus
Y = X2 par exemple mais
on raisonne sur l’application
polynomiale associée. A la
place, on se donne un com-
plexe z, on pose ζ = z2 s’il
faut, etc. Autre possibilité,
on introduit un polynôme Q

tel que P = Q ◦ X2 et on
cherche les racines de Q.

..

Exemples :
• Factoriser P = 4X4 + 4X3 − 2X2 + 2.

• SoitExemple explicitement au
programme !

n ∈ N∗. Factorisons Pn = Xn − 1 dans C[X].
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• FactorisonsOn peut aussi introduire
Q = X2 + X + 1 et dire
que P = Q(X3). On a

Q = (X − j)(X − j2)

donc

P = (X3 − j)(X3 − j3)

et il reste à factoriser ces
deux polynômes.

P = X6 + X3 + 1 dans C[X].

d) Conséquences sur la divisibilité

Corollaire. Soient A et B deux polynômes non nuls. Alors B divise A si et seulement
si toutes les racines de B sont racines de A, avec une multiplicité plus petite que celle
de A.

Démonstration. On a évoqué à la fin du paragraphe II.4 qu’un polynôme en divise
un autre si et seulement si ses facteurs irréductibles apparaissent chez l’autre à une
puissance plus grande.

Donnons enfin une CNS simple pour que deux polynômes à coefficients complexes soient
premiers entre eux.

Proposition. Deux polynômes à coefficients complexes non tous nuls sont premiers
entre eux si et seulement s’ils n’ont aucune racine complexe commune.

Démonstration. Soient A et B deux polynômes à coefficients complexes non tous
nuls. Prouvons (ce qui revient exactement au même) que A et B ne sont pas premiers
entre eux si et seulement s’ils ont une racine complexe commune.
• SiCe résultat est faux dans un

corps K quelconque, en par-
ticulier sur R. Par exemple,
si A = B = X2 + 1 dans
R[X], ces polynômes sont
égaux donc ne sont pas pre-
miers entre eux, pourtant ils
n’ont aucune racine réelle
commune (ils n’ont aucune
racine tout court)

A et B ont une racine complexe a commune, alors ils sont tous les deux divisibles
par X − a donc ils ne sont pas premiers entre eux (ils ont un diviseur commun non
constant).

• Réciproquement, supposons que A et B ne soient pas premiers entre eux. Notons D un
PGCD de A et B. Celui-ci n’est alors pas constant. Le théorème de d’Alembert-Gauss
entraîne que D admet une racine complexe notée a. Or, D divise A et B donc il
existe Q et R tels que A = DQ et B = DR si bien que a est racine de A et B : A
et B ont bien une racine complexe commune.

Exemple : On retrouve le fait que si a et b sont deux complexes distincts et si n et m
sont deux entiers supérieurs ou égaux à 1, alors (X − a)n et (X − b)m sont premiers
entre eux puisqu’ils n’ont aucune racine complexe commune.
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Puisque R est inclus dans C, on a aussi :

Corollaire. Deux polynômes de R[X] non tous nuls sont premiers entre eux si et
seulement s’ils n’ont aucune racine complexe commune.

Exemple : X2 + X + 1 et X2 − 3X + 2 sont premiers entre eux puisque le premiers
admet j et j2 pour racines et le second admet 1 et 2 pour racines.

4) Factorisation dans R[X]
a) Décomposition en produit de polynômes irréductibles

On a vu dans le paragraphe III.3.b qu’un polynôme de R[X] admettant une racine
complexe α admet aussi α pour racine et avec même multiplicité. Remarquons que :

C’est l’ingrédient clef de la démonstration du théorème suivantQuand on demande de facto-
riser un polynôme de R[X],
il est sous-entendu qu’on
doit l’écrire sous cette forme.
On ne s’arrête pas tant qu’il
demeure dans la factorisa-
tion des polynômes de degré
supérieur à 3 ou de degré 2
à discrimant positif.

:

Théorème (Factorisation d’un polynôme dans R[X]). Soit P ∈ R[X] non constant.
Alors P peut s’écrire comme un produit de polynômes de degré 1 et de polynômes de
degré 2 de discriminant strictement négatif.

Exemple : On a X4 − 2X3 + 2X2 − 2X + 1 = (X − 1)2(X2 + 1).

Démonstration. Soit P ∈ R[X]. Alors P ∈ C[X]. D’après le paragraphe précédent,
P est scindé sur C : il existe λ ∈ R∗ (son coefficient dominant : il est donc réel)
et (a1, . . . , aq) ∈ Cq distincts (les racines, qui sont donc complexes) de multiplicités
respectives m1, . . . , mq tels que

P = λ

q∏
k=1

(X − ak)mj .

Notons r le nombre de racines réelles (on a r ∈ J0 ; qK). Quitte à changer l’ordre des
racines, on suppose que α1, . . . , αr sont réelles et que αr+1, . . . , αq sont complexes non
réelles. Or, on a vu dans le paragraphe III.3.b que, si b ∈ C est racine de P , alors b est
racine avec la même multiplicité que b. Encore une fois, quitte à changer l’ordre des
racines, on suppose que :

ar+2 = ar+1, ar+4 = ar+3, . . . , aq = aq−1.

Notons b1 = ar+1, de multiplicité n1, b2 = ar+3, de multiplicité n2, et ainsi de suite
jusqu’à bs = αq−1, de multiplicité ns. En d’autres termes :

P = λ

r∏
k=1

(X − ak)mj

s∏
k=1

(X − bk)nk(X − bk)nk .

Or, pour tout k ∈ J1 ; sK,

(X − bk) ×
(
X − bk

)
= X2 − 2 Re(bk)X + |bk|2,

qui est un polynôme de degré 2 à coefficients réels de discriminant strictement négatif
(inutileDans la pratique, il est in-

utile de calculer un discrimi-
nant si on sait que le poly-
nôme n’admet pas de racine :
le discriminant sera automa-
tiquement strictement néga-
tif !

de le calculer : ses racines ne sont pas réelles, son discriminant ne peut pas être
positif !). Notons Qk = (X − bk) ×

(
X − bk

)
. Finalement,

P = λ
r∏

k=1
(X − ak)mk

s∏
k=1

Q
nj

k .
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Corollaire. Tout polynôme de R[X] de degré impair admet une racine réelle.

Démonstration. SoitCe résultat a aussi été mon-
tré dans le chapitre 18 avec
le TVI.

P ∈ R[X]. Montrons la contraposée : supposons que P n’a
pas de racine réelle. Il n’y a donc pas de polynôme de degré 1 dans sa décomposition en
produit de facteurs irréductibles, seulement des polynômes de degré 2 de discriminants
strictement négatifs. Avec les notations de la démonstration précédente, on a alors

deg(P ) =
s∑

k=1
deg(Qnk

k ) =
s∑

k=1
deg(Qnk

k ) =
s∑

k=1
2nk

et donc deg(P ) est pair. D’où le résultat par contraposée.

Corollaire.
Il est tout de même remar-
quable que les irréductibles
de R[X] ou de C[X] soient
aussi simples. Dans un corps
K quelconque, ce n’est pas
forcément la même chose :
par exemple, sur un corps
fini ou même sur Q, il existe
des polynômes irréductibles
de degré quelconque !

Les irréductibles de R sont les polynômes de degré 1 et les polynômes de
degré 2 de discriminant strictement négatif. De plus, l’écriture de P comme produit
de polynômes de degré 1 et de degré 2 de discriminant strictement négatif est sa
décomposition en produit de facteurs irréductibles (et donc est unique à l’ordre près
des termes et à multiplication par un réel non nul près).

Démonstration. Soit P ∈ R[X].
• Si deg(P ) = 1, alors P est irréductible.
• Supposons que P soit de degré 2 de discriminant strictement négatif. Si P peut

s’écrire comme produit de deux polynômes non constants, puisque deg(P ) = 2, alors
P est le produit de deux polynômes de degré 1, en particulier P a au moins une racine
réelle, ce qui est absurde : P est irréductible.

Montrons à présent qu’il n’y a pas d’autre polynôme irréductible.

• Si« irréductible ̸= ne pas avoir
de racine » ! Un polynôme ir-
réductible a une définition
bien précise, tout comme
la décomposition en produit
de facteurs irréductibles. Ce
n’est pas parce qu’un poly-
nôme n’a pas de racine réelle
qu’il ne peut pas se décom-
poser ! Par exemple, X4 + 1
n’a aucune racine réelle mais
n’est pas irréductible car est
de degré 4 (on déterminera,
dans le paragraphe suivant,
sa décomposition en produit
de facteurs irréductibles).

deg(P ) = 2 avec un discriminant positif ou nul, alors P est scindé sur R donc
n’est pas irréductible.

• Si deg(P ) ⩾ 3 alors P s’écrit comme produit de polynômes de degré 1 ou de degré 2
de discriminant strictement négatif donc n’est pas irréductible.

b) Méthodes et exemples

Disons le tout de suite, tout comme dans C[X], on ne sait pas factoriser un polynôme
quelconque dans R[X] (surtout à partir du degré 5 puisqu’il n’y a pas de formule donnant
les racines en fonction des coefficients).

Puisque R[X] ⊂ C[X], on peut factoriser un polynôme à coefficients réels dans C[X]
puis, dans le cas où il y a des racines non réelles, on regroupe chaque racine non réelle
avec son conjugué (qui est racine de même multiplicité).

Sinon, sans passer par C[X], la méthode est la même : on trouve des racines évidentes
puis leur multiplicité. La différence est que, si on rencontre un trinôme du second degré à
discriminant strictement négatif, on le laisse tel quel dans la factorisation (contrairement
à C[X])En un mot, on reproduit la

démonstration du théorème
de factorisation dans R[X]
dans le cas concret rencon-
tré.

.

Exemples :
• Factoriser P = 4X4 + 4X3 − 2X2 + 2 dans R[X]. On a déjà rencontré cet exemple

dans le paragraphe IV.3.c où on a montré que −1 était de multiplicité 2.
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• FactoriserOn peut aussi dire qu’il
existe a, b, c réels tels que

P = X(X − 1)(X + 1)
× (aX2 + bX + c),

puis développer :

P = aX5 + bX4

+ (c − a)X3 − bX2 − cX

et utiliser l’unicité des coef-
ficients d’un polynôme pour
obtenir que a = 1, b = 1,
c − a = 0 et −c = −1.

sur R le polynôme P = X5 + X4 − X2 − X.

• Factorisons P = X6 + X3 + 1 dans R[X]. On l’a déjà fait dans C[X] dans le
paragraphe IV.3.c :

P = (X − e
2iπ
9 )(X − e− 2iπ

9 )(X − e
4iπ
9 )(X − e− 4iπ

9 )(X − e
8iπ
9 )(X − e− 8iπ

9 ).

• Soit n ∈ N∗. Factorisons X2n − 1 dans R[X]. On l’a déjà fait dans C[X] dans le
paragraphe IV.3.c :

Pn =
2n−1∏
k=0

(X − e
ikπ
n ).

• Factorisons P = X4 + 1.
⋆ Méthode 1 (utilisation de C).

e3iπ/4 eiπ/4
U

e5iπ/4 e7iπ/4
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⋆ Méthode 2 (en faisant apparaître une identité remarquable).Cela ressemble à la mé-
thode de la forme canonique
mais, au lieu de faire ap-
paraître une identité remar-
quable avec les termes de
degré 1 et 2, on le fait avec
les termes de degré 0 et 2.

Méthode 3 (en résolvant un système). On sait (par le théorème de factorisation),
qu’il existe a, b, c, d réels tels queEn général, cette méthode

de donne pas de résultat
puisqu’on se retrouve sou-
vent avec d’autres équations
polynomiales que l’on ne sait
pas résoudre. Bref, on ou-
blie !

X4 + 1 = (X2 + aX + b)(X2 + cX + d)

(puisqu’il n’y a pas de racines, il n’y a que des polynômes de degré 2 à discriminant
strictement négatif). En développant, par unicité des coefficients d’un polynôme,
on a a + c = 0, b + d + ac = 0, ad + bc = 0 et bc = 1... mais ce système est très
compliqué à résoudre. On passe !

• DansOn aurait aussi pu écrire
P = Q(X2) avec

Q = X2 − 7X + 9.

Le discriminant de ce dernier
est 13 donc Q admet deux

racines 7 ±
√

13
2 . Ainsi

P =
(

X2 − 7 +
√

13
2

)
(

X2 − 7 −
√

13
2

)
.

et on factorise chacun de ces
deux trinômes. On trouve
bien les mêmes racines
puisque(

1 +
√

13
2

)2

= 7 +
√

13
2 ,

etc.

le même goût, factorisons P = X4 − 7X2 + 9.

• Factorisons P = X4+3X2−28. On ne peut pas faire apparaître d’identité remarquable
ici mais on peut utiliser la méthode vue dans la marge ci-dessus :

V Polynôme d’interpolation de Lagrange
Soit n ∈ N∗. On

0

•

•

•

considère :
• a1, . . . , an des éléments distincts de K.
• b1, . . . , bn (pas forcément distincts) des éléments de K.

On cherche P ∈ K[X] tel que, pour tout k ∈ J1 ; nK, P (ak) = bk.

Interprétation géométrique. on cherche un polynôme P tel que la courbe de la fonction
polynomiale associée à P passe par les points (d’abscisses distinctes mais pas forcément
d’ordonnées distinctes) de coordonnées (a1, b1), . . . , (an, bn).
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La démarche est à connaître
sur le bout des doigts. Il faut
savoir qu’un tel polynôme P

existe et le retrouver expli-
citement (voir connaître di-
rectement l’expression de ce-
lui de degré minimal, appelé
polynôme d’interpolation de
Lagrange).

On ne dit pas que P est
unique : on dit que c’est le
seul polynôme de degré in-
férieur à n − 1 qui convient.
Mais, comme nous allons le
voir ci-dessous, une infinité
de polynômes conviennent
(mais de degré supérieurs
à n).
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Retenons :

Théorème. Avec les notations précédentes, le polynôme

P =
n∑

k=1
bk

∏
1⩽j⩽n

j ̸=k

X − aj

ak − aj

est l’unique polynôme à coefficients dans K et de degré inférieur ou égal à n − 1 tel
que, pour k ∈ J1 ; nK, P (ak) = bk. Ce polynôme est appelé polynôme d’interpolation
de Lagrange passant par les points (a1, b1), . . . , (an, bn).

Exemple : Cherchons un polynôme à coefficients réels tel que P (−1) = 4, P (1) = −5
et P (2) = −3. Le théorème précédent assure que :

En développant, on trouve P = 1
6(23X2 − 27X − 16).

Remarque :
• Si n = 2, on a

P = b1
X − a2
a1 − a2

+b2
X − a1
a2 − a1

= b1(X − a2) − b2(X − a1)
a1 − a2

= (b1 − b2)X + a1b2 − b1a2
a1 − a2

et donc
P = b1 − b2

a1 − a2
(X − a1) + b1.

On retrouve le fait que, par deux points d’abscisses distinctes, passent une unique
droite non verticale (le graphe d’une fonction affine).

• Si n = 3, cela résultat démontrer qu’il existe une unique fonction polynomiale de
degré inférieur ou égal à 2 dont le graphe passe par ces trois points.

Et si on n’impose plus la condition sur le degré ?

Proposition. Avec les mêmes notations que ci-dessus, un polynôme Q vérifie
Q(a1) = b1, . . . , Q(an) = bn si et seulement si et seulement

C’est-à-dire si et seulement
si P est le reste de la di-
vision euclidienne de Q par
(X − a1) . . . (X − an).

s’il existe B ∈ K[X]
tel que

Q = B × (X − a1) · · · (X − an) + P.

Démonstration. Un polynôme de cette forme est immédiatement solution. Récipro-
quement, supposons que Q convienne. Alors a1, . . . , an sont des racines distinctes de
Q − P (puisque, pour tout k ∈ J1 ; nK, Q(ak) = bk = P (ak)) et donc Q − P est divisible
par (X − a1) · · · (X − an) ce qui permet de conclureNous dirons au chapitre

37 que l’ensemble des solu-
tions est un espace affine.

.

Remarque : Pour terminer ce chapitre, remarquons que finalement connaître un polynôme
à coefficients complexes de degré n ∈ N consiste à posséder n + 1 informations :
• ou bien ses n + 1 coefficients.
• ou bien ses n racines complexes (comptées avec multiplicité) et le coefficient dominant.
• ou bien la valeur qu’il prend en n + 1 points distincts quelconques.
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