Chapitre 15

Ensembles et applications

Pour survivre dans ce cha-
pitre, il faut impérativement
donner des noms adéquats
aux objets manipulés (cf. re-
marque dans la marche du
paragraphe IV.1.b du cha-
pitre 1).

On continue avec cette
approche intuitive des en-

sembles.

On peut donc prouver que
deux ensembles sont égaux
en raisonnant par équiva-

lences.

On a vu aussi qu'il pouvait
étre défini comme l'image
d'un autre ensemble par une
application. On en reparlera

dans le paragraphe Il.

Sion note z cet élément, cet
ensemble est donc noté {z}.

On lit « singleton x ».

L'objectif de ce chapitre est d'étudier plus en profondeur la théorie (naive) des ensembles,
déja vue en partie dans le chapitre 1, et les fonctions allant d'un ensemble dans un autre.

| Rappels et compléments sur les ensembles

1) Notion d’ensemble et d’éléments

Dans le chapitre 1, nous avons introduit la notion d'ensemble. Rappelons quelques
définitions :

[ Définition.
e Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments de E.

e On note x € E pour dire que I'élément = appartient 3 E. On note x ¢ E pour dire
que I'élément x n’appartient pas a E.

On dit que deux ensembles E et I’ sont égaux, et on note E = F, si ils ont les
mémes éléments.

e On appelle ensemble vide, et on note &, I'ensemble ne contenant aucun élément.

Remarque : Avec des quantificateurs : 2 = F’ si et seulement si

Ve, z€F = xz€F.

On a vu qu'un ensemble peut étre défini :

e par extension : en listant explicitement tous ses éléments entre accolades et séparés par
des virgules ou des points virgules. Par convention un élément ne figure qu'une seule
fois dans la liste et I'ordre dans lequel ils sont listés ne compte pas. L'inconvénient
de ce mode de définition est qu'il est nécessite de connaitre tous les éléments de
I'ensemble. Par ailleurs, il est difficilement maniable avec un grand nombre d'éléments.

e par compréhension : si P est une propriété portant sur les éléments d'un ensemble F,
alors on note {z € E | P(x)} I'ensemble des éléments = de E tels que P(x) est vraie.

e par opérations : en prenant I'union ou l'intersection d'ensembles. Nous en reparlerons
dans le paragraphe |.3.c.

Nous renvoyons au chapitre 1 pour plus de détails et plusieurs exemples.

Certains ensembles usuels ont méme leur propre notation :
Par exemple :

* Les ensembles de nombres : N, Z, Q, R et C.

x Si I est un intervalle de R et k € NU {+oc}, €*(I,C) désigne I'ensemble des
fonctions de classe €™ de I dans C. On aexp € €°(R,R) etsin € €>°(R,R). Par
contre la fonction abs : x +— |x| n'est pas dérivable en 0 si bien que abs ¢ € (R, R).
On a cependant abs € €°(R,R).

* On a vu que RY désigne I'ensemble des suites réelles.

[Définition (singleton). Un ensemble a un élément est appelé un singleton. ]

Remarque : Dans le chapitre 1, on a aussi défini la notion de partie d'un ensemble E
(tout ensemble dont tous les éléments sont aussi des éléments de E). On en reparlera
dans le paragraphe |.3.
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Le produit cartésien £ x F'
se prononce « E croix F' ».

On voit bien sur la représen-
tation ci-contre que :

e Contrairement aux unions
et intersections (cf. para-
graphe 1.3.c), le produit car-
tésien est une opération « ex-
terne » : une union et une
intersection de parties de F
sont des parties de F, mais
E? n'est pas une partie de
E (par exemple, un produit
d’intervalles est un rectangle
du plan).

e En général EXF # FxE
et un couple (a,b) n'est pas
égal en général au couple
(b,a).

Si'n = 2, on parle de couple.
Si n = 3, on parle de triplet.
Si n = 4, on parle de qua-
druplet.

2) Produit cartésien et famille d’éléments

Soient E et F' des ensembles non vides.

a) Produit cartésien

N

rDéfinition. On appelle couple d’éléments de E et F' la donnée d’un élément x de E
puis d'un élément y de F, dans cet ordre. On le note (z,vy).

On appelle produit cartésien de E et F', et on note E X F, |'ensemble des couples
d’éléments de E et F.

Si E = F, le produit est noté E? plus simplement.

Remarques :

e Soit (a,b) et (z,y) deux couples de E x F. On a (a,b) = (z,y) si et seulement si
a=xetb=y.

e Si E et F sont des parties de R, on peut voir le produit £ x F' comme I'ensemble de
tous les points d'abscisse appartenant a E et d’ordonnée appartenant a F'.

Par exemple, ci-dessous on a représenté représenté I x F' a gauche et F x FE a
droite lorsque E = {1;2} et ' = {1;2;3}

(@) (@)
FxFE
F e} o ExF E e} e} e}
(@) (@) (@) (@) (@)
0 E 0 F

Autres exemples : ci-dessous, on a représenté a gauche [1;2]| x [1;3] (qui est un
rectangle du plan) et & droite [0;1]* x [0;1] (qui est un cube de I'espace).

[0;1]% % [0;1]
[0;1]?
[153] [152] x [1;3]
[O;ﬁ
0 (152]
Plus généralement, donnons-nous n € N\{0;1} et n ensembles F1, ..., E,.
'Définition. On appelle n-uplet d'éléments de E1, ..., E, la donnée d'un élément 3:1‘

de E1, puis d'un élément x5 de Es, ... et d'un élément x,, de E,,, dans cet ordre. On

le note (x1,...,xy).

On appelle produit cartésien de En, ..., E,, et on note E1 x --- x E,, 'ensemble des

n-uplet d'éléments de E1, ..., E,.
SiEi=Fy=---=

n = E, alors le produit est noté E™ plus simplement.

& Ne pas confondre (z1,...,x,) avec I'ensemble {x1;...;2,}.

Par exemple le triplet (x1,x2,x3) = (2,1,2) n'est pas l'ensemble {x1; x9; x5} = {1;2}.
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La lettre ¢ est muette. No-
tamment il ne faut ja-
mais l'introduire et on peut
la remplacer par n'importe
quelle lettre non déja utili-

sée.

On reparlera de famille dans
le paragraphe Il.1 en faisant

le lien avec les applications.

B

et €. Par exemple, si
E = {0;1;2}, alors 1 € E
et {1} C E. On ne parle
d'inclusion que pour des

pas confondre C

ensembles : un ensemble est
inclus dans un autre si tous
ses éléments appartiennent

au second ensemble.

Pour montrer que F est in-
clus dans F, on se donne
un élément x de E et on
montre que x est un élément
de F (on en a déja parlé
dans le paragraphe IV.3 du
chapitre 1).

b) Famille d’éléments d’un ensemble

Définition. Soit I un ensemble non vide (appelé ensemble d’indices) et E un autre
ensemble non vide. On appelle famille d'éléments de E indexée par I la donnée, pour
tout i € I, d'un unique élément x; de E (appelé terme d’indice i). On la note (x;);cr.

Remarques :
e SineN*etl=1[1;n], alors (x;);cs est le n-uplet (z1,...,z,).
e Si I =N, alors (x;);er est la suite (z,)nen-
° Ne pas confondre :
* la famille (z;);er,
* le terme x; d'indice i qui est un élément de E (qui nécessite d'introduire ),

* |'ensemble {x; |i € I} qui est I'ensemble de touts les termes constituant la famille.
Il n'y a pas d'ordre dans un ensemble contrairement a une famille. Par ailleurs, un
élément de E peut étre répété plusieurs fois dans une famille mais pas dans un
ensemble.

Définition. Avec les notations de la définition précédente :
e Si J est une partie non vide de I, alors la famille (x);c; est dite une sous-famille
de (x;)icr. On dit aussi que (x;);cr est une sur-famille de (z;);e.r.

e Si I et J sont deux ensembles non vides et disjoints (c'est-a-dire d’intersection
vide) et si (z;)icr et (xj)jcs sont deux familles d’éléments de E, alors la famille
(xi)icrug est appelée la concaténation des familles (;)icr et (x})jc-

J

Exemple : La famille (1,1,2,8,1,3) est une sur-famille de (1,1,3) et une sous-famille
de (4,2,1,1,2,8,2,1,3,9,5). Elle est la concaténation des familles (1,1,2,8) et (1, 3).

3) Parties d’un ensemble

Soient E et F' désignent des ensembles non vides.

a) Inclusion

[Définition.
e On dit que E est inclus dans F', et on note E C F, lorsque tous les éléments

de E sont aussi des éléments de F. On dit aussi que E est une partie (ou un
sous-ensemble) de F'.

e Si F' n'est pas inclus dans E, on note F' ¢ E.

e SiF C F et F # F, on dit que l'inclusion est stricte et on note ' C F.

€ J

Remarques :

e Avec des quantificateurs : F C F' si et seulement si

Ve, €k — zxz€bkF.

e Onax € E si et seulement si {z} C E.
e Tout ensemble est inclus dans lui-méme.

e Par transitivité de I'implication, si £ C F et FF C G, alors £ C G.

Exemples :
e NousavonsNC Z C QCRCC.

e Si f est une fonction a valeurs réelles qui est dérivable sur R, alors elle est continue
sur R. Mais x — |z| est continue non dérivable sur R donc 2(R,R) C ¢°(R,R).
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Pour montrer que £ = F,
on peut raisonner par équi-
valences successives. Mais le
plus souvent, on montre que
E C F puis F C E (on
en a déja parlé dans le para-
graphe IV.3 du chapitre 1).

On rappelle que, si A et B
sont des propositions, alors
A = B est vraie lorsque A
est fausse.

Il 's'agit de I'ensemble qui
contient toutes les parties
possibles et imaginables de
E. Les éléments de Z(E)
sont les parties de E. |l s’agit
donc d'un ensemble d'en-
sembles, ce qui le rend dif-
ficilement maniable. On ne
sait pas I'expliciter en géné-
ral. Pour montrer qu'un élé-
ment appartient 3 Z(E), il
faut donc systématiquement
utiliser I'équivalence qui défi-
nit I'appartenance 3 Z(F)
par l'inclusion dans FE.

e Si P est une propriété portant sur les éléments d'un ensemble E, alors {x € E | P(x)}
est une partie de E. Par exemple {z € R|42? + 5z — 3 > 0} C R.

L'équivalence suivante résulte des définitions quantifiées de l'inclusion et de I'égalité :

[Proposition (double inclusion). Ona:E=F < (ECFet FCE). ]

Proposition. L’ensemble vide est inclus dans tout autre ensemble et il ne posséde
qu'une seul sous ensemble : lui-méme.

DEMONSTRATION.

e Soit F un ensemble. Soit = un élément quelconque. La proposition « x € & » est
fausse (puisque x n'appartient pas a I'ensemble vide; celui-ci ne contenant aucun
élément) donc « x € @ = x € E » est vraie. Par conséquent : @ C E.

e En particulier (en prenant F = @), @ C @.

e Raisonnons par I'absurde et supposons que & posséde un sous ensemble F' non vide.
Ce sous-ensemble posseéde donc un élément z. Comme F' C &, on a x € &. Clest
absurde. O

b) Ensemble des parties d’un ensemble

Définition. Soit E un ensemble. On note P (E) |'ensemble des parties de E.
On a alors
Ae #(E)

— ACE.

Exemples :

e Z({0;1}) =

o P({P;F}) =

e Z({1}) =

o Z({-1;0:1}) =
o« P(2)=

Remarques :
e Quel que soit I'ensemble E, on a @ € #(FE) et E € Z(E).

e Pour tout élément x, on a

{z} e Z(E) <«<—= {2}CE<+<= =zck.

e On verra dans le chapitre 30 que, si E est un ensemble a n éléments (avec n € N),
alors Z(E) est un ensemble a 2" éléments : on liste d’abord la partie a 0 éléments
(le vide), puis les n parties a 1 élément (les singletons), puis les @ parties a
2 éléments, etc. Il devient donc rapidement fastidieux de décrire Z(FE) de facon
exhaustive.

Par exemple, si E contient 6 éléments, &?(E) en contient 64.

e L'ensemble des parties joue un role important en théorie des probabilités puisqu’il sert
a décrire I'ensemble des événements (cf. chapitre 31).
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Par exemple, si on lance un dé a 6 faces, on peut coder le résultat par un
élément de Q) = [[1;6] (en langage probabiliste on dira que € est I'univers associé
a l'expérience aléatoire consistant a lancer un dé). On appellera tout élément
de P(FE) (c’est-a-dire toute partie de §2) un événement. Par exemple {1,3,5}
correspond a I'événement « obtenir un chiffre impair ».

% e Parmi les parties de R, on connait bien les intervalles et donc les unions d'intervalles.
Mais il existe plein d'autres parties que nous sommes incapables d'appréhender. Cela
fait de I'ensemble Z2(R) un ensemble gigantesque qu'il nous est impossible de décrire
2 totalement.

[0:1] c) Union et intersection de parties

Dans le chapitre 1, nous avons défini I'union et I'intersection de deux ensembles. Dans le
pratique, on fait rarement des unions et des intersections de deux ensembles qui n'ont
rien a voir les uns avec les autres. En général, on travaille dans un « gros » ensemble et
on fait plutot des unions et intersections de parties de cet ensemble.

(Définition. Soient A et B deux parties de E. On définit les parties suivantes de E : )

E E
ANB={xz€FE|z€Aetx € B}, AUB={xz€FE|x€Aoux € B},
I'intersection de A et B. I'union (ou réunion) de A et B.
Remarques :

Ainsi, pour montrer que z €~ ® Pour tout z € E, nous avons donc

AN B, on montre que = € rc ANB zcAetxcB,
A et x € B. Pour montrer

que £ € AU B, on montre reEAUB <= x€Aouz€B.

que xz € Aoux € B (par . L . .
( e Si P et () sont deux propriétés qui portent sur les éléments de F, alors

exemple en supposant que
x ;é;l)et en montrant que {x €E| P(x)} N {:I: € F| Q(x)} = {x € E|P(z) et Q(q:)},
{r e E|P(x)}U{zx e E|Q(x)} ={x € E|P(x) ou Q(x)}.

Exemple : On a [0;2]N[1;3] =[1;2] et [0;2]U[1;3] =10;3].

Définition. Deux parties A et B de E sont dites disjointes si AN B = &. Dans ce cas,
on dit que AU B est une union disjointe.

Remarques :
° & Attention de ne pas confondre distincts et disjoints :

s draiTe aul e Ui * A et B sont distincts (c'est-a-dire A # B) si et seulement si

élément dans I'un qui n'est (330 €Az ¢ B) ou (333 €B, x ¢ A).
pas dans |'autre.

* A et B sont disjoints si et seulement si (Vz € A,z ¢ B) et (Vz € B, x ¢ A).
e Deux ensembles disjoints (non vides) sont distincts mais la réciproque est fausse.
Par exemple, [0;2] et [1;3] sont distincts mais pas disjoints.

e Pour montrer que deux parties A et B sont disjointes, on raisonne souvent par
I'absurde (en supposant qu'il existe z € AN B et en aboutissant 3 une contradiction).
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%oyen mnéomtechnique

pour la distributivité de U
sur N : remplacer U par X
et N par + (dans sa téte) et
distribuer comme si c'était
des réels :

AU (BNQO)
=Ax(B+C)
=(AxB)+(AxC(C)
=(AUB)N(AUC).

Pour I'autre, on fait pareil
mais en remplacant U par +

et M par X.

Ne pas confondre les deux :
un élément appartient a I'in-
tersection quand il appar-
tient a tous les ensembles,
et un élément appartient a
I"'union quand il appartient a
au moins un des ensembles.

Ainsi,
xr € UAi, on trouve un
iel
i € I tel que z € A;. Pour
montrer que x € m A;i, on
iel
«soit ¢ € I », puis on

pour montrer que

écrit :

montre que ¢ € A;.

rProposition. Soient A, B et C des parties de E. )
o Commutativité. AUB=BUAet ANB=BNA,
e Associativité. AU(BUC)=(AUB)UC et AN(BNC)=(ANB)NC,
e Distributivité. AU(BNC) = (AUB)N(AUC) et AN(BUC) = (ANB)U(ANCQO),
e Idempotence. ANA=Aet AUA=A,
e SNA=getdUA=A,
e FNA=AetFUA=F,

| * (ANB)Cc AC (AUB). ]

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Remarque : L’associativité de la réunion et de l'intersection nous permettent d'écrire :
AUBUC et ANBNC aulieude AU(BUC) et AN (B NC) respectivement.

VaV
\/

AuBUC

O
-

ANnBNC

e

I

O/
\/

(AUBYN(AUC) = AU (BNC) (ANB)U(ANC)=AN(BUC)

Plus généralement, on définit :

[ Définition. Soit (A;)icr une famille de parties de E (i.e. une famille d'éléments de]
P(F)) indexée par un ensemble non vide I. On définit :

o U Ai={x€FE|Jiel, xe€A;}, l'union de la famille (A;)icr.
iel

o (4=

iel

{x € E|Viel, x € A;}, l'intersection de la famille (A;)cr.

S

Remarques :

e Pour tout z € FE, nous avons donc

relJA < 3Fiel zeA
i€l
et
xEﬂAl — Viel, zc A,
el

e Si I = [p;n] avec p et n des entiers naturels tels que p < n, alors on note U et ﬂ

aulleudeUetﬂ i=p  i=p
iel icl 400 +0o0 400 +0o0
Lorsque I = N, on peut les noter U et ﬂ Lorsque I = N¥, U et ﬂ etc.

=0 1=0 =1 =1
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Exemples :

e tan est définie sur

o {z € R|sin(z) >0} =

1 1
e Explicitions U [k:l ; k:} . Aidons-nous d’un dessin :
keN* +

]
[
| —
S

C
|

0 1/6 1/5 71 13 12 T 1

e - - —— -

On peut conjecturer que cette union est égale a |0;1]. Montrons-le par double
inclusion :

En revanche |'intersection

ﬂ L1 est vide
i k+1k
En effet, si ce n’était pas le

cas, il existerait un z dans

cette intersection et celui-

ci appartiendrait a la fois a
{1;1] et a F,l} ce qui
2 473

est absurde.

'Proposition (distributivité). Soient B une partie de E et (A;)icr une famille de)
parties de E/. Nous avons :

e Distributivité de N par rapport a U. (U Ai> NB= U(A’ N B),
iel icl

e Distributivité de U par rapport a N. <ﬂ Al-) UB = ﬂ(Ai U B).
icl iel

\ J

DEMONSTRATION. Montrons le premier point (I'autre est analogue).
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Pour montrer qu’une union
est disjointe, on peut raison-
ner par contraposée en sup-
posant que A; N A; # @
(donc il existe x € A; N Aj)
et montrant que ¢ = j.

Le coté non vide est indis-
pensable. Si on s'autorise
des parties vides, on parle
plutdt de systeme complet
d’événements (cf. chapitre
31).

Cette partition est la parti-
tion associée a la relation
d'équivalence « étre congru

modulo n », cf. chapitre 16.

N

Définition. On dit que I'union U A; est disjointe si la famille (A;);cr est constituée

el
de parties deux a deux disjointes de A, c'est-a-dire
V(i,j) €I?, i#£j = ANA=2.

[ Définition. Soit (Ai)ier une famille de parties non vides de E indexée par un ensemble]
non vide I. On dit que (A;);cr est une partition de E si :
[ ] U Az =F.
icl
En d’autres termes, une partition de E est une famille de parties non vides de F dont

o les A;, i € I, sont deux a deux disjoints.

I'union disjointe est égale a F.

J

A1 A2

A
7 A,

Exemples :
o R, R* et {0} forment une partition de R.

e [’'ensemble des nombres pairs et I'ensemble des nombres impairs forment une parti-
tion de Z. Plus généralement, sin € N\{0; 1}, notons, pour tout k € [0;n—1], k+nZ
I'ensemble des entiers congrus a k modulo n. Alors la famille
(nZ,14+nZ,2+nZ,...,n— 1+ nZ) est une partition de 7.

Définition. Soit (A;);cr une famille de parties non vides de E indexée par un ensemble

non vide I. Soit F' une partie de E. On dit que (A;)iecr est un recouvrement de F' si

F C U A;. On dit que c’est un recouvrement disjoint si les A;, i € I, sont de plus
el

deux a deux disjoints.

Exemples :
e La famille ([0;n])nen est un recouvrement (non disjoint!) de N.
1 3 37
o } ~35 [ et ] 293 [ forment un recouvrement disjoint de [0;1] U [2;3].

Remarque : Si (A;);cr est un recouvrement disjoint de F', alors (4; N F');cr est une
partition de F'.

d) Complémentaire d’une partie

(Définition. Soit A une partie de E.

L'ensemble A = {x € E|x ¢ A} est une partie
de E appelée complémentaire de A dans E.
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On trouve également les no-
tations A° ou E\A (voir
la différence de parties ci-
dessous). En probabilités, on
utilisera surtout la notation
A, mais en topologie (cf.
deuxieme année), A dési-
gnera |'adhérence de A, et
donc on privilégiera la nota-
tion A°.

%us avons déja vu des lois

de Morgan pour les proposi-
tions dans le chapitre 1. Ce
sont en fait les mémes! Il y
a en effet un lien trés fort
entre les opérations ensem-
blistes et les connecteurs lo-
giques : le « et » logique est
I"analogue de l'intersection,
le « ou» est I'analogue de
|"'union, le « non » est I'ana-
logue du passage au com-
plémentaire, I'implication lo-
gique est I'analogue de I'in-
clusion, et I'équivalence lo-
gique est I'analogue de I'éga-

lité (ensembliste).

Dans le cas oo B C A,
on |'appelle encore « com-

plémentaire de B dans A ».

Remarques :

e Pour tout & € E, nous avons donc

r€A <= 1x¢A <= non(xcA).
e Si P est une propriété qui porte sur les éléments de E, alors

{r € E|P(z)} ={z € E|non(P(x))}.

Proposition. Soient A et B des parties de . On a

e =F, o £ =0, e A=A, e ACB+= BCA.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

rProposition (Lois de Morgan). Si A et B sont des parties de E, alors

ANB=AUB et AUB=ANB.

Plus généralement, si (A;)icr est une famille de parties de E indexée par un ensemble

non vide I, alors
Na=J4 e Ja=)4

| i€l i€l icl iel ]
E E
AUB=ANB ANB=AUB
DEMONSTRATION.
O]
e) Différence de parties
[ Définition (différence). Soient A et B deux parties de E. ]
L'ensemble A\B=ANB={zcE|lzrcAetx ¢ B}
est une partie de E appelée différence de A et B (on
note aussi A — B). On I'appelle aussi « A privé de B ». 5
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On se contente d'une défi-
nition intuitive de la notion

d’application.

On peut condenser la nota-
tion par

& Rien ne dit que, pour

chaque x € E, on connaisse
une expression explicite de
f(x). Par exemple f(x) peut
étre définie comme I'unique
élément de F' vérifiant une
certaine propriété dépendant

de x.

Quand E et F sont des
ensembles finis, on peut
se représenter |'application
par un diagramme sagittal
(chaque rond de couleur
représente un élément et
chaque fleche indique com-
ment chaque élément de F
est envoyé sur un élément
de F).

gramme sagittal est inter-
dit! Ce n'est qu'une repré-
sentation qui peut préter a
confusion... surtout quand
les ensembles sont infinis.
Mais un tel diagramme peut
aider a amorcer une preuve
ou a trouver un contre-

exemple.

Il Résultats généraux sur les applications

Soient E, F', G et H des ensembles non vides.

1) Notion d’application

Définition. Une fonction ou une application f de E dans F' (ou a valeurs dans F) est
la donnée pour chaque élément x de E d'un unique élément de F', appelé image de x

par f et noté f(x).
L'ensemble E est appelé ensemble de départ de f. L’ensemble F' est appelée ensemble
d’arrivée de f.

S J

Définition.
e On écrit « Soit f : E — F » pour signifier « Soit f une fonction de E dans F' ».

e Sion connait, pour chaque x € E, une expression de I'image de x par f, on note

EFE — i
f: - une expression de
I'image de x par f
Exemples :
[Définition. On note #(E, F) ou EY I'ensemble des fonctions de E dans F. J

Définition (antécédent). Soit f: E — F. Soit y € F.

e On dit que y admet un antécédent par f si il existe x € E tel que y = f(x) (on dit
aussi que y est atteint par f).

e Soitx € E. Siy= f(x), on dit que x est un antécédent de y par f.
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On comprend donc que la
notation E¥ est héritée de

la notation E™ des n-uplets.

. méme si, dans les faits,
on ne précise pas toujours

I'ensemble d’arrivée.

Quand on fait de la théo-
rie des ensembles pure et
dure, on définit une fonc-
tion par son graphe. Pour dé-
finir rigoureusement le pro-
duit cartésien, pour tous
x € E ety € F, on défi-
nit le couple (z,y) comme
I'ensemble {{z}; {z;y}}. In-
utile de retenir cela, la défi-
nition donnée est largement

suffisante.

Exemples : En reprenant les fonctions de I'exemple précédent :

Remarques :

Dans I'expression z — f(x), la lettre = est muette (donc, notamment, on peut la
remplacer par une autre variable non utilisée et on ne doit pas introduire x avant de
parler de x —— f(z)... mais si on parle de f(z), alors il faut avoir introduit = avant).

Ne pas confondre une application f avec la formule (si elle existe) donnant f(z)
en fonction de z. Ainsi on n’écrira jamais « Soit f(z) une application » mais plutot
« Soit f une application qui a = associe f(z) ».

& [+ E —> F ne veut pas dire que tous les éléments de F' sont atteints. |l peut
ne pas exister d'antécédent par f a un élément y de F'. |l peut aussi en exister plus
d'un. Par contre un élément x de E' admet une seule image par f.

Le programme impose de confondre les notions d'applications et de fonctions. En
fait la notion de fonction est plus générale que la notion d'application : une fonction
associe a tout élément de I'ensemble de départ au plus un élément de I'ensemble
d'arrivée (possiblement aucun). Lorsqu’on étudiera une fonction f cette année, on
commencera toujours par déterminer son domaine de définition Dy. On se ramenera
a I'étude de I'application f définie sur £ = Dy.
Une famille (z;);c; d'éléments de E indexée par I est en réalité une autre notation
. En particulier une suite numérique est
— Z;
une fonction de N dans C qui a tout entier naturel n associe le terme de rang n de la
suite. L'usage veut que I'on préfere la notation en terme de famille lorsque I'ensemble
des indices est une famille de Z et la notation en terme de fonction sinon.

pour parler de I'application

Dans le cas particulier ot I = [1;n], avec n € N\{0;1}. On a vu que (x;);er est le
n-uplet (x1,x9,...,2,). L'ensemble des n-uplet d'éléments de E (que I'on note E")
pourrait donc se noter aussi El'i].

Lorsque I'on change I'ensemble de départ ou I'ensemble d’arrivée, ce n'est plus
rigoureusement la méme application en vertu de la définition suivante

(Définition. Deux applications f et g sont égales si et seulement si elles ont le méme)
ensemble de départ (notons-le E), le méme ensemble d’arrivée et, pour tout x € E,

/(@) = g(a).

J

[ Définition (graphe). Soit f : E — F une fonction. On appelle graphe de f la partiew
G de E x F suivante :

L

G={(z,y) e ExFly= f(z)}.

Remarques :

En d'autres termes, si (z,y) € E x F, alors (z,y) € G si et seulement si y = f(x).

Dans le cas ol E est une partie de R et ot F' = R, G est donc la partie de R? (qu'on
a identifiée au plan) formée par les points dont |'ordonnée y est I'image par f de
I'abscisse x.
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La fonction identité « ne fait
rien ». Elle associe a tout
élément de E lui-méme. Au
premier abord, on peut se
dire qu'elle ne sert a rien.
On verra dans les prochains
paragraphes qu’elle joue un
élément capital pour la com-
position (de la méme ma-
niere que 0 joue un réle fon-
damental pour I'addition de
nombres et 1 pour la multi-

plication).

La fonction 1 est la fonc-
tion de F dans R qui est
constante égale a 1.

Ces formules sont particu-
lierement utiles en combina-
toire (cf. chapitre 30).

2) Quelques applications particuliéres

e N

Définition (application identité). L’application Idg : { - est appelée

|identité de E.

[ Définition (application constante). On dit qu'une application f : E — F est|
constante si elle vérifie I'une des conditions équivalentes suivantes :
e pour tout (z,y) € E?, f(z) = f(y).
e il existe a € F' tel que, pour tout x € F, f(a:) =«

(on dit alors que f est I'application constante égale a ).

Définition (fonction indicatrice). Soit A une partie de E. On appelle fonction|
indicatrice de A la fonction

R
1 size A
0 sinon

\ J

—
14:
4 r

Exemples :

e Ci-dessous le graphe de 1x_ : e Ci-dessous le graphe de 1, :

N
R

'Proposition. Soient A et B des parties de E.
e Caractérisation de l'inclusion. On a A C B si et seulement si 14 < 15.

e Caractérisation de I’égalité. On a A = B si et seulement si 14 = 1p.

DEMONSTRATION.

rProposition. Soient A et B des parties de E. On a :

.]12:1_]1147 o lgsnp =14lp, el op=14+1p—141p5.

DEMONSTRATION.
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Un élément de f(A) admet
toujours (au moins) un anté-
cédent dans E par f. Au-
trement dit f(A) est I'en-
semble de toutes les images

des éléments de E par f.

Ainsi,

y € f(A), on justifie I'exis-

pour montrer que

tence de z € A tel que
y = f(x). Autrement dit, on
montre que y admet un an-

técédent par f.

On voit que cos transforme
I'intervalle ouvert non borné
R} en [lintervalle fermé
borné [—1;1]. Ainsi I'image
d’'un intervalle par une fonc-
tion n'a aucune raison d'étre
un intervalle du méme type
(on en reparlera dans le cha-
pitre 18).

O

Remarque : L'indicatrice permet de remontrer certains formules. Par exemple, si A, B
et C sont des parties de F, alors

LanBuc) = Lalpue = 1alp + 1ale — 1alple
=1anp +Lanc — Lansne-
Comme ANBNC = (ANB)N(ANC), on en déduit que 1 anpuc) = Lans)uanc)
et donc on retrouve la formule de distributivité : AN (BUC)=(ANB)U(ANC).
3) Image directe et image réciproque

a) Image directe

[ Définition (image directe). Soit f une application de E dans F. Soit A une partiew
de E. On appelle image de A par f et on note { f(z)|x € A} ou encore f(A)
I'ensemble

{yGF‘H;UEA,y:f(:U)},

des valeurs prises par f(x) lorsque = parcourt A.

Remarques :

e Soit A une partie de F. Soit y un élément de F. On a :

e |l s'agit donc d'une autre facon de définir un ensemble (on en a déja parlé dans le
chapitre 1) : si B un ensemble et s'il existe un ensemble A et une application f définie
sur A telle que

B = f(A) ={f(z)|x € A},

alors on dit que I'ensemble B est défini sous forme paramétrique.

Exemples :

Lycée Condorcet - MPSI2

13/34 Matthias Gorny



Il est déconseillé de retenir des formules sur I'image direte car certaines sont
tentantes mais fausses. Voyons-en quelques unes : on se donne A et B des parties de F
et f:EFE— F.

e Si AC B, alors f(A) C f(B).

o f(ANB) C f(A)U f(B). Mais l'inclusion contraire est fausse en général !

e f(AUB) = f(A)U f(B).

b) Image réciproque

[ Définition (image réciproque). Soit f une application de E dans F. Soit B une

En d'autres termes, f~(B) | partie de F'. On appelle image réciproque de B par f et on note f~1(B) I'ensemble
est |I'ensemble des antécé-

dents des éléments de B. {x cE ’ f(:L‘) c B}
& Certains éléments de B
peuvent ne pas avoir d’an- | des éléments de E dont I'image appartient a B.

técédents. Le cas échéant,
F (B =o! Remarques :

e Soit B une partiede F. On a:

f1(B) est une partie de

E alors que, dans le para-

graphe précédent, f(A) est e Dans le paragraphe I11.3.a, on verra que, lorsque f est une bijection, sa réciproque se

une partie de F. note f~1. L'application f~! n'existe pas toujours (seulement si f est bijective). En
revanche ici, f~!(B) est un ensemble qui existe toujours. On verra que, lorsque f
est bijective, f~1(B) est a la fois I'image réciproque de B par f et I'image direct de
B par f~1.
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Nous avons aussi représenté
f(f7'(B)) a droite (en
rouge) et on voit qu'il n'est
pas égal a B sur cet exemple

(cf. remarque plus bas).

Dans I'exercice du
TDn° 15, on verra des condi-
tions nécessaires et suffi-
santes pour que les inclu-

sions réciproques soit vraie.

Ces contre-exemples
montrent que, B = f(A)
n'est pas équivalent a
A = f7Y(B). lls montrent
méme  qu'aucune  des
implication n’est vraie... en

général du moins.

Exemples :

e Avec un diagramme sagittal (3 droite B, et 3 gauche f~1(B) sont représentés en
pointillés) :

& Il est déconseillé de retenir des formules sur I'image réciproque car certaines sont
tentantes mais fausses. Voyons-en quelques unes : on se donne f: £ — F.

e Si Be P(F), alors f(f~1(B)) C B. Il n'y a pas égalité en général !
En effet :

e SiAec P(F), alors AC f~1(f(A)). Il n'y a pas égalité en général !
En effet

Maintenant, supposons que A et B désignent des parties de F', alors :

o [THAUB)=f"H(A)USHB).
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Ce n'est une partition de
que si les ensembles consti-
tuants cette union sont non
vides. Ce n'est le cas que si
tout élément de F' admet un

antécédent.

%ous utiliserons réguliére-

ment ce résultat cette an-
née, par exemple pour définir
le systéme complet d'événe-
ments associé a une variable

aléatoire, cf. chapitre 32.

% est donc la fonction f

A ceci prés que son espace
de départ est désormais A.
L'un des intéréts est qu'en se
restreignant a un ensemble
plus petit, la fonction peut
vérifier des conditions ou des
propriétés qu'elles ne véri-
fiait pas quand elle était dé-

finie sur E tout entier.

Prolonger f consiste donc a
définir f sur un espace plus
gros que celui sur lequel elle
était définie.

& On ne peut prolonger f
qu'en des points en lesquels
elle n'était pas déja définie
(ceux de F\A ici).

o f7HANB)=f1(A)Nf(B).
En effet, c'est la méme preuve que ci-dessus en remplacant U par N et ou par et.

Remarque : Si f : E — F, alors F s'écrit comme |'union disjointe

E=Jf .

yeF

En effet :

4) Opérations sur les applications

a) Restriction et prolongement

Définition. Soit f : E — F. Soit A une partie de E. On appelle restriction de f 3 A
la fonction, notée f ‘ 4 définie par :

A — F
f‘A'{x — f(@)

Remarque : Tout ce qu'il faut retenir est que, pour tout = € A, f‘A(a:) = f(x).
Autrement dit, la fonction g : A — F est la restriction de f a A si et seulement si,
pour tout = € A, g(z) = f(x).

Exemples :

e Si f est la fonction inverse définie sur R*, sa restriction a R*. est décroissante (alors
que f ne l'est pas).

e Sin € Z, la restriction de la fonction partie entiére a [n;n + 1| est une fonction
continue (car constant sur son domaine de définition qui est [n;n + 1]).

Définition. Soit A une partie de E et soit f : A — F. On appelle prolongement de
f a E toute fonction g : E — F telle que f = g‘A.

Remarques :

e Une fonction g : ¥ — F est un prolongement de f a E si et seulement si, pour tout
zeA f(r)=yg(z)

e Il n'y a bien siir pas unicité du prolongement !

Par exemple, la fonction constante égale a 1 sur R_ peut étre prolongée en la
fonction constante égale a 1 sur R ou encore prolongée en la fonction 1g_ .

e Cette année, nous ne ferons que des prolongements par continuité, c’est-a-dire pro-
longer des fonctions en un point en lequel elle n'est pas définie et dans le but de la
rendre continue en ce point (cf. chapitre 18).
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Si F n'est pas inclus dans
F’, il faut au moins que
f(E) C F' pour pouvoir dé-
finir I'application g o f.

En général, la composition
n'est possible que dans un
seul sens et, quand elle est
possible dans les deux, f et g
n'ont aucune raison de com-
muter. Par exemple sin et
cos sont toutes les deux des
applications de R dans R
mais

sin o cos(0) = sin(1)
n'est pas égal a
cososin(0) = cos(0) =1

si bien que cos et sin ne com-

mutent pas.

b) Composition de fonctions

Définition. Soient E,F, I’ et G des ensembles avec F C F'. Si f : E — F et
g : F' — G sont des applications, alors on définit la composée de f par g, et on note

go f, l'application
o]

e En reprenant les applications ¢ et v introduites précédemment, on a

FE — G
fo— g(f(@)

Exemples :

o Avec un diagramme sagittal :

G
G
G
Q
G
Q
)
G

[Proposition. Si f est une application de E dans F', alors Idpof = f et foldg = f.]

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Proposition (associativité de la composition). Soient f € F¥, g€ GF et h € HE.
Nous avons

(hog)of=ho(gof).

On note alors plus simplement hogo f.

DEMONSTRATION. Par définition ho g est une application de F' dans H donc (hog)o f
est une application de F dans H. De méme h o (go f) est une application de E dans H.
On a bien I'égalité des ensembles de départ et I'égalité des ensembles d'arrivée. Ensuite,
donnons-nous x € FE et posons y = f(x) € F. Nous avons

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = (hog)(y) = h(g(y)) = h((go f)(x)) = (ho(gof))(x).
Ainsi (hog)o f=ho(go f). O
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o
o
)
)
o
o
)
S)

Confusion grave : croire
que l'injectivité signifie que,
pour tout (x,2') € E?,

z=2 = f(z)=f().

Cette affirmation est tou-
jours vraie : deux éléments
égaux ont toujours la méme
image. Rien a voir avec de

I'injectivité.

A

Pour montrer que f n'est
pas injective, on ne com-
mence pas a chercher tous
les contre-exemples pos-
sibles un seul couple
(z0,x6) qui ne fonctionne
pas suffit a prouver la non-

injectivité.

c) Sommes, produits, etc.

En tout généralité, sommer ou multiplier (et a fortiori soustraire ou diviser) des fonctions
quelconques n'a aucun sens! Pour cela, il faut que I'ensemble d’arrivée soit un ensemble
sur lequel ces opérations ont un sens. De nombreux chapitres du second semestre seront
consacrés aux applications dites linéaires sur des espaces dit vectoriels.

1l Injections, surjections, bijections

On se donne toujours E, F' et G des ensembles non vides.

1) Définitions et exemples

a) Injection

-

Définition. Une application f : E — F est dite injective (ou une injection) de E
dans F (ou juste sur E) si tout élément y de F' admet au plus un antécédent par f
dans E.

Définition quantifiée :

Y(z,x') € E?, (x £z = f(z)# f(xl));

ou encore

Y(z,z') € E?,

. J

Remarques :

e « Au plus un antécédent » signifie qu'un élément de F' admet ou bien un antécédent
et un seul ou bien n’en admet pas. Autrement dit, lorsque f est injective, les éléments
de f(F) possédent tous exactement un antécédent par f alors que les éléments de
F\ f(FE) n'en possédent aucun.

e Autrement dit, f est une injection sur E si et seulement si, pour tout y € F', I'équation
y = f(z) (d'inconnue = € E) admet une seule solution ou bien aucune.

e Le domaine d'arrivée d’une injection f ne joue pas de réle dans le fait qu'il s'agit d’'une
injection (voila pourquoi dire que f est une injection sur E suffit), contrairement aux
surjections et aux bijections (cf. paragraphes suivants).

e La premiere définition quantifiée d'une application injective signifie que, dés que I'on
considére deux éléments = et 2’ distincts, alors ils n'ont pas la méme image (car s'ils
avaient la méme image, alors cette image admettrait au moins deux antécédents : x
et 2/). L'implication de la deuxieme définition quantifiée est la contraposée de celle
de la premiere.

° & Attention a la notation avec un prime lorsque les éléments manipulés sont des
fonctions. Il y aurait alors un gros risque de confusion avec la dérivée. Dans ce cas, il
vaut mieux changer de lettre ou de mettre des indices.

Méthodes de preuve pour I'injectivité.
e Pour montrer qu'une application f : E — F est injective, on a deux options :

* On écrit « Soient et 2’ dans E tels que f(x) = f(z) » et on montre que x = 2’
* On écrit « Soient x et 2’ dans F tels que = # 2/ » et on montre que f(x) # f(2').

e Pour montrer qu'une application f : E — F n'est pas injective, on exhibe deux
éléments explicites z( et z{, de E distincts tels que f(zo) = f(z)-
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Cet exemple montrer qu'une
injection n'est pas forcément
une fonction monotone. Ici
f0) =1, f(1) = 0 et
f(2)=3.

... mais on |'avait formulé en
disant qu'un élément de R
admettait au plus un anté-
cédent par f, ce qui est la
méme chose.

N

E F

Exemples :

r
e [’application f : r € Q — —— € R est injective. En effet :
r—m

e L’application f : n € N+— n+ (—1)" est injective sur N. En effet :

e L’application f : (z,y) € R? — (x + y,xy) n'est pas injective sur R%. En effet :

e L’application ¢ :t € R — e’ n'est pas injective sur R. En effet :

e Si A CE, alors I'application

A — FE
r +— X

%

est une injection de A dans E, appelée injection canonique.

Les méthodes de preuve ci-dessus sont génériques. Dans certains cas particuliers on
dispose de résultats permettant de montrer I'injectivité sans devoir recourir a ces méthodes.
On a déja rencontré un cas de figure dans la partie A du chapitre 4 :

Proposition. Soit f est une fonction définie sur intervalle non vide et non réduit a un
point I et a valeurs réelles. Si f est strictement monotone sur I, alors f est injective
surl.

b) Surjection

N

Définition. Une application f : E — F est dite surjective (ou une surjection) de E
sur F' si tout élément y de F' admet au moins un antécédent par f dans E.

Définition quantifiée :

YyeF, JxcE, y=f(z),

. J

Remarque : Autrement dit, f est une surjection de F sur F' si et seulement si, pour
tout y € F, I'équation y = f(x) (d'inconnue = € E') admet (au moins) une solution.

Proposition. Un application f : E — F' est surjective si et seulement si F C f(E) si
et seulement si F' = f(F)

DEMONSTRATION. La proposition F' C f(F) signifie exactement que, tout élément y
de F, appartient a f(F). Or y € f(E) signifie qu'il existe x € F tel que y = f(F). La
deuxieme équivalence découle du fait que f(F) C F est automatique. O]

Remarque : On peut donc construire « facilement » une surjection : dés que f est une
application définie sur E, alors f est automatiquement une surjection de E sur f(E).

Lycée Condorcet - MPSI2

19/34 Matthias Gorny



N

... quitte a raisonner par

|"absurde.

Les fonctions exp et sin +1
sont des antécédents dis-
tincts (la premiére est non
bornée, la seconde si) de
(1,1) par ¢ donc ) n'est pas

injective.

N

Dans la pratique, on s’en
remet a cette méthode
si les méthodes du para-
graphe Il1.3.b n'ont pas

abouti.

Méthodes de preuve pour la surjectivité.
e Pour montrer qu'une application f : E — F est surjective, on écrit « Soit y € F'»
puis on cherche x € E tel que y = f(x).

e Pour montrer qu'une application f : E — F' n'est pas surjective, on exhibe un
élément y de F' explicite qui n'admet pas d’antécédent par f.

Exemples :

2(R,R) R?

e [’application 1) : { ! : (F(0), £(0)) est surjective. En effet :

e La fonction ¢ :t € R +— el est surjective de R sur U. En effet :

e On a vu dans le paragraphe précédent que I'application f :r € Q — - € R est
r—m

injective. Cependant elle n'est pas surjective. En effet :

c) Bijection

\

-

Définition. Une application f : E — F est dite bijective (ou une bijection) de E
sur I si elle est injective et surjective, c'est-a-dire si tout élément y de F' admet un

unique antécédent par f dans E.

Définition quantifiée :

Vy € F, Jlz € E, y = f(x).

.

Remarques :
e Autrement dit, f est une bijection de F sur F si et seulement si, pour tout y € F,
I'équation y = f(z) (d'inconnue z € E) admet une et une seule solution.

e Si on dispose d'une injection f sur E, alors f réalise une bijection de E sur f(E).

Méthodes de preuve pour la bijectivité.
Pour montrer qu'une application f : E — F est bijective, on peut montrer qu'elle
est injective et surjective.

Exemples :
La fonction carré est bijective de R4 sur R, .

La fonction exp est bijective de R sur R7 .

La fonction In est bijective de R” sur R.

e En notant P le plan complexe, I'application

C — P
z=x+1iy +— le point M de coordonnées (x,y)

est une bijection.
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e On a vu dans le paragraphe précédent que I'application f :n € N— n+4(—-1)" € N
est injective. Montrons qu'elle est surjective (et donc bijective) de N sur N.

Pour des exemples de non
bijections, il suffit de piocher
dans les exemples des deux
paragraphes précédents. En

effet une application n’est

pas bijective si et seulement

si elle n’est pas injective ou d) Autres exemples

pas surjective (ou les deux

bien siir). e Le fait que tout réel positif admet une unique racine carrée (positive) se traduit par
e , L Ry, — R
la bijectivité de I'application { + ;’
— xr

En revanche :

, . . R+ — R , . . . . .. . .
* l'application 22 n est pas surjective ( mais toujours injective ) puisque

les réels strictement négatifs ne sont pas des carrés.

, . . R — R+ s e . . . .. .
* ['application " '_> 72 n'est pas injective ( mais toujours surjectlve) puisque
—2 et 2 ont la méme image.
— R

—

o n'est ni injective ni surjective.

* I'application R
pp " "

e [’application ¢ : { FR,R) — R
' f — f(0)
R? — R3

e [’application f : { (v,y) — (y,x+y,T)

R x J-mial — est bijective puisque tout complexe non nul
(7“, 0) s prelf J) puisq P

admet une écriture exponentielle qui est unique si on impose d’utiliser son argument
principal.

e Notons E |'ensemble des éléves de classe de MPSI2 (2024/2025), P I'ensemble des
prénoms et N I'ensemble des noms de familles.

e [a fonction {

* L'application fyes, : E — P qui a tout éléve de la classe de MPSI2 associe son
prénom :

* L'application gypsz : E — N qui a tout éléve de la classe de MPSI2 associe son
nom de famille
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Deux éléments égaux ont la
méme image par une appli-

cation !

Lorsque |'on cherche un
contre-exemple de fonction
non injective, il faut penser

a la fonction carré sur R.

Lorsque |'on cherche un
contre-exemple de fonction
non injective, il faut penser

a la fonction carré sur R.

* L'application hyps;, : E — {janvier février;. .. décembre} qui a tout éléve de la
classe de MPSI2 associe son mois de naissance

2) Composition d’injections, de surjections, de bijections

rProposition. Soient f : E — F etg: F — G.
1. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
2. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

DEMONSTRATION.

Remarque : Nous avons des réciproques partielles :

e Si go f est injective, alors f I'est.

& On ne peut rien dire sur l'injectivité de g.

Parexemple,sif;{fJr : ]55 etg:{]f : ]f;r,alorsfet

go [ =1Idg, sont injectives, tandis que g ne I'est pas.

e Si go f est surjective, alors g I'est.

& On ne peut rien dire sur la surjectivité de f.

Parexemple,sif;{]EJr : ]55 etg:{]f : ]f;r,a/orsget

go [ =1Idg, sont surjectives, tandis que f ne I'est pas.
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L'ingrédient numéro 1 pour
montrer que toutes ces fonc-
tions sont des bijections a
été le théoreme de la bi-
jection. Ce théoreme reste
I'outil principal pour mon-
trer qu'une fonction définie
sur un intervalle et a va-
leurs réelles est une bijec-
tion. Cependant il ne permet
pas d'expliciter la réciproque

en général.

En particulier, la réciproque
=1 d’une bijection f de E
sur F vérifie donc

Ve e E, fTlof(x) =2

VyeF, fof '(y)=y.

Les hypothéses go f = Idg
et fog = Idp sont requises
toutes les deux. Comme on
le voit dans la preuve ci-
contre :

e go f =1Idg donne I'injec-
tivité de f (et aussi la sur-
jectivité de g).

e fog=1Idr donne la sur-
jectivité de f (et aussi I'in-

jectivité de g).

3) Réciproque d’une bijection

a) Définition et premiers exemples

Définition. Soit f une bijection de E sur F'. On appelle réciproque de f et on note
f~! I'application de F dans E qui a tout élément y € F associe |'unique antécédent
dey par f dans E. On a donc

V(z,y) eExF, (y=f(a) <= z=f"@).

Exemples : Dans les chapitres 4 et 5, nous avons montré que :

e [a fonction carré est bijective de R sur R, et que sa réciproque est la fonction racine
carrée.

e exp est bijective de R sur R et avons noté In sa réciproque.

-5 %[ sur R et avons noté Arctan sa réciproque.
_m.m

2772
e cos est bijective de [0; ]| sur [—1;1] et avons noté Arccos sa réciproque.

e tan est bijective de ]

e sin est bijective de [ } sur [—1;1] et avons noté Arcsin sa réciproque.

Remarque : On parle parfois de réciproque d'une injection f sur E. Implicitement, cela
signifie que I'on considére la réciproque de la bijection de f sur f(E).

b) Théoréme de caractérisation

Théoreme. Soit f : E — F une application. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

1. f est une bijection de E sur F'.
2. Il existe g : F — FE telle que

Vw,y) e ExF, (y=f(z) < z=g()).

3. Il existe g : I — FE telle que go f =1dg et fog=1dp.

Dans ce cas, I'application g est uniquement déterminée : il s'agit de la fonction réciproque
de f. De plus I'application f~! est elle-méme bijective de F sur E et son application
réciproque est f.

DEMONSTRATION.
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N

Bonus : g est alors la ré-
ciproque de f. En géné-
ral cette méthode ne fonc-
tionne pas : il faut y penser
lorsque I'on demande d’ex-

pliciter la réciproque.

Ici un élément de |'espace
de départ comme de l'es-
pace d'arrivée est un couple.
On le note donc (z,y) ou
(a,b) ou (u,v), etc. et sur-
tout pas = ou y pour éviter

toute confusion.

On a déja rencontré plein
d'involutions : la fonction in-
verse sur R’ , la conjugaison
complexe, la fonction qui a
une partie d'un ensemble as-
socie son complémentaire,

etc.

Méthodes de preuve pour la bijectivité (suite).
Pour montrer qu'une application f : E — F' est bijective, on peut aussi :

e Ecrire « Soient 2 € F et y € F », enchainer les équivalences 3 partir de y = f(x)
pour se ramener a x = g(y) avec g une fonction de F dans E.

e Trouver une fonction g: FF — FE telle que go f =1dg et fog=1dF.

Exemples :

e Montrer que f : (x,y) € R? — (22 + y, 5z + 3y) est une bijection de R? sur R? et
expliciter sa réciproque.

e Sif:E — FE vérifie f o f = 1dg (on dit que f est une involution), alors f est
bijective de E sur E et f~ = f.

95 4
e Montrons que f : z € C\{2i} — & —; est une bijection de C\{2i} sur une partie
z — 21
de C a préciser.

e Soient A et B deux parties de E. Introduisons

f‘{ P(E) — PA)xP(B) g.{ P(A) x P(B) — P(E)
‘1 X +— (XNAXNB) ' (X,Y) — XUY

Lycée Condorcet - MPSI2

24/34 Matthias Gorny



On voit donc sur cet
exemple que ce n'est pas
parce que fog =1 que, au-
tomatiquement, go f = 1.
Le contrainte non plus. En-
core une fois : pour avoir la

bijectivité, il faut les deux!

L'ordre de composition est
renversé quand on prend la
réciproque. C'est cohérent :
pour défaire I'action de f
puis de g (dans cet ordre),
on commence par défaire
I"action de g puis I'action de
f. Retenons : « pour enterrer
un trésor, on le met dans le
trou et on le bouche. Pour le
déterrer, on creuse le trouve

et on enléve le trésor ».

Proposition. Soient f : F — F et g : FF — G des applications bijectives. Alors

go f est bijective de E sur G et (gof)_1 = flogL.

DEMONSTRATION. Nous avons

(goflo(flogt)=go(fof Hogl=goldpog '=gog ' =1dg,

(ftogol(gof)=Ff"to(glog)of=ftoldpof=f"of=1Idg

1

et donc f~1 o g~ ! est bien la bijection réciproque de g o f.

Exemple : La fonction h : x — Arctan(e®) est bijective de R sur

o

Arctan(exp(R)) = Arctan(R% ) = }0;

2

Lycée Condorcet - MPSI2

25,/34

Matthias Gorny



Soit f : E — F. Soit
B € 2(F). On I'a déja
dit plus haut (cf. paragraphe
111.3.b) mais la notation

fH(B)
={z € E|f(z) € B}

existe méme lorsque f n'est
pas une bijection (et n'ad-
met pas de réciproque). Ici
on parle de f~(B) avec B
une partie de F' et non pas
de f7'(y) avec y un élé-
ment de F' (ou la cela né-
cessite que f soit une bijec-

tion).

Dans la pratique, il est in-
utile d'étre si subtile : I'idée
est que tous les termes
soient bien présents dans la
somme ou le produit aprés
changement (surjectivité) et

une seule fois (injectivité).

1

Comme h = Arctanoexp, h™! = exp~! o Arctan™! donc

hlize }O; g [ — In(tan(x)).

c) Retour sur la notation f~!(B)

Un conflit de notation semble survenir : si f est une bijection de E sur F, f~1(B) peut
désigne I'image directe de B par f~! tout comme I'image réciproque de B par f. Tout
va bien en fait :

e Changeons temporairement de notation : notons f<_1>(B) I'image réciproque de B
par f et réservons la notation f~1(B) a I'image directe de B par f~!, la réciproque
de f.

e Soit z € f~1(B). Il existe alors y € B tel que z = f~!(y) (par définition de I'image
directe). Mais alors f(z) =y et donc f(z) € B. Cela signifie que z € f{~1(B). Ainsi
f7U(B) C (B,

e Soit z € f{~1(B). Alors f(z) € B. Notons y = f(z) de sorte que y € B. On a
r = f~!(y) puisque f est bijective. Puisque y € B, on a bien z € f~!(B). On a
donc fI-1(B) c f~4(B).

e On en déduit que f~1(B) = f~1(B).

Moralité : inutile de changer de notation dans ce cas!

4) Retour sur les changements d’indice

Dans le chapitre 7, nous avons vu trois types de changements d'indice dans une somme ou
un produit qui sont licites en toute circonstance. L'idée derriére un changement d’indice
en fait est de transformer (c'est-a-dire construire une application) I'ensemble des indices
en un autre de sorte que que tous les termes sont sommés ou multipliés (surjectivité
de I'application de changement d’indice) une seule fois (injectivité de I'application de
changement d'indice). Aussi, plus généralement :

'Proposition. Soit (x;)icr une famille de complexes indexée par un ensemble fini I
Soit ¢ une fonction injective sur I (et donc bijective de I sur f(I)) Alors :

in: Z Zp—1(k) et Haci: H Tp—1(k)-
) )

iel kep(I iel keo(I

On dit que I'on fait le changement d'indice k = (i) ou i = ¢~ 1(k).

Remarques :

e Lorsque I = [p;n] avec p et n des entiers relatifs tels que p < n, les trois changements
d'indices listés dans le paragraphe 1.3.b du chapitre 7 sont donnés respectivement par
les bijections i — i+ ¢q, i — i — q (lorsque ¢ < p) et i — q — i (lorsque ¢ > n).

e |’'application ¢ : i — % est injective donc le changement d'indice ¢ = 2k est tout
a fait licite... si ce n'est que ¢(I) n'a pas la forme usuelle (n’est pas du type [a;b]
avec a et b des entiers). C'est pour cela que, dans le chapitre 7, nous avons bien
insisté sur la nécessité, dans ce cas, de savoir que la somme ou le produit ne portent
que sur les termes pairs de [p;n]. En effet ¢ réalise alors bien une bijection de
I ={ie€[2p;2n]|i pair} sur [p;n].

IV Ensembles équipotents (HP)

Les résultats de ce paragraphe sont hors-programme et sont donnés a titre culturels. Le
premier sous paragraphe pourra toutefois étre travaillé en premiére lecture car il fournit
de nombreux exemples de bijections entre des ensembles. Les deux suivants seront laissés
en lecture personnelle.
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Ce qui est équivalent a |'exis-
tence d'une bijection de F
sur E, quitte a prendre la

réciproque.

Cette application envoie les
entiers naturels pairs sur N
et les entiers naturels im-
pairs sur Z\N.

Grand classique : pour trans-
former [0;1] (segment de
longueur 1 qui commence a
0) en [a;b] (segment de lon-
gueur b — a qui commence
a a), on le contracte/dilate
d’un facteur b — a et on le

translate de a.

1) Définition et premiers exemples

[ Définition. On dit que deux ensembles E et F' sont équipotents (ou sont en bijection )
si il existe une bijection de E sur F'.

S J

rProposition. Si E et G sont équipotents et si F' et G sont équipotents, alors E et a
sont équipotents.

J

DEMONSTRATION. Supposons qu'il existe f bijective de E dans G et g bijective de F’
dans G. Alors g~! o f est bijective de E dans F. OJ

Exemples :
e Les ensembles N et N* sont équipotents (via la bijectionn € N+—— n+1 € N*).

e Lorsque a et b sont deux entiers tels que a < b, alors [a;b] et [1;b— a + 1] sont
équipotents (via la bijection n — n —a+1).

e N et Z sont équipotents car I'application f : x € N — (—1)" | 1| est bijective de
N sur Z. En effet :

* Soit n et p des entiers naturels distincts.

— Sin et p sont de parité contraire, alors f(n) et f(p) n'ont pas le méme signe
et ne sont pas nuls en méme temps (on vérifie aisément que 0 admet 0 pour
unique antécédent). Ainsi f(n) # f(p).

— Sin et p sont pairs, alors f(n) =% # £ = f(p).

. . . 41

— Sin et p sont impairs, alors f(n) = —”T“ #—E= = f(p).

On en déduit que f est injective sur N.

* Sin € Z\N, alors =1 —2n € N et f(—1—2n) = — | =122t | =,

Sin €N, alors 2n € N et f(2n) = | 2% | = n.

Ainsi tout entier admet un antécédent par f. Cela signifie que f est surjective de
N sur Z.

e N et N? sont équipotents car I'application f : (p,q) € N? — 2P(2q + 1) — 1 est une
bijection de N? dans N. En effet :

x Déja, si (p,q) € N?, 2P € N* et 2¢q +1 € N* donc 2P(2q + 1) € N* et donc
f((p.9) eN.

x Soit (p,q) et (p',q') dans N? tel que f((p,q)) = f((p',¢)). On a alors
(2 + 1) = 2p'(2q’ + 1). Quitte a échanger les deux couples, supposons que
p>7p. Onaalors 27 (2g + 1) = (2¢' + 1). Puisque 2q' + 1 est impair, on a
p—p =0 doncp=1yp et donc q=¢q'. Finalement (p,q) = (p',q'). Ainsi f est
injective sur N2.

*x Soit n € N. Alors m =n + 1 € N*. Notons p = va(m) de sorte que m = 2P x d
avec d un produit de nombres premiers premiers avec 2 (il s'agit de la décomposition
premiére de m). L'entier naturel d est alors impair donc il existe ¢ € N tel que
d=2q+1. Ainsim =2P(2¢+1) = f((p,q)) + 1 et doncn = f((p,q)). Ainsi f
est surjective de N? sur N.

e Soit a et b des réels tels que a < b. L'application t — (b — a)t + a est une bijection
de [0; 1] sur [a;b]. Ainsi tout segment non réduit a un point est équipotent a [0;1].
Compte-tenu de la proposition précédente, cela montre que deux segments quelconques
de R non réduits a un point de R sont équipotents.

e R est en bijection avec tout intervalle ouvert non vide et non réduit a un point.
Montrons-le :

* Pour tout a € R, R est équipotent a |a;+oo]| (via la bijection x — a + €*) et
équipotent a |—oo;a| (via la bijection v — a — e*).
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Pour essayer de comprendre,
par exemple, pourquoi les in-
tervalles ]0; 1[ et ]0; 2[ sont
en bijection (alors que le
premier est strictement in-
clus dans le second), il suf-
fit de se convaincre que le
premier n'est qu’une version
contracté du second (via la
bijection z — %).

* Les ensembles R et ] .z [ sont équipotents (via la bijection Arctan). Si a et

202
b sont deux réels tels que a < b, alors x — @ + aTer est une bijection de

|=5 5% surla;bl. Ainsi R et ]a;b[ sont équipotents.

e ]0;1] et Ry sont en bijection (via la bijection x — —1 + % ). Et on peut construire
facilement des bijections entre deux intervalles semi-ouverts avec la fonction inverse
et des fonctions affines. ~+ DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

e [’application

R, — R*
f: L si ze[051]
* 1-L si ze]l;+o0]
xT )
est une bijection de Ry sur RY . ~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Puisque R est équipotent a R, (via la bijection exp) et que tout intervalle semi-ouvert
est équipotent a R, il vient que R est équipotent a tout intervalle semi-ouvert.

e [ 'application

[Oal] — ]071[
% si x=
[ 1 _1
x — 3 S neN, z=:
T  sinon

est une bijection de [0;1] sur]0;1[. ~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

En mettant bout a bout les conclusions de tous les derniers exemples, cela montre
que R est équipotent a tout intervalle non vide et non réduit a un point.

Remarques :

e Dire que deux ensembles sont équipotents signifie que I'on peut faire correspondre a
tout élément de E un et un seul élément de F (via une bijection de E sur F) et vice
versa. Cela revient a dire que E et I’ ont le méme nombre d'éléments.

& Mais qu'est ce que « nombre d'éléments » veut dire?

* Si E et F sont finis, cela se comprend bien et on le voit bien sur les diagrammes
sagittaux en reliant les éléments de E a ceux de F' par des fleches. Le paragraphe
suivant est consacré a rendre tout cela rigoureux.

* Lorsque E et F' sont infinis, cela peut sembler étrange et méme paradoxal compte
tenu des exemples vus plus haut. Comment N et Z peuvent-ils avoir le méme
nombre d'éléments alors que N est strictement inclus dans Z7? Comment R et
]0; 1] peuvent-ils avoir le méme nombre d'éléments alors que ]0; 1] est strictement
inclus dans R 7 Cela peut heurter I'intuition mais il n'y a rien de paradoxal. Notre
cerveau est simplement tres mal a I'aise avec I'infini. Et vous n'étes pas au bout
de vos surprises..

e L’existence d'une injection f : E — F entraine qu'il y a une bijection de E sur
f(E). Autrement dit E et f(FE) ont le méme nombre d'éléments et donc F est (au
moins) plus gros que E. L'existence d'une surjection f : E — F signifie au contraire
que c'est E qui a plus d'éléments que F' puisqu’on peut associer a tout élément de F'
un ou plusieurs éléments de F.

e Prouver qu'il existe une injection de £ dans F' mais qu'il n’existe pas de surjection de
E sur F signifie que F' est vraiment plus gros que E (pas en terme d'inclusion mais
en terme de nombre d'éléments).
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%ais qui seront alors ad-

mis, conformément au pro-

gramme.

La réciproque étant immé-
diate (prendre I'injection
canonique, cf. paragraphe
111.1.a), c’est donc une équi-

valence.

S’il existe une surjection
de [1;n] dans [1;p], alors
n = p. Nous le montre-
rons dans un cas plus général

dans la paragraphe IV.2.e.

La aussi, en prenant I'iden-
tité, la réciproque est immé-
diate.

%me résultat pour une sur-

jection. Nous le montrerons
dans un cas plus général

dans la paragraphe IV.2.e.

2) Ensembles finis

L'objectif de ce paragraphe est aussi d'apporter des démonstrations a des concepts (tres)
intuitifs de combinatoire que I'on verra dans le chapitre 30. Notamment nous allons
définir (enfin) correctement ce qu’est un ensemble fini et son cardinal.

a) Préliminaires

Lemme. Soit p > 2. Soit ¢ € [1;p]. Alors il existe une bijection de [1;p]\{c} sur
[1;p—1].

DEMONSTRATION. L'application « tassement » f : [1;p]\{c} — [1;p — 1] définie
par :

r<c—1

r>c+1

x Si
x—1 si

f:xn—>{

convient. En effet :

e Soient x1 # w9 dans [1;p]\{c}. Si x1 et x5 sont tous les deux inférieurs ou égaux
ac—1alors f(z1) = x1 # x2 = f(x2). De méme si x1 et x5 sont tous les deux
supérieurs ou égaux a c+ 1. Enfin, sizy <c—1letxg > c+1alors f(z1) =21 < c—1
et f(za) =x2 — 1> cdonc f(x1) # f(x1) : f est injective.

e Soitye [1;p—1]. Siy <c—1alors f(y) =y donc y est un antécédent de y. Si
y = calorsy = f(y+ 1) donc y + 1 est un antécédent de y. Dans tous les cas, y
admet un antécédent par f : f est surjective. O

Proposition. Soient n et p deux entiers naturels non nuls. S'il existe une injection de
[1;n] dans [1;p] alors n < p.

DEMONSTRATION. Raisonnons par récurrence sur n.

e Pour tout n > 1, notons H,, : « Pour tout p > 1, s'il existe une injection de [1;n]

dans [1;p], alors n < p».
e Il n'y a rien a prouver pour n =1 puisqu'on prend p > 1 : H; est vraie.

e Soit n > 1. Supposons H,, vraie et prouvons que H, 1 est vraie. Soit p > 1 et
supposons qu'il existe une injection de [1;n+ 1] dans [1;p]. Notons ¢ = f(n+1) et
g la restriction de f a [[1;n]. Alors g est encore injective de [1;n] dans [1;p]\{c}.
Soit h une bijection de [1;p]\{c} sur [1;p—1] (qui existe d"apres le lemme précédent).
Alors h o g est une injection (car composée d'injections) de [1;n] dans [1;p — 1].
Par hypothése de récurrence, n < p—1doncn+ 1< p: Hyyq est vraie.

e D’apres le principe de récurrence, H,, est vraie pour tout n > 1. O

[Corollaire. Soit (n,p) € N2. S'il existe une bijection de [1;n] sur [1;p] alors n = p. J

DEMONSTRATION. L'image d'un ensemble non vide étant non vide, il n'existe pas de
bijection entre un ensemble vide et un ensemble non vide. Dés lors, s'il existe une
bijection entre [1;n] et [1;p] avec n =0 ou p = 0, I'autre est obligatoirement nul donc
n = p = 0. Supposons a présent qu'il existe une bijection f de [[1;n] sur [1;p] avec n
et p non nuls. Alors f est injective et surjective doncn < petn >pdoncn=p. O

[Proposition. Soit n € N*. Alors une injection de [1;n] dans lui-méme est une bijection.]

DEMONSTRATION. La aussi, raisonnons par récurrence.
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La preuve du sens directe est
la méme si on remplace N
par R : une partie finie et
non vide de R est majorée
(on I'a évoqué sans preuve
dans le chapitre 3). La ré-
ciproque est fausse bien siir

(pensez aux segments)

e Pour tout n > 1, notons H,, : « une injection de [1;n] dans lui-méme est une
bijection ».

e La seule application de {1} dans lui-méme est I'identité qui est injective et bijective
donc H; est vraie.

e Soit n > 1. Supposons H,, vraie et prouvons que H,; est vraie. Considérons
f:[l;n+1] — [1;n+ 1] injective. Notons ¢ = f(n + 1) et g la restriction de f a
[1;n]. Alors g est encore injective de [1;n] dans [1;n -+ 1]\{c}. Soit h une bijection
de [1;n + 1]J\{c} sur [1;n] (qui existe d"aprés le lemme ci-dessus avec p =n + 1).
Alors h o g est une injection (car composée d'injections) de [1;n] dans [1;n]. Par
hypothése de récurrence, hog est bijective. En composant par ! qui est une bijection
de [1;n] sur [1;n + 1]\{c}, par composition, g = h™! o (h o g) est une bijection
de [1;n] sur [1;n 4+ 1]\{c} donc est surjective : pour tout y € [1;n + 1]\{c}, il
existe x € [1;n] tel que y = g(z) = f(x) puisque g est la restriction de f a [1;n].
En d’autres termes, tout élément de [1;n + 1]\{c} admet un antécédent par f, et
puisque ¢ = f(n + 1), ¢ a aussi un antécédent par f : f est surjective donc bijective,
c'est-a-dire que H,41 est vraie.

e D’apres le principe de récurrence, H,, est vraie pour tout n > 1. O

b) Ensembles finis et cardinal

(Définition. Soit E un ensemble. On dit qu'il est fini s'il existe n € N tel que E et)
[1;n] sont équipotents. Si ce n'est pas le cas, E est dit infini.

J

rProposition/Définition. Soit E un ensemble fini. L'entier n tel que E soit en bijectionj
avec [1;n] est unique et est appelé cardinal de E. On le note card(FE), |E| ou #E.

DEMONSTRATION. Soient n et p tels que E soit en bijection avec [1;n] et [1;p]. Il
existe des bijections f: [1;n] — E et g:[1;p] — E. Alors g~! o f est bijective de
[1;n] sur [1;p] et donc n = p d'apres le paragraphe précédent. O]

Remarque : L'ensemble vide est fini car il est en bijection avec [1;0] = @. Il est donc
de cardinal 0.

Théoreme. Deux ensembles finis sont équipotents si et seulement si ils ont le méme
cardinal.

DEMONSTRATION. Soient E et F' deux ensembles finis. Notons n = card(FE) et
p = card(F"). Il existe alors une bijection f de [1;n] sur E et une bijection de [1;p]
sur F.

e Si F et F sont équipotent, et si ¢ désigne une bijection de E sur F', alors p o f est
une bijection de [1;n] sur F donc n est le cardinal de F' : n = p.

e Sin =p, alors go f~! est une bijection de E sur F donc E et F sont équipotents. [J

c) Parties finies de N

[Théoréme. Une partie non vide de N est finie si et seulement si elle est majorée. ]

DEMONSTRATION. Raisonnons par récurrence sur le cardinal de la partie majorée.
e Pour tout n > 1, notons H,, : « toute partie de N de cardinal n est majorée ».

e Soit A une partie de N de cardinal 1 i.e. A est en bijection avec {1}. Soit f : A — {1}
une bijection. Alors f~! est une bijection de {1} sur A c'est-a-dire que A = {f~1(1)}:
A est bien majorée, H; est vraie.
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e Soit n > 1. Supposons H,, vraie et prouvons que H,, .1 est vraie. Soit donc A une
partie de N de cardinal n + 1 : soit f : A — [1;n + 1] une bijection, si bien
que A = {f~Y(1);...; f'(n + 1)}. La partie B = {f~1(1);...; f~1(n)} est de
cardinal n donc, par hypothése, B est majorée : soit M un majorant de B. Alors
max{M; f~*(n + 1)} est un majorant de A : A est majorée. Ainsi H, 1 est vraie.

e D’apres le principe de récurrence, H,, est vraie pour tout n > 1.

Finalement, toute partie finie de N est majorée. Montrons la réciproque, c'est-a-dire que
toute partie majorée de N est finie. Puisqu'une partie majorée de N admet un plus grand
élément, il suffit de prouver par récurrence que, pour tout p, toute partie de plus grand
élément p est finie. Raisonnons par récurrence forte.

e Sip > 1, notons H,, : « toute partie non vide de N de plus grand élément p est finie ».

e Si A est de plus grand élément 0 alors A = {0} qui est finie car en bijection avec
{1} =[1;1] : Hy est vraie.

e Soit p > 0. Supposons Hy, ..., H, vraies et prouvons que H,, | est vraie. Soit donc
A une partie non vide de N de plus grand élément p + 1. Soit B = A\{p + 1}. Si
B est vide, alors A = {p + 1} donc est fini car en bijection avec {1}. Si B est non
vide, alors B admet un plus grand élément inférieur ou égal a p : par hypothése de
récurrence, B est fini i.e. il existe n et f tel que f soit une bijection de B sur N. On
pose f(p+ 1) =n+ 1. Il est alors facile de prouver que f est une bijection de A sur
[1;n+ 1] donc A est finie. Ainsi Hp; est vraie.

[Corollaire. Toute partie B d’une partie finie A de N est finie. ]

DEMONSTRATION. On a B C A et A est finie donc majorée donc B est majorée donc

finie. O
[Corollaire. Une intersection de parties finies de N est une partie finie de N. ]
[Corollaire. L'union de deux parties finies de N est une partie finie de N. ]

DEMONSTRATION. Si A et B sont deux parties finies de N, alors elles sont majorées,
disons par a et b. Alors AU B est majorée par max{a; b} donc est finie. O

[Corollaire. Le complémentaire d'une partie finie de N est infini. ]

DEMONSTRATION. Soit A une partie finie de N. Si A est fini, alors N = AU A est fini
car union de deux parties finies de N ce qui est absurde car N est infini car non majoré.

d) Cardinal d’une partie, d’une union, d’un produit cartésien

Théoréme. Soit E un ensemble fini et soit A une partie de E. Alors A est un ensemble
fini, et card(A) < card(E), avec égalité si et seulement si A = E.

DEMONSTRATION. Si A est vide, alors A est finie. Supposons A non vide. Notons
n = card(FE) et g : E — [1;n] une bijection. Alors la restriction de g a A est injective
et est une surjection sur g(A) qui est une partie de [1;n] donc qui est un ensemble
fini (voir le premier corollaire ci-dessus). On en déduit que g est une bijection de A sur
g(A) et qu'il existe p tel que g(A) soit en bijection avec [1;p]. Par transitivité, A est en
bijection avec [1;p] donc A est finie et de cardinal p.

Puisque A est incluse dans E, il existe une injection de A dans E (I'injection canonique
x — x que 'on note 7). Il existe également une bijection h de [1;p] dans A et rappelons
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On généralise a une union
finie quelconque par récur-

rence.

qu'il existe une bijection g de E dans [1;n] si bien qu'on a la succession d'applications
injectives suivantes :

[[l;p]]i>AL>Ei>[[1;n]] 0

Par composition, g o i o h est une injection de [[1;p] dans [1;n] donc p < n si bien que
card(A) < card(E). Si card(A) = card(E) alors p = n donc g oi o h est une injection
de [1;n] dans lui-méme donc est une bijection. En composant a gauche par h=! et 2
droite par g7, i =h ' o (hoiog)og ! est une bijection car composée de bijections.
En particulier, i(A) = E. Or, i(A) = A donc A = E. La réciproque est immédiate.

Théoréme. Soient A et B deux ensembles finis disjoints. Alors AU B est fini et

card(A U B) = card(A) + card(B).

DEMONSTRATION. Notons n = card(A) et p = card(B). |l existe alors une bijection f
de A sur [1;n] et une bijection g de B sur [1;p]. Introduisons la fonction h définie sur
AU B par:
hxl—>{f(x) s?a?EA
g(z)+n sizeB
Tout d'abord, h est bien définie car A et B sont disjoints : il n'y a pas de probléme de
définition. De plus, f étant a valeurs dans [1;n] et g dans [1;p], h est a valeurs dans
[1;n+ p]. On montre aisément que h est une bijection entre AU B et [1;n+ p] (je
vous laisse le faire en exercice) ce qui permet de conclure : AU B est fini de cardinal
n + p = card(A) 4 card(B). O

Théoréme. Soient E et F' deux ensembles finis. Alors E x F' est fini et

card(E x F') = card(E) x card(F).

DEMONSTRATION. Notons E = {x1;...;x,} (c'est-a-dire que E est de cardinal n).
Pour tout 7 € [1;n], la fonction

fi:{{a:i}xF — F

(i,y) >y

est une bijection (je vous laisse le faire en exercice) donc card({z;} x F') = card(F).
Finalement, E x F est |'union disjointe des {x;} x F' donc

card(E x F) =) card({z;} x F)
=1

= ncard(F),

c'est-a-dire card(E x F') = card(FE) x card(F). O

e) Applications entre ensembles finis

Théoréme. Soient E et F deux ensembles finis.
e |l existe une injection f : E — F si et seulement si card(E) < card(F).
e |l existe une surjection f : E — F si et seulement si card(E) > card(F).

e |l existe une bijection f : E — F' si et seulement si card(F) = card(F).
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n'y a pas ce deuxiéme cas
sin = p.

C’est donc en particulier le
cassi £ =F.

On peut montrer que, pour
tout p € N*, ZP est dénom-
brable.

C’est une autre facon de
dire qu'il y a une bijection
i — x; de N* (car N* est
encore équipotent a F) sur
E.

DEMONSTRATION. Notons n = card(E) et p = card(F). Soient f : E — [1;n] et

g : F'— [1;p] bijectives.

e Supposons que card(FE) < card(F). Alors linjection canonique
i:x € [1;n] — 2 € [1;p] est injective, et g~ oi o f est une injection (car
composée d'injections) de E dans F'. Réciproquement, supposons qu'il existe une
injection ¢ de E dans F. Alors go ¢ o f~! est une injection de [1;n] dans [[1;p]

donc n < pi.e. card(E) < card(F).
e Supposons que card(E) > card(F'), c'est-a-dire n > p. Définissons
[Lin] — [1:p]
s z si xe[l;p]
v { 1 si zelp+1;n]

On vérifie que s est une surjection de [1;n] sur [1;p]. Alors g=*

surjection (car composée de surjections) de E dans F'.

oso f est une

Réciproquement, supposons qu'il existe une surjection ¢ de E dans F. Alors
Y = goo f~! est une surjection de [1;n] dans [1;p]. Définissons I'applica-
tion h qui a tout y € [1;p] associe le plus petit antécédent de y par ¢ (on sait qu'il
y en a un puisque 1 surjective). Pour tout (y1,y2) € [1;p]? tel que h(y1) = h(y2),
alors y; et ys ont le méme antécédent par ¢ donc, si on le note z, y; = ¥(z) = yo
dont h est injective de [1;p] dans [1;n] et donc p < n.

e Le troisieme cas a déja été montré dans le paragraphe IV.2.b. O

Théoreme. Soient E et F' deux ensembles finis de mémes cardinaux et soit f :
E — F. Alors f est injective si et seulement si f est surjective si et seulement si f
est bijective.

DEMONSTRATION. Supposons f injective. Alors f est une bijection de E sur f(E)
(une injection est une bijection sur son image) donc card(f(E)) = card(F) = card(F).
Comme f(E) C F'; il vient que f(E) = F et donc f est surjective et donc bijective.

Supposons f surjective. Si f n'est pas injective, alors il existe 1 # xo tel que
f(z1) = f(x2). Dés lors, F' = f(E) = f(E\{z1}) si bien que f est une surjection de
E\{z1} sur F donc card(F') < card(E\{z1}) = card(E) — 1 ce qui est absurde. [

3) Des infinis de plus en plus gros

Avant d'aller plus loin, énoncons un théoréme important (en I'admettant car la preuve
est trés technique méme si elle est accessible) :

Théoréeme (de Cantor-Bernstein — HP). S'il existe une injection de E dans F' et
une injection de F' dans E, alors E et F' sont équipotents.

On a vu dans la paragraphe IV.1, et c’est surprenant, que N, Z et N? sont équipotents.
On introduit alors la définition suivante (on en reparlera surtout dans le chapitre 39 et
en deuxiéme année) :

[Définition. Un ensemble est dit dénombrable s'il est en bijection avec N. ]

Lorsqu'un ensemble F est dénombrable, cela signifie que I'on peut numéroter ces éléments :
E = {x1,x9,x3,24,...}. Dit autrement, il y a un premier élément de F, un deuxiéme,
un troisieme, etc.

Essayons de construire un ensemble vraiment plus gros. Par exemple Q... perdu! Il se
trouve que Q et N sont encore équipotents. En effet :
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La démonstration ci-contre
est appelée « argument de
la diagonale de Cantor ». Il
en existe plusieurs variantes.
Ici, par exemple, supposons
que

x1 = 0,511789078...

x2 = 0,785612837...
x3 = 0,673936935...
x4 = 0,387539513...
x5 = 0,423005132...
6 = 0,676297980...
x7 = 0,583270163...

etc. Alors y = 0, 7557555...

De tels énoncés sont dits
« indécidables » : il est im-
possible de montrer s'ils sont

vrais ou faux.

e Pour tout rationnel r € Q, il existe un unique couple (p,q) € Z x N* tel que pAg =1
etr = %. L’application ¢ qui a r € Q associe le couple (p, q) en question est donc
bien définie et injective de Q dans Z x N*,

e Notons f une bijection de Z sur N (on a vu dans le paragraphe IV.1 que Z et N sont
équipotents). On montre aisément que ¢ : (p,q) — (f(p),q + 1) est une bijection
de Z x N* sur N2

e Enfin notons 7 une bijection de N2 sur N (on a vu dans le paragraphe IV.1 que N? et
N sont équipotents). On en déduit que 1 0 1) o  est une injection de Q dans N.

e Puisque n € N +—— n € Q est une injection de N dans Q, le théoreme de Bernstein
permet de conclure.

Essayons avec R. Cette fois c'est bon : R n'est pas équipotent avec N. En effet :

e Raisonnons par I'absurde et supposons que N et R sont équipotents. Alors N et [0;1]
sont équipotents (cf. exemples du paragraphe IV.1).

e Cela signifie que I'on peut numéroter les éléments de [0;1] : il existe une suite
(Zn)nen+ telle que [0;1] = {zy, |n € N*}.

e Pour tout n € N*, x,, admet une écriture décimale sous la forme 0, x,, 1 Zpn, 2% 3% 4...
(éventuellement une infinité de zéros a partir d'un certain rang si z,, est décimal).

e On construit alors le réel y de [0; 1] de la facon suivante : pour tout k € N*, le kieme
chiffre apres la virgule de y est 5 si xp 1 # 5 et 7 si x3 = 5.

e Ce nombre y ne peut pas appartenir a [0; 1] car, sinon, il existerait p € N* tel que
y = xp. Mais, par construction, la p*me décimale de y n’est pas égale a celle de ).
C'est absurde!

En fait on peut construire des ensembles infinis avec de plus en plus d'éléments en vertu
du théoréme suivant :

Théoréeme (de Cantor — HP). Quel que soit I'ensemble E, il n’existe pas de surjection
de E sur Z(E).

DEMONSTRATION. Soit f une application de E dans Z?(FE). Considérons la partie
A={zx € E|xz ¢ f(x)} et montrons qu'elle n"admet pas d'antécédent par f.

e Sixz e A, alors z ¢ f(z) et donc f(z) # A.
e Six ¢ A, alors z € f(z) et donc f(z) # A.

Par conséquent f n’est pas surjective. O

Puisque x — {x} est une injection de E dans Z(FE), ce théoréme assure que Z(E)
est vraiment plus gros que FE.

Dés lors N, Z(N), Z(Z(N)), (2 (L(N))), etc. forment une suite d'ensembles infinis
de plus en plus gros. On peut montrer que R et Z?(N) sont équipotents. En revanche il
a été démontré que I'on ne peut pas montrer (avec le cadre axiomatique traditionnel
des mathématiques) qu'il y a pas de taille d'infini intermédiaire entre N et R (c'est
I'hypothése du continu)... mais la ca commence a étre vraiment trés difficile.
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