Attention renumérotation : dans les chapitres 1 a 29, ce présent chapitre était référencé sous le numéro 33.

Chapitre 30

Espaces vectoriels de dimension finie

L’espace vectoriel £ = {0}
est de dimension finie (il est

engendré par @).

%X] est I'exemple le plus

simple d’espace de dimen-
sion infinie : y penser quand
on demande un contre-
exemple en dimension infi-

nie!

Si (xh...

mille libre (respectivement

,Tn) est une fa-

génératrice), on dit que

{:El;..

libre (respectivement géné-

.;Tn} est une partie

ratrice). Ainsi, dans la suite,
on confondra familles libres

et parties libres.

En d'autres termes, A est
|'ensemble de tous les cardi-
naux des familles libres de
contenant .Z et contenues
dans 4. En particulier, A est
une partie de N.

Dans ce chapitre, on se donne E, F et G des K-espaces vectoriels avec K =R ou C.

| Dimension d’un espace vectoriel

1) Notion d’espace vectoriel de dimension finie

Définition (espace vectoriel de dimension finie). On dit que E est de dimension
finie s'il admet une famille génératrice finie. Si ce n'est pas le cas, on dit que E est de
dimension infinie.

Exemples :

e Nous avons vu dans le chapitre 28 que chacun des espaces vectoriels K", K, [X],
M, »(K) (avec n et p dans N*) admet une famille génératrice finie (leurs bases
canoniques respectives). Il s’agit donc d'espaces vectoriels de dimension finie.

e En revanche K[X] est de dimension infinie. Pour le montrer, raisonnons par I'absurde :
supposons que K[X] admette une famille génératrice finie (Py,...,P,). Notons
d = max (deg(Py)). Il existe alors (Aq, ..., A,) € K™ tel que

<<n

XL =\ P 4+ NPy

On a donc X1 ¢ K,4[X], ce qui est absurde.

2) Existence de bases en dimension finie

Par abus de langage, si (z1,...,zy) est une famille de vecteurs de E, on |'assimilera
parfois a la partie de E' : {x1;...;x,}. Ainsi, on s'autorisera a parler d’appartenance,
d'inclusion, d'union et d'intersection de familles.

-

Théoreme (existence de bases en dimension finie). Supposons que E soit de
dimension finie. Soient & une famille génératrice finie de E et .£ une famille libre
de E telle que £ C 4. Alors il existe une base % (nécessairement finie) telle que
L C B C Y. En particulier, tout espace vectoriel de dimension finie admet au moins
une base.

DEMONSTRATION.
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La différence avec le théo-
reme d'existence des bases
est qu'on ne suppose plus
que .Z est incluse dans ¥.

Autre facon de montrer ce
lemme : on peut ajouter b a
la famille génératrice et elle
reste alors génératrice. En-
suite le fait que a # 0 per-
met de diviser par « dans la
combinaison linéaire et d'ex-
primer a son tour a comme
une combinaison linéaire de
b,v1,...,vg. Cela fait de a
un vecteur superflu et on
peut I'enlever de la famille

génératrice.

Voici quelques conséquences immédiates de ce théoreme :

Théoréeme (théoréeme de la base incompléte). Supposons que E soit de dimension
finie. Alors toute famille libre de E peut étre complétée en base de E (par des vecteurs
d’une famille génératrice quelconque).

-

DEMONSTRATION.

(Théoreme (théoréeme de la base extraite). Supposons que E soit de dimension
finie. Alors de toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E.

DEMONSTRATION.

3) Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie
a) Le théoréme de I’échange

On a vu dans le chapitre 28 que, si A est une partie non vide de F et x € A, alors
Vect(A) est invariant si I'on remplace = par une combinaison linéaire de vecteurs de A
dans laquelle le coefficient devant = est non nul. Si on reformule cette propriété en terme
de famille génératrice finie, on obtient le lemme suivant :

Lemme. Soit k € N*. Soit (a,v1,...,v;) une famille génératrice de E. Soient

k
a, B1,...,0k des scalaires tels que oo # 0. Si b = aa + Zﬁivi, alors (b,v1,...,v)
i=1
est génératrice de E. J
(Théoreme (de I'échange). Soient p € N* et n € N*. Soient £ = (x1,...,xp) une|

famille libre de vecteurs E et 4 = (y1,...,yn) une famille génératrice de E. Alors
p < n et on peut remplacer p des vecteurs de la famille 4 par les p vecteurs de la
famille £ pour obtenir une nouvelle famille génératrice de E.

DEMONSTRATION.
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On peut montrer facile-
ment (cf. un exercice de la
feuille de TD associée) qu'il
existe méme un polynéme
annulateur de A de degré
au plus n? — 1. Le théo-
reme de Caylay-Hamilton
(cf. deuxiéme année) assure
méme qu'il en existe un de
degré au plus n... mais c'est
plus difficile a montrer.

O

[Proposition. Si E est engendré par n vecteurs, alors toute famille formée d’au moins

|n + 1 vecteurs est liée.

DEMONSTRATION.

Exemples :

e Soit n > 1. Toute matrice A € M,,(K) posséde un polynéme annulateur. En effet :

Corollaire. Si, pour tout n > 1, E admet une famille libre a n éléments, alors E est

de dimension infinie.

DEMONSTRATION. Si E est de dimension finie, il admet une famille génératrice finie.
Si n désigne le cardinal de cette famille génératrice, alors E n’admet pas de famille libre
a n+ 1 éléments, ce qui est absurde. O
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Un espace vectoriel est donc
de dimension infinie quand
il admet des familles libres
de cardinal arbitrairement
grand. La réciproque est
vraie : si F est de dimen-
sion infinie, alors, pour tout
n > 1, E admet une fa-
mille libre de cardinal n.
Montrons-le par récurrence :
supposons E de dimension
infinie. L'initialisation est tri-
viale. Pour I'hérédité : soit
n > 1 et supposons que E

contienne...

Exemples :

e KR est de dimension infinie car (cf. chapitre 28), pour tout n € N*, les fonctions
x — €%,...,x —> €™ forment une famille libre. Ainsi, pour tout n € N, KF admet
une famille libre a n éléments donc est de dimension infinie.

e Ces fonctions appartenant également (entre autres) 3 ¢ (R,K), 2(R,K), €*(R, K),
..., € (R,K). Tous ces espaces contiennent, pour tout n € N, une famille libre a
n + 1 éléments donc sont de dimension infinie.

o KN est de dimension finie. En effet :

b) Notion de dimension

[Proposition/Définition (dimension d’un espace vectoriel). Si E est de dimension
finie, alors toutes les bases de EE admettent le méme nombre de vecteurs. Ce nombre
est appelé la dimension de E et noté dim(E).

DEMONSTRATION.

O

& S'il y a confusion sur le corps K, on notera plutét dimg(E) au lieu de dim(E).
Par exemple
e dimg(C?) = 2 puisque ((1,0),(0,1)) est une base du C-espace vectoriel C*.
e dimg(C?) = 4 puisque ((1,0), (i,0),(0,1),(0,7)) est une base du R-espace vec-
toriel C2.

Plus généralement, si E est un C-espace vectoriel de dimension finie, alors il peut
étre vu comme un R-espace vectoriel et on a dimg(E) = 2 x dim¢(E).
~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

c) Exemples

[Proposition. On a dim(FE) = 0 si et seulement si E = {0}. ]

DEMONSTRATION. La famille & est I'unique base de {0}. Elle ne contient aucun élément.
Par conséquent, si E = {0}, alors dim(F) = 0. Si E est un K-espace vectoriel de
dimension finie qui contient un vecteur non nul, alors la famille composée de ce vecteur
est libre et donc toute base de E admet forcément un élément. Par contraposée, F est
de dimension nulle, E' ne contient aucun vecteur non nul et donc £ = {0}. U
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Cela se voit trés bien si
on considére la dimension
comme le nombre de degrés
de liberté. En effet :

e Un élément de K" est un
vecteur a n coordonnées.

e Une matrice de taille n xp
est un tableau avec n lignes
et p colonnes donc a nxp co-
efficients. En particulier, une
matrice carrée de taille n a
n? coefficients.

e Un polynome de degré in-
férieur ou égal anan—+1
coefficients : du coefficient
constant jusqu'au coefficient
de X".

Dans la proposition ci-

contre, on s'intéresse ici
uniquement aux équations
homogenes. Si |'équation
n'est pas homogene, I'en-
semble des solutions n’est
pas un espace vectoriel (il
ne contient pas la fonction
nulle) : nous dirons dans le
chapitre 37 que |'ensemble
des solutions est un espace

affine.

L3 aussi le résultat est in-
tuitif si on pense en degrés
de liberté : une solution de
I"équation différentielle ho-
mogene est entierement dé-
terminée par A (si on a une
équation d'ordre 1) ou A
et u (si on a une équation
d’ordre 2).

Proposition. Soient n et p dans N*. On a

dim(K") = n, dim(K,[X]) =n+1, et dim(M,, ,(K)) = np.

DEMONSTRATION. Dans le chapitre 28, nous avons décrit les bases canoniques des
K-espaces vectoriel K", K, [X], M, ,(K) qui contiennent respectivement n, n + 1 et
np vecteurs. O

L

rProposition.

1. Soit I un intervalle non vide et non réduit a un point. Soit a : I — K une

. Soient (a,b,c) € K* x K2. L'ensemble des solutions de I'équation différentielle

\

fonction continue sur I. Alors I'ensemble des solutions de I'équation différentielle
linéaire homogeéne du premier ordre y' + a(x)y = 0 est un K-espace vectoriel de
dimension 1.

linéaire homogéne du second ordre 3" + ay’ + by = 0 est un K-espace vectoriel de
dimension 2.

J

DEMONSTRATION.

1. On a vu dans le chapitre 11 que I'ensemble des solutions de (H) : ¥/ + a(z)y = 0 est

Sy = {x — e~ A@)

)\EK}

ol A est une primitive de a. Autrement dit Sy = Vect(z — e~4(*)). On en déduit
que Sy est engendré par un vecteur non nul et donc il s'agit d'un espace vectoriel de
dimension 1.

. On a vu dans le chapitre 11 que I'ensemble des solutions de (H) : " +ay’ +by =0

dépend de si K = C ou K = R ainsi que du discriminant A = a? — 4b de I'équation
caractéristique. Supposons que K =R et A < 0 (les autres sont analogues et laissés
en exercice). Alors I'ensemble des solutions est

S ={x— e* x (Acos(Bz) + psin(Bz)) | (A, pu) € R?}

ol a + i est une racine non réelle de I'équation caractéristique. Autrement dit
S = Vect(f,g) avec f :  — e** cos(fSx) et g : x — e sin(fBz). Les fonctions f et
g forment une famille libre. En effet, donnons-nous (A, 1) € R? tel que Af + pg = 0.

e En évaluant en 0, on trouve A = 0.

e En évaluant en % (8 # 0 puisque a + if est non réelle), on trouve p = 0.

Ainsi Sp est engendré par deux vecteurs qui forment une famille libre donc Sy est de
dimension 2. O

Exemple : Soit n € N\{0;1}. Donnons la dimension de S,,(K) et de A,,(K) (résultats
non explicitement au programme mais ultra classiques).

Pour bien visualiser la situation, commencons par le cas particulier ot n = 3.

a b c 1 00 010 0 0 1
b d e = a0 0 O)+b[1 O 0) 4+c{0 0 O
c e f 0 00 0 00 100
0 00 0 00 0 00
+d (0 1 0)+e{0O0 O 1) 4+f{0 0 O
0 00 0 10 0 01
avec (a,b,c,d, e, f) € Kb. Une matrice antisymétrique de taille 3 est de la forme
0 a b 0 10 0 0 1 0 0 O
—a 0 c¢c|=a|-1 0 0]+b]1 0 0 O0]+cy0 0 1
b —c 0 0 00 -1 0 0 0 -1 0

avec (a,b,c) € K3.
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Intuitivement une matrice
de Sp(K) est entiére-
ment déterminée par ses
coefficients diagonaux
et  sur-diagonaux. Les
coefficients sous-diagonaux
sont les mémes que ceux au-
dessus de la diagonale (mais
en « miroir »). Il y a donc
14243+ +n = 2otl
degrés de liberté donc
on conjecture que
dim(S,(K)) = =)
Une matrice de A, (K) est
entierement déterminée
par ses coefficients sur-
diagonaux. Les coefficients
diagonaux sont nuls et les
sous-diagonaux sont les
mémes que ceux au-dessus
de la diagonale (mais en

« miroir » et opposés). Il 'y a

n(n+1) n(n—1)
2 2

degrés de liberté donc

donc

n =

on conjecture que

dim(An (K)) = 2=,

%yen mnémotechnique :

(1) est une base de R et
(1,0) et (0,1) forment une
base de RZ.

Le 0 de droite est le 0 de
E X F, c'est-a-dire le couple
(0g,0F).

Plus généralement :

4) Dimension d’un produit d’espaces vectoriels

Proposition. Si E et F' sont de dimension finie, alors E x F' est de dimension finie.
De plus dim(E x F) = dim(FE) + dim(F).

DEMONSTRATION. Notons n = dim(FE) et p = dim(F). Considérons (ey,...,e,) et
(fi,..., fp) des bases respectives de E et F'. Montrons que la famille

B — ((3170), R (en,O), (O, fl)»---a(ovfp))

est une base de F x F..
e Soient (A1,..., An, 1, .., ip) € K"*P tels que

A1(e1,0) + -+ An(en, 0) + p1(0, f1) + -+ 4 1p(0, f) =0
Alors
(Arer + -+ e, i fr + -+ ppfp) = (0, 0F).

Il en découle que Ajeq + -+ A\pep, = Op et pifi + - + ppfp = Op. Comme
(€1,...,en) est une famille libre, les \;, 1 < i < n, sont tous nuls. De méme pour les
i, 1 < i < n. Donc & est une famille libre.

e Soit (x,y) € E x F. Puisque (eq,...,e,) est génératrice de E, il existe (aq,...,an,)
dans K” tels que = aje; + - - - + ane,. De méme, il existe (f1,...,0,) € KP tels
que y = B1fi+ -+ Bpfp. Dés lors,

(z,y) = (cier + -+ anen, Bifi + -+ Bpfp)
= al(eho) + -+ Oén(en,O) + ﬂl(oa fl) +eee ﬁp(oa fp)
Ainsi Z est une famille libre.

Finalement £ est une base de E x F' qui contient n + p vecteurs. On en déduit que
E x F est de dimension finie et que dim(E x F') = n + p = dim(F) + dim(F). O
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%ntrer qu’'une famille est

génératrice est en général
plus difficile que de mon-
trer qu'une famille est libre.
Le résultat précédent per-
met de s'affranchir de cette
étape quand on veut prouver
qu’une famille est une base,
a la condition qu'il y ait le
bon nombre d'éléments : il
suffit de montrer que la fa-
mille est libre, si le cardinal
de la famille est égal a la
dimension (qu'il faut donc
connaftre), la famille est une

base.

Corollaire. Supposons que E est de dimension finie. Alors E™ est de dimension finie et
dim (E™) = n x dim(FE).

5) Familles libres et génératrices en dimension finie

a) Caractérisation des bases en dimension finie

Proposition. Supposons que E soit de dimension finie n € N*. Alors
1. Toute famille génératrice de E posséde au moins n vecteurs.
2. Toute famille libre de E posséde au plus n vecteurs.

3. Si F est une famille de p € N* vecteurs de E, alors

F est libre F est génératrice
et p=n et p=n

. J

F est une base =

DEMONSTRATION.

Remarques :

e Ce dernier résultat est trés important en pratique : si on sait qu'un espace vectoriel
est de dimension n, alors il suffit de trouver une famille libre 3 n éléments ou une
famille génératrice a n éléments pour trouver une base.

e Si on sait qu'un espace vectoriel F est de dimension n > 2, alors le théoréme de la
base incompléte se reformule ainsi : si £ = (e, ..., ex) est une famille libre de E
contenant k € [1,n — 1] vecteurs, alors il existe n — k vecteurs ey, ..., e, (que
I'on peut choisir dans une famille génératrice quelconque) tels que (eq, ..., e,) est
une base de F.

Exemples :

e Les vecteurs (1,3) et (—2020,5) ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille
libre de IK2. Cette famille contient 2 vecteurs et dim(K?) = 2 donc c'est une base
de K2.

e Pour tout (Z b> € My(K), on a

d

(j Z)z(@—b)(é 8)+(b—c)<(l) é)Jr(c—d)G é)*dG })
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Enorme classique : on
montre ci-contre que
I'indice p de nilpotence d'un
endomorphisme f nilpotent
est inférieur ou égal a la
dimension n de I|'espace.
Puisque p # n et f? = 0,
on a

fr=f"Pofr =0,

Par contraposée, si f™ # 0,

alors f n’est pas nilpotent.

II"est intuitif que E, 5 est
de dimension 2 si |'on consi-
dére la dimension comme le
nombre de degrés de liberté :
en effet, un élément de E, 3
est entiérement déterminé

par uo et u; !

L 10 11 11 11 . e
On en déduit que <<0 0) , (O O) , (1 0> , <1 1)) est une famille génératrice

de M3(R). Comme elle contient 4 vecteurs et que c'est un espace vectoriel de
dimension 4, c'est une base de M3(R).

e Supposons que E soit de dimension finie n € N*. Soit f un endomorphisme de E
non nul qui est nilpotent, c'est-a-dire il existe k € N* tel que f* = 0.

Nous sommes en mesure de montrer le théoréme suivant, temporairement admis dans le
chapitre 28

Théoréme. Soit n € N. S5/ A est une famille de n + 1 polynémes échelonnée en degré
(c'est-a-dire, pour tout k € [0;n], A contient un et un seul polynéme de degré k),
alors A est une base de K, [X].

DEMONSTRATION. La famille Z est libre car échelonnée en degré. Elle contient n + 1
vecteurs de K, [X] et dim(K,,[X]) = n + 1 si bien qu'il s'agit d'une base de K,,[X]. O
b) Application aux suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Donnons-nous a € K et b € K*. Notons E,; I'ensemble des suites récurrentes linéaires
d'ordre 2 a coefficients constants, i.e. I'ensemble des suites (uy,)nen Vérifiant

Vn € N, Upt2 = QUpt1 + buy

[Théoréme. E, est un K-espace vectoriel de dimension 2. ]

DEMONSTRATION. Montrons tout d'abord que E, j, est un K-espace vectoriel.
e La suite nulle est un élément de E,; donc E,; est non vide.

e Soient (up)nen €t (vp)nen deux éléments de E,p et (A, 1) € K2 Soit n € N. On a
Upt2 = QUpy1 + buy et vy = avpya + buy, si bien que

Aip 42 + onto = a(Aupyo + popt1) + b(Auy, + poy,)

c'est-a-dire que (Aup + U )neN € Eqp @ Eqyp est stable par combinaison linéaire.

Lycée Condorcet - MPSI2

8/31 Matthias Gorny



Les suites les plus simples
sont les suites constantes
ou arithmétiques, mais
(sauf cas particulier) Eqp
ne contient aucune suite
constante ou arithmétique
non nulle. On cherche
donc des suites un peu
moins simples : des suites

géométriques.

On trouve \; et A2 grace
aux valeurs de uo et ui :
voir les exemples dans le cha-
pitre 14.

0 n'est pas solution de

r? =

ar + b puisque
b # 0, et donc r1 et r2 sont

non nulles.

Ainsi E, ; est un sous-espace vectoriel de KN qui est un espace vectoriel de référence.
En particulier, c'est un espace vectoriel. Montrons a présent qu'il est de dimension 2.
Pour cela introduisons les suites (2, )nen €t (Yn)nen de Eqp telles que zg =y; =1 et
z1 = yo = 0 et montrons que ((Zy)neN, (Yn)nen) est une base de E,
e Soit ()‘a:u) € K? tel que )‘(xn)nEN + /‘(yn)nGN = (O)TLEN'

Evaluons au rang n = 0 : Azg + pyo = 0 donc A = 0.

Evaluons au rang n =1 : Azy + py; = 0 donc u = 0.

Ainsi la famille ((xn)neN, (yn)neN) est libre.

e Soit (up)nen € Eqp. Montrons que (U )nen = o (Zn)neN + U1 (Yn)nen. Pour cela,
montrons par récurrence double que

Vn € N, Up = ULy + U1Yn-

C'est immédiat aux rangs 0 et 1. Soit n € N. Supposons que la propriété soit vraie au
rangs n et n 4+ 1. On a alors

= a(u0$n+1 + Ulyn—i-l) + b(“Oxn + ulyn>
= up(azns1 + bxyn) + ui(ayns1 + byn) = woZnt2 + U1Ynt2.

Upy2 = QUpy1 + buy,

Ainsi la propriété est vraie au rang n+2. Par récurrence, nous en déduisons la propriété
est vraie pour tout n € N. Ainsi la famille ((mn)neN, (Yn)nen) est génératrice.

Cette base contient deux éléments donc dim(Eqp) = 2. O

On cherche a présent une base de F,;. On va essayer de trouver une base de suites
« simples ». On cherche donc les suites géométriques dans E, ;.

Proposition. Soit (u,)nen une suite géométrique de raison r # 0 de premier terme

ug # 0. Alors :

2

(un) € Egp — r° =ar +b.

DEMONSTRATION. On a (u,) € E,p si et seulement, si pour tout n € N,
r"2ug = ar™lug+brtug si et seulement si 72 = ar +b (on a simplifié par r™ug # 0).0
L'équation 72 = ar + b, d’inconnue r € K, est appelée équation caractéristique. On dit
aussi que le polyndme X2 — aX — b est le polyndme caractéristique.

[ Théoreme (cas ot K = C). Supposons que (a,b,c) € C* x C2. Notons A = a? +4b|
le discriminant du polynéme X? — aX —b.

1. SiA#0, alors X2 — aX — b admet deux racines complexes distinctes r| et r5. Les
deux suites (r7)nen et (15)nen forment alors une base de E, . En particulier, pour
tout (un)neN € Eap :

I, M) €C% VneN,  w, = M7 4 dord.
2. Si A =0, alors X? — aX — b admet une racine double complexe rqy. Les deux
suites (r{)nen €t (n X r§)nen forment alors une base de E, . En particulier, si

(un)nEN € Ea,b .

(A, X)) €C%, VREN,  u, = (A + Xon)rd.

S J

DEMONSTRATION.

1. D'apres ce qui précede, les deux suites (r])nen et (75)nen appartiennent a E .
Puisque 71 et ry sont distinctes non nulles, les deux suites (7] )nen et (r§)nen ne
sont pas proportionnelles donc forment une famille libre. Elles forment une famille
libre 3 2 éléments dans un espace vectoriel de dimension 2 donc forment une base.
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On trouve A\ et Ay grace
aux valeurs de uo et wup :
voir les exemples dans le cha-
pitre 14.

2. La suite (r)nen appartient a E, ;. Montrons que (n X () )nen appartient a £, 5. Soit

n € N.

(n+2)r0™2 = (n +2)ry x 1

=(n+1+1)ry x (arg +b)

(n+ 1)ry x arg +ry x arg + nrgb + 2r{b
= a(n+ 1)rgro + bnrg + 2ry x (arg + 2b).

Or, r( est une solution double de 72 — ar — b = 0 donc, d'une part, A = a®> +4b =0
et d'autre part, 7o = a/2 donc a = 2r¢. Ainsi

A =a x (2rg) +4b = 2(arg + 2b)

si bien que arg + 20 = 0 (rappelons que A = 0). Finalement, on obtient
(n + 2)r( 2 — g(n + 1) ntl 4 bnrg c'est-a-dire que (n X 7{)pen € Egp. Les
suites (To)neN et (nr{})neN ne sont pas proportionnelles donc forment une famille
libre. Elles forment une famille libre 3 2 éléments dans un espace vectoriel de dimension
2 donc forment une base. O

L

[Théoreme (cas ot K = R). Supposons que (a,b,c) € R* x R2. Notons A = a® + 4b)

le discriminant du polynéme X? — aX —b.

1. SiA >0, alors X? — aX — b admet deux racines réelles distinctes vy et ry. Les
deux suites (r7)nen et (15 )nen forment alors une base de E, . En particulier, pour
tout (un)neN € Eap -

I, x) €ER? VneN,  w, = A7 4 dord.

2.Si A =0, alors X? — aX — b admet une racine double réelle ro. Les deux
suites (1{)nen €t (n X r§)nen forment alors une base de E, . En particulier, si

(un)nEN € Ea,b .

(A, X) €C%, VREN,  u, = (A + Xon)rd

3. SiA <0, alors X2 — aX — b admet deux racines non réelles pe™. Les deux suites
(p" cos(nB))nen et (p" sin(nb))nen forment alors une base de E, . En particulier,

si (un)nEN € Ea,b :

(A1, Ag) € C2, Vn € N, up, = p"(A1 cos(nh) + Ao sin(nh)).

DEMONSTRATION.

1. Identique a la démonstration du théoréme précédente mais avec K = R au lieu de C.

2. ldentique a la démonstration du théoréme précédente mais avec K = R au lieu de C.

3. Puisque pe'? est racine de X2 —aX — b, on a (pel?)? — a(pe'?) — b = 0 donc, pour

tout n € N, . ' '
(pele)nJr? _ a(pela)nJrl _ b(pele)n —0.

En prenant la partie réelle, on obtient que (p" cos(nf))nen appartient a E, ;. En
prenant la partie imaginaire, on obtient que (p" sin(nf)),cn appartient a E, ;. Ces
deux suites ne sont pas proportionnelles donc forment une famille libre. Elles forment
une famille libre 3 2 éléments dans un espace vectoriel de dimension 2 donc forment
une base. O
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Cette proposition est totale-
ment intuitive. La dimension
est une maniére de quantifier
la notion de « taille » d’un
espace vectoriel. Si un es-
pace vectoriel est inclus dans
un autre, il a une « taille »
plus petite, et ils ont la
méme « taille » si et seule-
ment s'ils sont égaux (en-
core une fois, si l'un est in-

clus dans I'autre).

Il Sous-espaces vectoriels et dimension

1) Dimension d’un sous-espace vectoriel

rProposition. Supposons que FE soit de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel
de E. Alors F est de dimension finie. De plus dim(F) < dim(F) avec égalité si et
| seulement si F' = E.

DEMONSTRATION.

O]

Corollaire. Supposons que E soit de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E. Alors F = G si et seulement si F' C G et dim(F') = dim(G).

DEMONSTRATION. |l suffit d’appliquer le théoréme précédent avec F = G puisque F
est alors un sous-espace vectoriel de |'espace vectoriel G. O

Remarques :

e Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E de dimension finie.

e Supposons 3 présent que F est de dimension 3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Sa dimension est alors égale a 0, 1, 2 ou 3.

* Si dim(F') =0, alors F' = {0}.
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* Si dim(F') = 1, alors on vient de voir que F' est une droite vectorielle de E.
* Si dim(F') = 2, alors on vient de voir que F' est un plan vectoriel de E.
* Si dim(F) =3, alors E = F.

Et on montre de méme que

seuls sous-espaces vectoriels En particulier, on vient de montrer le résultat admis dans le chapitre 28, a savoir :
de K” sont {0}, les droites les seuls sous-espaces vectoriels de K3 sont {0}, les droites vectorielles, les plans
vectorielles et KZ. vectoriels et K3,

2) Somme de sous-espaces vectoriels en dimension finie
a) Existence et dimension d’un supplémentaire en dimension finie

On rappelle (cf. chapitre 28) que, si F' et G deux sous-espaces vectoriels de E' admettant
des bases B et A, alors la concaténation de A et B¢ (que I'on note Br U B par
abus de notation) est une base de F' @ G si et seulement si ils sont en somme directe.

% Théoreme. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E qui sont de dimension
n'est pas forcément de di-

finie et en somme directe. Alors F & G est de dimension finie et
mension finie.

dim(F & G) = dim(F) + dim(G).

DEMONSTRATION. Puisque F' et G admettent des bases % et B et qu'ils sont en
somme directe, leur concaténation est une base de ' @ GG. On en déduit que F & G est
de dimension finie. Par ailleurs

dim(F & G) = card(Br U Bg) = card(Br) + card(%Br) = dim(F) + dim(G). O

Théoreme (existence de supplémentaires en dimension finie). Supposons que E
soit de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F' de E admet un supplémentaire
dans E, c'est-a-dire, il existe un sous-espace vectoriel de G de E tel que E = F & G.

II'n'y a pas unicité du supplé-

mentaire de ' mais on sait

qu'’il est nécessairement de

dimension n — dim(F). DEMONSTRATION.

On en déduit que :

Proposition. Supposons que E soit de dimension finie. Soient F' un sous-espace
vectoriel de E' et G un supplémentaire de F'. Alors dim(F') + dim(G) = dim(E).

Cependant, la réciproque est fausse : si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F/
et si dim(E) + dim(F') = dim(FE), alors F' et G ne sont pas forcément supplémentaires :

H

Il faut une condition supplémentaire que I'on verra dans le paragraphe suivant.
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%ous sommes a présent en

mesure de prouver le ré-
sultat admis dans le pa-
ragraphe IV.1 du chapitre
28, a savoir que si Fy et
F> sont deux plans vecto-
riels distincts dans K2, alors
L+ B = K3, Puisque Fi
et F> sont distincts, alors
FrNnF, C Fi et donc
dim(F1 N F2) < 2 ie.
dim(F1 N Fy) < 1. D'apres
la formule de Grassmann,

d1m(F1 —|— FQ)
>2+2-1=3.

Or, Fy + F> est in-
clus  dans K3 donc
dim(F1 + F») = 3, si bien
que Fy + F = K3,

Remarque : Les résultats précédents nous fournissent une méthode pour trouver un

supplémentaire d'un sous-espace vectoriel F' de F :

e On cherche une base (ej,...,e,) de F. On sait alors que dim(F) = p et qu'un
supplémentaire de F' (il en existe forcément au moins un) dans E sera de dimension
n—p.

e On recherche alors n — p vecteurs epy1,...e, de E qui complétent (eq,...,e;,) en
une base de E. On s'aide souvent de bases canoniques.

e On en déduit que G = Vect(epy1,...e,) est un supplémentaire de F' dans E par
théoréme de concaténation des bases.

Exemple : On cherche un supplémentaire de F' = {P € K4[X]|P(1) = P'(1) = 0}
dans K4[X].

b) Dimension d’'une somme quelconque en dimension finie

Théoréeme (formule de Grassmann). Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de
dimension finie de E. Alors le sous-espace vectoriel I' + G est de dimension finie et

dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).

.

DEMONSTRATION.
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Ona F+ G = H + G mais
on ne peut absolument pas
en déduire que F' = G'!

Le point 2 est le critére que
I'on utilise le plus souvent
pour montrer que

E=F®dG.

O

(Théoreme. Supposons que E soit de dimension finie. Soient F' et G deux sous—espaces‘
vectoriels de E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. E=F@&dG,
2. dim(F) = dim(F) + dim(G) et FNG = {0},
3. dim(F) = dim(F) +dim(G) et F+ G =E.

DEMONSTRATION.

O

Exemple : Soit H un plan vectoriel de K3. Si x € K3\ H, alors Vect(z) ® H = K3. En
effet :

3) Rang d’une famille de vecteurs

Définition (rang d’une famille de vecteurs). Soit p € N*. Soit (x1,...,xp,) une
famille de p vecteurs d'un K-espace vectoriel E. On appelle rang de cette famille, et
on note rg(x1,...,xp), la dimension du sous-espace vectoriel Vect(z1, ..., xp).
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%us verrons dans le cha-

pitre de codage matriciel le
rang d'une matrice et le lien
avec la notion de rang d'une
famille de vecteurs. Notam-
ment nous verrons une mé-
thode pour déterminer le
rang d'une famille de vec-
teurs (avec la méthode du
pivot de Gauss).

Remarque : Le sous espace vectoriel Vect(z1, ..., z)) est bien de dimension finie puisqu'il
est engendré par la famille (z1,...,2,) qui contient un nombre fini de vecteurs.

-

Proposition. Soit p € N*. Soit (x1,...,x,) une famille de vecteurs de E. Notons r)
son rang. Nous avons :

1. r < p avec égalité si et seulement si la famille est libre.
Supposons de plus que E est de dimension finie n € N*. Alors

2. r < n avec égalité si et seulement si la famille engendre E.

3. r =n = p si et seulement si la famille est une base de £

DEMONSTRATION.

Remarque : On retiendra notamment que, si £ est de dimension finie et (21,...,2))
est une famille de vecteurs de F,

rg(z1,...,2p) < min (dim(E),p).

[Proposition. Soit (z1, .. .,&p) une famille de vecteurs de E. Soient k € [1,p] et)
(y1,--.,yk) une famille obtenue en appliquant une succession finie d’opérations élémen-
taires sur (z1,...,xp) et en enlevant des vecteurs nuls ou qui sont des combinaisons
linéaires des autres. Alors

rg (Y1, - - Uk) = 18(T1, -+ -, Tp).

. J

DEMONSTRATION. Découle du fait que, si on effectue une opérations élémentaire sur
une famille de vecteurs (échanger deux vecteurs, multiplier I'un des vecteurs par un
scalaire non nul ou ajouter a I'un des vecteurs un autre vecteur de la famille multiplié
par un scalaire), alors le sous-espace qu'elle engendre est inchangé (cf. chapitre 28). [

Corollaire. Le rang d’une famille finie de vecteurs est le maximum des cardinaux de
ses sous familles libres.

Dans la pratique, pour trouver le rang d'une famille, on enléve des vecteurs nuls ou
qui sont des combinaisons linéaires des autres (en s'aidant éventuellement d’opérations
élémentaires) jusqu'a ce qu’on obtienne une famille libre.

Exemple : Donnons-nous 1 = (1,2,—1), x2 = (4,5,5), 3 = (2,1, 7), x4 (7 8,11)
des vecteurs K3. On sait déja que rg(xl, 72,73, 74) < min(dim(K3), 4)

e Onaxy=x1+ 22 + 23 donc rg(w1, T2, 3, 74) = rg(T1, T2, 73).

e On axy =2x; + x3 donc rg(xy, o, x3,x4) = rg(x1,23).

e 11 et w3 ne sont pas colinéaires donc la famille (x1,xz3) est libre et donc le rang de
(z1,x3) est égal au nombre de vecteurs de cette famille, c’est-a-dire 2.

Finalement rg(x1, x2, x3,x4) = 2.
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Autrement dit, une applica-
tion linéaire de E dans F
est entierement définie par la
donnée des images des vec-

teurs d'une base de E.

Ces
existent et sont bien définis

endomorphismes
d'aprées le théoreme de
caractérisation par |'image
dans le

d'une base vu

chapitre 29.

Le théoreme ci-dessous ne
dit PAS que si u €
ZL(E,F) et si dim(E) <
dim(F) alors u est injective
(prendre I'application nulle).
Par contre, si u € Z(E, F)
et si dim(F) > dim(F),
alors on peut affirmer que
u n'est pas injective. On
pourra méme étre plus pré-
cis et donner la dimension
du noyau : cf. paragraphe
111.3.

I1l  Applications linéaires en dimension finie

1) Image d’une famille de vecteurs par une application linéaire

Reformulons le théoréme montré dans le chapitre 29 :

(Théoreme (caractérisation par I'image d’une base). Supposons que E soit de)
dimension finie n € N* et soit (eq,...,e,) une base de E. Donnons-nous (v, ... ,v,)
une famille de vecteurs de F'. Alors il existe une unique application linéaire f de E
dans F telle que, pour tout i € [1,n], f(e;) = v;. Il s’agit de I'application

n n
f;gp:E xieiEEi—)E TiU;.
i=1 i=1

De plus
1. f est injective si et seulement si (vi,...,v,) est une famille libre de F.

2. f est surjective si et seulement si (v1,...,vy,) est une famille génératrice de F'.

3. f est un isomorphisme si et seulement si (vy,...,v,) est une base de F'.

Montrons un résultat admis dans le chapitre 29 :

~

rProposition. Supposons que E soit de dimension finie n > 2. Alors I'anneau £ (E)
| est non commutatif.

)

DEMONSTRATION. Soit (e, €2, . ..
u et v définis par

, €r,) une base de E. Considérons les endomorphismes

u(er) = ey, u(eg) = —es et  Vke([3;n], wu(ex)=0.

v(er) = eq, v(ez) = e; et Vk e [3;n], wv(ex)=0.
On a alors uowv(e;) = u(ez) = —eg et vou(e;) = v(er) = ez. Mais ez # 0 donc
ey # —eg donc vou # uow. O

Théoreme. Supposons que E et F' soient de dimension finie
1. Ju e Z(E,F) injective <= dim(F) > dim(FE).

2. Ju e Z(E, F) surjective <= dim(F') < dim(FE).

3. Ju e Z(E,F) bijective <= dim(F) = dim(FE).

DEMONSTRATION. Notons n = dim(E) et p = dim(F'). Soient (eq, ...
de E et (fi,..., fp) une base de F'.

,€r) une base
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Ces deux corollaires peuvent
se montrer directement : si
(e1,...,en) est une base de
E, alors on vérifie que les
applications

n
x:inei = (1, .., Tn)
=il

est un isomorphisme de E
dans K" et

n
xTr= E xT;e; —r
=il

T

Tn

est un isomorphisme de E
dans M, 1(K).

2) Isomorphismes en dimension finie

On rappelle que deux espaces vectoriels E et F' sont dits isomorphes si il existe un
isomorphisme de I'un dans I'autre. |l découle du point 3 du théoréme précédent que :

Théoréme. Deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et seulement
s'ils ont la méme dimension.

[Corollaire. Tout K-espace vectoriel E de dimension finie n > 1 est isomorphe a K". ]

DEMONSTRATION. Le K-espace vectoriel K™ est de dimension n donc il est isomorphe
a F d’aprés la proposition précédente. O

Corollaire. Tout K-espace vectoriel E de dimension finie n > 1 est isomorphe a
M, 1(K).

DEMONSTRATION. Le K-espace vectoriel M,, ;(K) est de dimension n x 1 donc il est
isomorphe a E d’apres |la proposition précédente. O

Remarques :

e On peut donc parfois faire un abus de langage et « identifier » deux espaces vectoriels
de méme dimension finie, puisqu'ils sont isomorphes. Par exemple :

* on peut identifier un élément = = (z1,...,z,) € K" a I'élément
T

X = € M, 1(K),

)

Tn

* on peut identifier M1 (K) a R, ce qui permet de dire (par exemple) que si X et Y
appartiennent a3 M,, 1(K) alors XY € K (alors que c’est un élément de M;(K)).

e Ce théoréme fournit également un moyen pratique de donner la dimension d’un espace
vectoriel qu'on a « devinée » grace aux degrés de liberté de ses éléments : il suffit
d’'exhiber un isomorphisme entre cet espace et un espace vectoriel dont on connait la
dimension (typiquement : K").

Théoréeme. Supposons que E et F soient de dimension finie Soit f € £ (E, F). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est un isomorphisme de E sur F'.

2. f transforme toute base de E en une base de F.

3. f transforme une base de E en une base de F

J

DEMONSTRATION. L'implication 1 = 2 est le troisiéme point du théoréme de caractéri-
sation par I'image d'une base. L'implication 2 = 3 est immédiate.

Montrons |'implication 3 = 1. Soit f une application linéaire de F dans F' qui transforme
une certaine base (e1,...,e,) de E en une base (v1,...,v,) de F. Le théoréme de
caractérisation par |'image d'une base entraine alors que f est uniquement déterminée
et, puisque (v1,...,vy) est une base, il s’ensuit que f est un isomorphisme. O
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%ors FE et I’ ont la méme

dimension.

Proposition. Supposons que E et F' soient de dimension finie. Soit f un isomorphisme
de E dans F. Soit p € N*. Si (v1,...,v,) est une famille de vecteurs de E, alors

krg(m, 000 7Up) = rg(f(vl), °00g f(vp))

DEMONSTRATION.

3) Rang d’une application linéaire

a) Application linéaire de rang fini

Définition (application linéaire de rang fini). On dit qu’une application linéaire
f de E dans F est de rang fini lorsque Im(f) est de dimension finie. On note alors

a(f) = dim(Tm(f)).
Exemple : Notons f : P € K[X] — P'(0)X + P(0).

[Proposition. Soit f € ZL(E,F). Nous avons rg(f) = 0 si et seulement si f est
I'application nulle.

DEMONSTRATION. Nous avons rg(f) = dim(Im(f)) = 0 si et seulement si Im(f) = {0}
si et seulement si, pour tout = € E, f(z) = 0. O

rProposition. Soit f € Z(E,F). Si E est de dimension finie, alors f est de rang fini.
On arg(f) < dim(F) avec égalité si et seulement si f est injective.

De plus, en notant (ey, ..., ey) une base de E, rg(f) est aussi le rang de la famille de

| vecteurs (f(er),-.., f(en)).

DEMONSTRATION.
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Une fois de plus Il'unicité
est équivalente a |'existence

dans ce cadre.

En dimension finie, une seule
des deux égalités suffit, mais
en général, il faut les deux

égalités.

O

rProposition. Supposons que F' soit de dimension finie. Soit £ (E, F') une application
de rang fini. Alors f est surjective si et seulement si rg(f) = dim(F).

DEMONSTRATION. On a Im(f) C F et, par hypothése, Im(f) et F sont de dimen-
sion finie. Alors f est surjective si et seulement si Im(f) = F si et seulement si

rg(f) = dim(F). O

Remarque : Si E et F sont de dimension finie, puisque Im(f) est un sous-espace
vectoriel de F', on a de plus

rg(f) < min (dim(E), dim(F)).

Exemple : Soit f : (z,y,2) € K3 — (z + 2z, —y,y + 2,2 + 2) € K% Il s'agit d'une
application linéaire de K® dans K*. On sait rg(f) < min(3,4) =3. On a
rg(f) =1g (£(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1))

rg ((1,1,0,1),(0,-1,1,0),(1,0,1,1))
rg ((17 170a ]-)a (O, _17 17 O))

car (1,0,1,1) = (1,1,0,1) + (0,—1,1,0). Comme (1,1,0,1) et (0,—1,1,0) sont non
colinéaires, ils forment une famille libre donc rg(f) = 2.

b) Applications linéaires entre espaces vectoriels de mémes dimensions finies

Théoréeme. Supposons que E et F soient de méme dimension finie. Soit f € £ (E, F).
Alors :

f injective = f surjective S f bijective.

DEMONSTRATION. Les propositions du paragraphe précédent assurent tour a tour que
f est injective si et seulement si rg(f) = dim(FE) si et seulement si rg(f) = dim(F’) si
et seulement si f est surjective. O

Corollaire. Supposons que E soit de dimension finie. Soit f € £ (E). Alors :

f bijective — f injective — f surjective.

Remarque : Ce résultat est particuliérement remarquable : pour un endomorphisme (ou
plus généralement pour une application linéaire entre espaces de méme dimension), le
fait que O admette Op pour unique antécédent (ce qui garantit I'injectivité) garantit
que tout élément de F' admet un unique antécédent. Réciproquement, |'existence d'un
antécédent pour tout vecteur de F' entraine automatiquement que celui-ci est unique
(mais on utilise moins souvent ce résultat dans ce sens).

Corollaire. On suppose que E et F' sont de méme dimension finie. Soit f € £ (FE, F).
S'il existe g € L(F, E) tel que fog=1Idp ou go f =1dg, alors f est un isomorphisme
etg=fL
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DEMONSTRATION.

Exemples :

e Revisitions les polynémes d'interpolation de Lagrange vus dans le chapitre 21.

On rappelle que

1< 41T W
i
e L’application f : P —— P — 2P’ est un endomorphisme (je vous laisse le vérifier) de
K[X]. Montrer que c'est un automorphisme.
WMthode s retenir pour prous & K[X] n’est pas de dimension finie donc on peut peut pas simplement montrer

ver la surjectivité de certains que [ est injectif!
endomorphisme f de K[X] :
e On montre que f est un
endomorphisme de K[X].

e On montre que f est in-
jective.

e On montre que, pour tous
n € Net P € K,[X],
f(P) € K,[X]. On conclut
que f induit un endomor-
phisme de K, [X] et le note,

par exemple, fn...
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N

e On dit que f, est encore
injectif et on conclut que fy,
est alors bijectif.

e On se donne @ € K[X].
On dit qu'il existe n €
N tel que Q@ € K,[X].
La surjectivité de f,, assure
qu'il existe P € K,[X] tel
que Q = fn(X) et donc
Q = f(X). On conclut que
f est surjective.

e On conclut que f est bi-

jective.

Pour appliquer le théoreme
du rang, E (I'espace de dé-
part) doit étre de dimension
finie, mais F' (I'espace d'arri-
vée) peut étre de dimension

infinie.

c) Le théoréme du rang

Théoréme (forme géométrique du théoréme du rang). Soit f € Z(E,F). On
suppose que Ker(f) admet un supplémentaire S dans E. Alors f induit un isomorphisme
de S sur Im(f).

Remarque : On ne suppose pas que E soit de dimension finie donc I'existence de S
n'est garantie par aucun théoréme du cours.

DEMONSTRATION.

O

[ Théoreme (du rang). Soit f € Z(E, F). Si E est de dimension finie, alors \
rg(f) + dim(Ker(f)) = dim(E).

Autrement dit :
L dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(E). J
DEMONSTRATION.

O
Remarques :

e D’apres le théoreme du rang, rg(f) = dim(F) — dim Ker(f). De maniére imagée :
« la taille de I'image est égale a la taille de I'ensemble de départ, moins la taille de ce
qu'on perd en |'envoyant sur 0 ».

e En particulier, une application linéaire ne peut que « contracter » son ensemble de
définition, I'image est « plus petite » que I'ensemble de départ. Attention, les dessins
qui suivent sont peu rigoureux !
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Dans le meilleur des cas (quand dim Ker(f) = 0, c’est-a-dire quand f est injective),
I'image est « de méme taille que I'espace de départ ».

b
v
=
=

e Le théoréme du rang permet de retrouver le fait que f est injective si et seulement si
rg(f) = dim(FE).
o & On a dim(Im(f)) 4+ dim(Ker(f)) = dim(E) mais cela ne permet EN AUCUN
CAS de conclure que Im(f) @ Ker(f) = E. En effet :
* Déja, a priori, Im(f) n'est pas inclus dans E (mais dans F' qui n'a en général
aucun rapport avec E).
* Méme si Im(f) C E (c'est par exemple le cas si f est un endomorphisme), alors
Im(f) @ Ker(f) = E si et seulement si Im(f) N Ker(f) = {0}, ce qui n'a aucune
raison d'étre le cas en général.

Exemples :

e Reprenons I'exemple de I'application linéaire
filzy2) e K (z+2,2—y,y+2z,2+2) e KL

Donnons-nous (z,y,z) € K3 On a (x,y9,2) € Ker(f) si et seulement
f(z,y,2) = (0,0,0,0) si et seulement z +z =2 —y=y+z=x+2=0si
et seulement si z = —x et y = x si et seulement si (x,y,z) = z(1,1,—1).
Par conséquent Ker(f) = Vect((1,1,—1)) et donc dim(Ker(f)) = 1. Comme K3
est de dimension finie, le théoréme du rang nous permet de retrouver que rg(f) =
dim(F) — dim(Ker(f)) =3—-1=2.

e Soit n € N*. On souhaite résoudre I'équation X P' = P d'inconnue P € K, [X].
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Ce résultat est valable méme

en dimension infinie.

On voit que ce résultat de-
meure si u est seulement
supposée surjective et v
seulement supposée injec-
tive. On voit aussi que les
inclusions

Ker(f) C Ker(vo f)
et Im(f ow) C Im(f) sont

valables si u et v ne sont ni

injectives, ni surjectives.

e Soit n € N*. Montrons que, pour tout Q € K,[X], il existe P € K,+1[X] tel que
Q(X) = P(X +1) - P(X).

d) Rang d’une composition d’applications linéaires

On a déja vu plus haut que le rang d'une famille finie de vecteurs était invariant par
passage a un isomorphisme. Nous allons montrer qu'il est en de méme pour le rang d'une
application linéaire.

Soient E’ et I’ des K-espaces vectoriels. Commencons par un lemme :

[Lemme. Soient f e ZEF). Soient u e Z(FE',FE) etv € Z(F,F') des isomor-
phismes. Alors Ker(v o f) = Ker(f) et Im(f ou) = Im(f).

DEMONSTRATION.

O

[Théoreme. Supposons que E soit de dimension finie. Soient f € £ (E, F). Soient
u€ L(E'E)etve Z(F,F") des isomorphismes. Alors rg(vo f) = rg(fou) = rg(f).
Autrement dit le rang d’'une application linéaire est invariant par composition par un
kisomorphisme, a gauche comme a droite.
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Ce résultat est vrai égale-

ment en dimension infinie.

Ce résultat est intuitif :

U‘I n'est rien d'autre
m (u)

que |'application v appliquée
a un élément qui est dans
I'image de wu. Par consé-
quent, pour annuler v|1m(u),
il faut étre a la fois une
image de u et annuler v,
donc étre dans Ker(v) N
Im(u), et pour étre dans
I'image de U‘Im(u), il faut
étre I'image, par v, d'un élé-
ment qui est déja une image
par u, donc étre une image

par v o u.

Ainsi, quand on compose, le

rang ne peut que diminuer.

DEMONSTRATION.

O

Cependant, en pratique, on compose trés souvent par des applications linéaires non
bijectives : le résultat précédent ne s'applique donc plus. Siu € Z(E, F) etv € Z(F,QG),
un moyen simple et trés souvent utile de donner des informations sur vowu est d’appliquer
le théoreme du rang a la restriction

Im(u)

U‘Im(u) : { T

Commencons par un lemme.

— G
—

v(z)

[Lemme. Soient u ¢ Z(E,F) etve ZL(F,G). Alors

Ker (U‘Im(u)> = Ker(v) N Im(u) et Im (U‘Im(u)> = Im(vou).

DEMONSTRATION.

Si u est de dimension finie, le théoréme du rang appliqué a U}Im(u) devient donc

& [l faut absolument savoir redémontrer ce dernier résultat (ainsi que le lemme)!

rProposition. Supposons que E et F' soient de dimension finie. Soient u € £ (E, F) et

veZL(F,G). Alors rg(v o u) < min(rg(u),rg(v)).

\

DEMONSTRATION.

O
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Donnons un dernier exemple d'application de cette méthode.

Exemple : Supposons que E est de dimension finie. Soit f € £ (E). Montrer que
dim(Ker(f)) < dim (Ker (f2)) < 2dim(Ker(f)).

Techniquement le lemme
n'est pas au programme
donc il faudrait le redémon-

trer (ce qui est facile!).

IV Formes linéaires et hyperplans

Dans les deux premiers paragraphes, E est de dimension quelconque.

1) Formes linéaires

[Définition. Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K. ]
Exemples :
e Si(ay,...,an) € K", alors
) K" — K
L (X1, Tn) —> a1x1+ -+ apxy

est une forme linéaire, c'est-a-dire que toute application de K" dans K qui renvoie
une combinaison linéaire des coordonnées est une forme linéaire.

On verra dans la suite qu'en
dimension finie, toute forme
linéaire peut étre mise sous e SiE=RR et xo € R, alors

cette forbrre) (dans une base o { E — R
convenable). :
fo= f(=@o)

est une forme linéaire appelée en x.
e Si E=%°R,R), alors

F — R
P !
;o /O f(ydt

est une forme linéaire, par linéarité de I'intégrale.
o S5i E = My, (K), alors

E — K
n

7Y M= (migiy — Y mig
=1

est une forme linéaire appelée trace.
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Répétons que, dans ce para-
graphe et le suivant, E n'est
pas forcément de dimension

finie.

Il ne faut pas oublier de pré-
ciser « non nulles ». La plu-
part du temps, il est inutile
de le prouver, mais parfois,
ce n'est pas si simple (cf.
chapitre 38). Dans I'exemple
ci-contre, c'est immédiat :
si on note f la fonction
constante égale a 1, alors
e1(f) = p2(f) = 1 donc ¢y
et 2 sont bien non nulles.

Proposition/Définition (Formes coordonnées). Soit % = (e;)ic; une base de E.|
Pour tout x € E, il existe donc une unique famille 3 support fini (x;);cr (les coordonnées

de x dans la base A) telle que x = Z xie;. Pour tout i € I, I'application
i€l

3

o - EFE — K
r +— X;

est une forme linéaire, appelée i*™¢ forme coordonnée relativement a la base 4.

J

DEMONSTRATION. Les applications e¥, ¢ € I, sont bien définies puisque tout vecteur

7

de E admet des uniques coordonnées. Elles sont bien a valeurs dans K. Enfin ce sont des
applications linéaires. En effet, pour tous x = inei, y= Zyiei dans E et A € K,

i€l el
onalx+y= Z()\a:z + yi)e; et donc
i€l
Viel, e;( Az +y) = Az +yi = Nej(x) + €5 (y). O
[Proposition. Une forme linéaire est soit nulle soit surjective. ]

DEMONSTRATION. Soit ¢ € Z(E,K) une forme linéaire. On a Im(p) C K donc
dimIm(y) < dim(K) = 1.

e Sirg(p) =0, alors ¢ est I'application nulle.
e Sirg(p) =1, alors Im(p) = K et donc ¢ est surjective. O

2) Hyperplans

[Définition. Un hyperplan de E est le noyau d’'une forme linéaire non nulle. ]

/Olf(t)dt = o}

Alors Hy et Hy sont des hyperplans de E car sont respectivement les noyaux des formes

Exemples : Notons E = €°(R,R) puis

Hi={feE|[0)=0} et sz{feE

1
linéaires non nulles vy : f —— f(0) et oo : f — / f(t)de.
0

(Théoreme (Caractérisation géométrique des hyperplans). Un sous-espace vectoriel
H de E est un hyperplan de E si et seulement s'il existe a € E non nul (n'appartenant
pas a H) tel que E = H @ Vect(a). En d'autres termes, un hyperplan est un sous-espace

kvectorie/ de E qui admet un supplémentaire de dimension 1.

DEMONSTRATION.
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Exemples :
e Dans R3 :
Vect(a)

RN

e Dans E = €°(R,R), les hyperplans

Hi={fcE|f(0)=0} et ng{feE‘/Olf(t)dt:O}

admettent comme supplémentaire I'ensemble des fonctions constantes (cf exercice __
du chapitre 29), qui est de dimension 1.

Remarque : Supposons que H soit un hyperplan de dimension finie. Alors, comme il
existe a # 0 tel que E = H @ Vect(a), E est de dimension finie. Par contraposée, si F
est de dimension infinie, alors tout hyperplan est de dimension infini.

Proposition. Soit H un hyperplan de E. Alors :

La différence avec le résul-
tat précédent est qu'on peut Vb ¢ H, H® Vect(b) =F

prendre n'importe quel élé-

ment qui n'appartient pas DEMONSTRATION. Découle de la proposition précédente : a était un élément quelconque
5. qui n'était pas dans H donc tout élément qui n’est pas dans H convient. O
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L'espace .Z(E,K) est aussi
noté E* et est appelé le dual
de E (et la base (ef,...,en)
est appelée base duale de
(e1,...,€n)). On vient de
montrer qu'il est de dimen-
sion n. Il est donc isomorphe
a E. Ce n'est plus forcément
le cas si E est de dimension

infinie.

[Proposition. Soient @ et 1) deux formes linéaires non nulles. Alors elles sont propor-
tionnelles si et seulement si elles ont le méme noyau.

DEMONSTRATION.

O
3) Formes linéaires et hyperplans en dimension finie
Dans ce paragraphe, on suppose que E est de dimension finie.
a) Formes coordonnées et équation d’un hyperplan en dimension finie
Soit # = (ey,...,ey) une base de E. Dés lors, pour tout = € E, il existe une unique
n

famille (z1,...,x,) de scalaires tels que x = Za;iei. Pour tout ¢ € [[1;n], on rappelle

que |'application i=1
* F — R
e
E x — X

est une forme linéaire, appelée i*™¢ forme linéaire cordonnée relativement a la base %.

*

Proposition. La famille (e7, ..., e}) est une base de £ (FE,K), I'espace vectoriel des
| formes linéaires sur E.

DEMONSTRATION.

O
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Cela prouve qu'une forme li-
néaire en dimension finie est
une fonction qui renvoie une
combinaison linéaire des co-
ordonnées de chaque vecteur
(dans la base choisie au dé-

part).

rProposition. Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement s'il)
existe ay, . ..,a, € K non tous nuls tels que H soit d’équation

a1+ +oapz, =0

d’inconnue x € E sont les coordonnées dans la base % sont (x1,...,xy).

. J

Remarques :

e Quand on dit que a1z + - - - + anx, = 0 est une équation de H, cela signifie que H
n

est |'ensemble des vecteurs x = Z:ciei € F tels que ayz1 + -+ + apz, = 0.
i=1
e En d’'autres termes, en dimension finie, un ensemble est un hyperplan de FE si et
seulement s'il admet comme équation une équation linéaire en les coordonnées de z.

Par exemple, un hyperplan de R3 est un sous-espace vectoriel dont I'équation est
axy +bre+cxs = 0 avec a, b, ¢ non tous nuls et d'inconnue x = (1, x2,23) € R3.

DEMONSTRATION. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Alors H est un hyperplan si et
seulement si H est le noyau d'une forme linéaire non nulle . Or, toute forme linéaire non
nulle s'écrit de facon unique comme combinaison linéaire avec des coefficients non tous
nuls de €], ..., e} (car elles forment une base de .Z(F,K)) donc H est un hyperplan si
et seulement s'il existe a1, ..., a, non tous nuls tels que H soit le noyau de

o x> ajel(z)+ - +anepy(x) = oz + - - + any,
ce qui est le résultat voulu. O

& Il n'y a pas unicité de I'équation d'un hyperplan. En effet, on a déja prouvé au
paragraphe V.2 que deux formes linéaires ont méme noyau (c'est-a-dire définissent le
méme hyperplan) si et seulement si elles sont proportionnelles. Ainsi, un hyperplan admet
une infinité d’'équations (dans une base donnée), toutes proportionnelles les unes aux
autres.

Par exemple, les deux équations x +y + 2z = 0 et 2x + 2y + 4z = 0 définissent le
méme hyperplan de R>.

b) Dimension d’un hyperplan

Théoreme. On suppose que E est de dimension finie n > 2. Un sous-espace vectoriel
H de E est un hyperplan si et seulement si dim(H) =n — 1.

DEMONSTRATION. Soit H un sous-espace vectoriel de E. Notons p = dim(H). Puisque
E est de dimension finie, H admet un supplémentaire. De plus tous les supplémentaires
ont la méme dimension égale 3 n — p. Dés lors dim(H) = n — 1 si et seulement si
H admet un supplémentaire de dimension 1 si et seulement si H est un hyperplan
(cf. paragraphe IV.2). O

Exemple :
e En dimension 2, les hyperplans sont exactement les droites vectorielles.

e En dimension 3, les hyperplans sont exactement les plans vectoriels.

c) Intersection d’hyperplans en dimension finie et systémes d’équations

Supposons toujours que E est de dimension n > 2. Commencons par traiter le cas
particulier de deux hyperplans H et K distincts de E. Montrons que dim(HNK) = n—2.
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Il faut connaitre les deux

preuves.

De facon alternative
puisque H et K sont
distincts, il existe a € K
tel que a ¢ H et donc
H & Vect(a) = E. Mais
Vect(a) C K donc

E = H+Vect(a) C H+K
et donc E = H+ K. On

conclut avec la formule de

Grassmann.

i

HNK

Voyons deux méthodes différentes

e Méthode 1 (avec la formule de Grassmann).

e Méthode 2 (avec le théoréeme du rang).

Ce résultat se généralise :

Théoreme. On suppose que E est de dimension finie n > 2. Soit m € [1;n].

e [’intersection de m hyperplans est de dimension au moins égale a n — m.

e Réciproquement, tout sous-espace de E de dimension n — m est |'intersection de m

hyperplans.
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Comme ci-dessus, I'idée est :
« quand on intersecte avec
un hyperplan, on peut
perdre jusqu'a une dimen-
sion ». Ce n'est pas auto-
matique, par exemple si on
prend plusieurs fois le méme
hyperplan. Mais, dans tous
les cas, on ne peut pas « des-
cendre plus » que de 1 a
chaque nouvelle intersection.
Par exemple, I'intersection
de 3 hyperplans en dimen-
sion 9 est de dimension au

moins 6.

L'ensemble des solutions
n'est pas forcément de di-
mension n.—m, par exemple
si la troisieme équation est la

somme des deux premiéres.

On vient de prouver la vali-
dité de ce qu'on a fait dans
le chapitre 28 : quand on
a deux équations indépen-
dantes dans R3, on obtient
une droite vectorielle, quand
on a une équation, on ob-
tient un plan vectoriel. De
plus, tout sous-espace vec-
toriel de K™ s'écrit a I'aide
d’une ou de plusieurs équa-

tions de ce type.

DEMONSTRATION.

O

Remarque : Il découle des résultats précédents que I'ensemble des solutions d'un systéme
homogene a m équations et n inconnues est un espace vectoriel de dimension au moins
n —m et, réciproquement, qu'un sous-espace vectoriel de FZ de dimension n — m peut
étre décrit a I'aide d'un systeme de m équations a n inconnues :

a11r1 + oaioxe 4+ -0+ T, = 0

ag1r1 + aQgors + -+ agpr, = 0
(S)

am,1T1 + 22 + -+ Qualny = 0

En particulier

e les droites vectorielles de R? (n = 2, m = 1) admettent une équation de la forme
ax + by = 0 avec a et b non tous nuls.

e Les plans vectoriels de R3 (n = 3, m = 1) admettent une équation de la forme
ax + by + cz = 0 avec a, b, ¢ non tous nuls.

e Les droites vectorielles de R? (n = 3, m = 2) peuvent &tre décrits a I'aide de deux
équations du type ax + by + cz = 0 avec a, b, ¢ non tous nuls.

Par exemple, le systéme

décrit une droite vectorielle.
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