Attention renumérotation : dans les chapitres 1 3 30, ce présent chapitre était référencé sous le numéro 31.

Chapitre 33

Dénombrement

Dénombrer un ensemble fini consiste a déterminer son cardinal, c’est-a-dire a compter le
nombre d'éléments de cet ensemble. L'objectif de ce chapitre est de présenter quelques
élements de dénombrement qui seront utiles aux calculs de probabilités dans les chapitres
suivants (dans les situations dites « d'équiprobabilité »). Conformément au programme,
nous nous contenterons d'une notion intuitive du cardinal d'un ensemble et nous admettrons
certaines propriétés particulierement intuitives

I Cardinal d’'un ensemble fini

1) Ensemble fini et cardinal

Définition. On dit qu’un ensemble E est fini s'il contient un nombre fini d'éléments. Le
nombre d'éléments d’'un ensemble fini est appelé son cardinal et noté card(FE), |E| ou

4E.

Remarque : Cette définition est trés peu rigoureuse puisqu’elle tourne en rond concernant
le terme « fini ». La « vraie » définition est la suivante : on dit qu'un ensemble E est fini
si E = & (auquel cas son cardinal est nul) ou bien s'il existe n € N* tel que E et [1;n]
sont en bijection. L'entier n est alors unique et appelé le cardinal de F.

Exemples :
e card(@) =0, card({0}) = 1, card([1;6]) = 6.

e L'ensemble {R;I;C;H;E;L;I;E;U} = {R;I;C;H; E;L;U} contient 7 éléments
donc le cardinal de {R;I;C;H;E;L;I;E;U} est 7.

2) Opérations sur les ensembles finis

Théoréme. Soient A et B deux ensembles finis disjoints. Alors AU B est fini et

card(A U B) = card(A) + card(B).

Par récurrence :

[Théoreme (cardinal d’une union disjointe). Soitn € N* et Ay, ..., A, des ensembles]

n
finis et deux a deux disjoints. Alors U A; est fini et

=1
card U A | = Z card(4;).
i=1 i=1

(Théoreme (cardinal d’un produit cartésien). Soitn € N* et Ey, ..., E,, des ensembles)
finis. Alors le produit cartésien F1 X --- x E, est fini et

card(Ey X -+ X Ey) = Hcard(Ei).
i=1

En particulier, si E est un ensemble fini, E™ est fini et card(E™) = (card(E))"™.

J

Exemple : card(([1;6])%) = 62 = 36 : il y a 36 résultats possibles lorsqu'on lance deux
dés (distinguables) a 6 faces.

La branche des mathéma-
tiques consistant a faire du
dénombrement s’appelle la

combinatoire.

Ces propriétés admises ont
été montrées dans le para-
graphe IV.2 (qui est hors-
programme mais instructif)
du chapitre 15.

Rappelons que, par conven-
tion, lorsqu’on décrit un

ensemble par extension,
chaque élément n'y figure
qu'une seule fois. Se donner
[1;n]
revient a écrire F sous la
{z1;.. 520},
x;, © € [1;n], étant tous
dit

cela revient a numéroter les

une bijection de
forme les
Autrement

distincts.

éléments de .

N

Il existe une formule pour
I"'union d'ensembles finis non
nécessairement disjoints ap-
pelée formule du crible.
Celle-ci est hors programme
(sauf dans le cas ot n = 2)
mais fait I'objet d'un exer-
cice de la feuille de TD as-

sociée.
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3) Parties d’un ensemble fini

[Théoreme (cardinal d’une partie). Soit E un ensemble fini. Toute partie A de E est|
finie et card(A) < card(F), avec égalité si et seulement si A = E.

J

Corollaire. Une intersection d'ensembles dont I'un (au moins) est fini est un ensemble
fini.

J

DEMONSTRATION. Soit (A;);er une famille d’ensembles indexée par un ensemble I non

vide. Supposons qu'il existe ig € I tel que A;, est fini. Puisque I'intersection ﬂAi est
incluse dans A;,, elle est finie d'aprés le théoréme précédent. icl O

Proposition. Soient A et B deux parties d’'un ensemble fini E. Alors
1. card(B\A) = card(B) — card(AN B).

2. card(A) = card(E) — card(A).

DEMONSTRATION. Le premier découle du fait que B s'écrit comme |'union disjointe de
B\ A et de AN B. Pour le deuxiéme, on applique le premier avec B = E. O

rProposition (formule de Poincaré). Soient A et B deux ensembles finis. Alors AU B
et AN B sont finis et

card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A N B).

.

DEMONSTRATION.

O]

Exemple : Lors du mariage de Amy et Sheldon, on sait que 121 invités connaissent Amy,
108 connaissent Sheldon et 81 connaissent les deux a la fois. Sachant que chaque invité
connait au moins le marié ou la mariée, combien y a-t-il d'invités en tout ?

Remarques :

e Comme on |'a dit plus haut, cette formule se généralise a une union quelconque mais
elle est hors-programme. Le cas d'union de trois ensembles s'obtient facilement en
appliquant plusieurs fois la formule de Poincaré :

La encore c'est intuitif : pour
compter les éléments d'une
union de deux ensembles,
on ajoute les éléments de
chaque ensemble mais on
retranche les éléments qui
sont communs aux deux en-
sembles (car on les a comp-

tés en double).
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e |l découle de la formule de Poincaré que, si A et B sont finis, alors A U B est finie et
card(AU B) < card(A) 4 card(B). Par récurrence, on obtient que : pour tout n € N*
n

et pour tous ensembles A1,..., A, finis, U Ay est fini et
k=1

n
card (U Ak> < anrd(Ak).
k=1 k=1
De plus il y a égalité si et seulement si I'union est disjointe.

4) Applications entre deux ensembles finis

Théoreme. Soient E et F' deux ensembles finis.
o |l existe f : E — F injective si et seulement si card(FE) < card(F).
o |l existe f : E — F surjective si et seulement si card(E) > card(F').

o |l existe f : E — F bijective si et seulement si card(E) = card(F).

Remarques :

e Ce théoréme est trés intuitif une fois de plus. Il se voit trés bien sur des patatoides :

7/ f
[,
E E E
F F F

f injective f surjective f bijective

o & Ce théoreme ne dit PAS que si f : E — F et si card(F) < card(F) alors f est
injective. Il ne dit pas que, si card(F) < card(E) alors f est surjective. Et il ne dit pas
que, si card(F') = card(FE) alors f est bijective. |l suffit de considérer une application
constante pour s'en convaincre.

e Pour faire du dénombrement, on utilisera surtout le sens direct de ce théoréme que I'on
peut reformuler ainsi : soit E et I’ des ensembles finiset f: E — F. Alors :
* Si f est injective, alors card(FE) < card(F).
* Si f est surjective, alors card(FE) > card(F).
* Si f est bijective, alors card(E) = card(F).

On peut méme généraliser ce théoréme :

Théoréme. Soient E et F deux ensembles. Soit f : E — F.

e Si f est injective et F est fini, alors E est fini et card(E) < card(F).
o Si f est surjective et E est fini, alors F' est fini et card(E) > card(F).
o Si f est bijective et E est fini, alors F' est fini et card(E) = card(F).

La contraposée du premier point devient :

Théoréme (principe des tiroirs de Dirichlet — version abstraite). Soient E et F'
des ensembles avec F fini. Si E est infini ou si E est fini avec card(F) > card(F'), alors
il n'existe pas d’injection de E dans F'.

Dire qu'il n'existe pas d'injection de £ dans F', signifie que, si f est une fonction de F
dans F, alors il existe un élément de F' qui admet (au moins) deux antécédents.

C’est faux pour une union
infinie d'ensembles finis. Par
exemple

N=[J{k}.

keN

Ce théoreme est aussi
prouvé dans le paragraphe

IV.2 du chapitre 15.

Ainsi, un moyen simple de
prouver que deux ensembles
finis ont le méme cardinal
consiste a exhiber une bijec-
tion entre eux (mais |'utili-
sation de bijections dans les
problemes de dénombrement
n'est pas un attendu du pro-

gramme).
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On en déduit une reformulation qui donne son nom au principe : soit n € N*. Si on range
n + 1 (ou plus) chaussettes dans n tiroirs, alors il existe au moins un tiroir qui contient
deux chaussettes (ou plus).

& Pour terminer ce paragraphe, insistons sur le fait que card(F) = card(F') n'entraine
pas que toute application de f de E dans F' est bijective. On a toutefois le résultat
fondamental suivant :

Théoréme. Soient F et F' deux ensembles finis de méme cardinal et soit f : E — F.
Alors :
f est injective <= f est surjective <= f est bijective

E E

F F
f ni surjective ni injective f bijective

Remarques :

e En particulier, si f va d'un ensemble fini dans lui-méme, elle est injective si et seulement
si elle est surjective, si et seulement si elle est bijective.

e En général, la preuve de I'injectivité d'une application est accessible. C'est la surjectivité
qui est plus difficile. Si f est une application entre deux ensembles finis de méme
cardinal, il suffit de prouver I'injectivité et la surjectivité (et donc la bijectivité) en
découle.

Il Les grands principes de dénombrement

1) Principe bijectif
Pour dénombrer un ensemble fini, une premiére méthode est d'exhiber une bijection entre

cet ensemble et un ensemble que I'on sait dénombrer.

Exemple : Soit n € N*. Combien y a-t-il de mots de n lettres (ayant un sens ou non)
utilisant I'alphabet latin (a 26 lettres) ?

respectifs p et n. Alors card(F¥) = (card(F))4(E) | c’est-a-dire il y a nP fonctions de
| £ dans F.

DEMONSTRATION.

%iantes :

e si m chaussettes doivent
étre rangées dans n tiroirs,
alors il existe au moins un
tiroir qui contient au moins

mi| ..

— | éléments.

7’L. . . .y, 7
e si une infinité de chaus-
settes doivent étre ran-
gées dans n tiroirs, alors
il existe au moins un tiroir
qui contient une infinité de

chaussettes

Ce résultat est faux si les en-
sembles de départ et d'arri-
vée ne sont pas de méme car-
dinal, notamment lorsqu'ils
sont infinis... comme on I'a
vu de nombreuses fois cette

année.

Dans ces deux exemples, on
« code » le probleme de dé-
nombrement par des listes.
C'est ce que I'on va faire la
plupart du temps (cf. para-
graphe III).

Théoréme. Soient (p,n) € (N*)2. Soient E et F deux ensembles finis de cardinaux %
ous verrons d'autres dé-

monstrations de ces deux
théorémes dans le para-
graphe 1.3 qui utilisent le
principe multiplicatif et qui
sont davantage dans I'esprit

du programme.
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[Théoreme. Soit n € N. Soit E un ensemble fini 3 n éléments. Alors card(Z(FE)) = 2",
c'est-a-dire il y a 2™ parties de E.

DEMONSTRATION.

O]

Toutefois, citons le programme : ['utilisation systématique de bijections dans les
problémes de dénombrement n'est pas un attendu du programme.

Aussi, dans la pratique, nous allons plutét compter par caractérisation (ce qui revient a
utiliser le principe bijectif sans construire explicitement la bijection) : nous allons chercher
ce qui caractérise entierement un élément de I'ensemble que I'on veut dénombrer.

Dans I'exemple et les deux théorémes ci-dessus, cela consiste a dire qu’un mot de n
lettres est entiérement caractérisé par la donnée des n lettres qui le constitue, qu’une
fonction de E dans F' est entiérement caractérisé par la donné des images des n éléments
de E par cette fonction, qu'une partie de E est entierement caractérisée par |'indicatrice
de cette partie.

Exemple : Soit E un ensemble a n éléments. Combien y a-t-il de couples de E dont les
deux coordonnées sont égales 7 Un tel couple est entiérement caractérisé par la donnée de
la premiére coordonnée (puisque la deuxieme lui est égale). Il y a donc n possibilités donc
il y an tels couples.

2) Principe additif

Le principe additif repose sur le fait que le cardinal d'une union disjointe est la somme
des cardinaux. Il est trés intuitif : pour compter le nombre d'objets dans une collection
d’'objets, on peut faire n tas, compter le nombre d'objets dans chaque tas, puis sommer les
nombres obtenus. Plus généralement :

Principe additif : si pour dénombrer un certain ensemble fini (c'est-a-dire compter le
nombre de facons de choisir un élément de cet ensemble), on peut effectuer un choix
parmi r; possibilités ou bien un autre choix parmi ro possibilités ou bien un autre
choix parmi r3 possibilités, etc. ou bien enfin un autre choix parmi r, possibilités, alors
I'ensemble contient 1 + 179 4+ r3 + -+ + 1, éléments

Exemples :

e Sion a3 bonbons rouges et 7 bonbons bleus, alors on a 3+ 7 = 10 bonbons.

e Soit n € N*. Combien y a-t-il de couples de [[1;n] dont la premiére coordonnée est
strictement inférieure a la seconde ?

Rigoureusement, cela vient
du fait que ¢ : z — (z,x)
est une bijection de E dans
I'’ensemble des couples d'élé-
ments de E dont les deux

coordonnées sont égales.

N

« ... ou bien ... » se dit aussi
« soit... soit... ». Il s’agit
dans les deux cas d'un ou

exclusif.

Car choisir un bonbon
consiste a choisir un rouge
(3 possibilités) ou bien un
bleu (7 possibilités).
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e Pour tout n € N*, notons u,, le nombre de facons de paver un damier de taille n x 2
avec des dominos de taille 1 x 2. On cherche a déterminer u,, pour tout n € N*. Faisons
un dessin pour de petites valeurs den :
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3) Principe multiplicatif

Le principe multiplicatif repose sur le résultat théorique suivant :

Lemme (des bergers). Soient E et F' deux ensembles finis et f : E — F' surjective.
Soit k € N*. Si tout élément de F' admet exactement k antécédents par f, alors
card(E) = k x card(F).

DEMONSTRATION.

O

Exemple : Soit E un ensemble fini de cardinal n > 2. Notons Cg I'ensemble des couples
d’éléments distincts de E. La fonction

f{ CE — F
| (r1,22) — a1

est surjective (en effet, pour tout x € E, comme card(E) > 2, il existe ' € E\{x} et on
a f(z,2') = z) et, pour tout x € E, les antécédents de x par f sont exactement de la forme

(x,2') avec 2/ € E\{x}. Un antécédent de x est donc entiérement déterminé par sa
seconde coordonnée qui est un élément de E distincts de x. Par conséquent x admet n — 1
antécédents par f. Le lemme des bergers entraine que card(Cg) = (n — 1) x card(E) : il
y an(n — 1) couples d'éléments distincts de E.

Mais le programme demande de restreindre |'usage des bijections pour faire du dénombre-
ment. On transforme donc |'énoncé du lemme des bergers de la facon suivante : si pour
dénombrer un ensemble fini E (c'est-a-dire compter le nombre de facons de choisir un
élément de E), on peut effectuer un premier choix parmi n possibilités puis un second
choix parmi k possibilités (ce nombre k étant indépendant du premier choix), alors E est
de cardinal kn. En effet ce procédé de choix successifs consiste a construire une fonction
surjective de F dans un ensemble F' a n éléments (I'ensemble des n possibilités du premier
choix) ayant chacun k antécédents (I'ensemble des k possibilités, aprés avoir effectué le
premier choix).

Si un berger a n moutons
(non amputés), alors il a 4n
pattes de mouton dans son

troupeau.
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Reprenons 'exemple ci-dessus avec cette nouvelle formulation : pour dénombrer I'en-
semble des couples d'éléments distincts de E, on commence par choisir la premiere
coordonnée x parmi les n éléments de E (il y an possibilités) puis la seconde coordonnée
parmi les n — 1 éléments de E qui ne sont pas x. Il y a donc n(n — 1) possibilités en
tout et donc il y a n(n — 1) couples d'éléments distincts de E.

Cette facon de procéder s'appelle le principe multiplicatif. Il se généralise ainsi :

Principe multiplicatif : si pour dénombrer un ensemble fini, on peut effectuer une %

succession de n € N* choix ayant respectivement 71, ..., r, possibilités (sous entendu les Ce sont les nombres qui

nombres r1, ..., 7, ne dépendent pas des choix effectués), alors cet ensemble contient sont indépendants et non

71 X T9 X +++ X 1, possibilités. les possibilités a chaque
choix.

Exemples :

e Sion a 3 sac contenant chacun 7 bonbons, alors on a 3 x 7 = 21 bonbons. Car choisir un  bonbon

e En France, a tout véhicule est attribué un numéro d’immatriculation (SIV) formé de  consiste a choisir un sac (3
sept caractéres alphanumériques : deux lettres, un tiret, trois chiffres, un tiret et deux  possibilités) puis un bonbon
lettres (par exemple KZ-119-EP). Les lettres interdites sont I, O et U (car elles sont  dans le sac choisi (7 possi-
trop ressemblantes avec 1, 0 et V' respectivement). La série de chiffres 000 est interdite,  bilités). Le nombre de possi-
ainsi que la série de lettres S'S. Enfin la série WW est interdite pour le bloc de gauche  bilités une fois le sac choisi
(elle correspond aux immatriculations provisoires). Combien y a-t-il d’immatriculations  est bien indépendant du sac
possibles ? choisi (mais le bonbon choi-

sir dépend a priori du sac

choisi).

e Autre démonstration du fait que le cardinal de F¥ est card(F)®(E) jorsque E et F
sont finis :

e Autre démonstration du fait que le cardinal de 2 (E) est 2*"4(E) Jorsque F est fini :

e Autre démonstration du fait que, si E1, . .., E, sont des ensembles finis, alors le cardinal
de By x -+ x E, est le produit card(E7) x - -+ x card(E},) :
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Dans le principe multiplicatif, il faut bien qu'il y ait indépendance des nombres de
possibilités dans les choix successifs.

Reprenons I'exemple du paragraphe précédent avec le nombre de couples de de [1;n]
dont la premiére coordonnée est strictement inférieure a la seconde. On a trouvé qu'il

n(n —1)
2

principe multiplicatif.

y en avait en utilisant le principe additif. On pourrait étre tenté d'utiliser le

* Une mauvaise maniére de procéder : on choisit la premiére coordonnée (il y a n
possibilités) puis la seconde mais, probléeme : le nombre de possibilités dépend du
premier choix (si on a choisi 1, il y an — 1 possibilités pour la deuxiéme coordonnée
mais il n'y en a que 1 si on a choisin — 1 en premier).

* Une bonne maniére de procéder :

I1l Listes et combinaisons

Dans ce paragraphe, p et n désignent des entiers naturels non nuls.

1) p-listes

Définition. On appelle p-liste d'éléments de E toute famille de p éléments de E, c'est-a-
dire tout élément de EP.

Remarque : Dans une famille, contrairement 3 un ensemble, I'ordre des éléments compte
et on peut avoir plusieurs fois le méme élément.

Par exemple (1,1,5) et (1,5,1) sont deux 3-listes distinctes de [1;6].

Les p-listes sont utilisés en probabilité pour modéliser des tirages successifs et avec
remise.

Par exemple, si on tire successivement et avec remise p boules dans une urne contenant
n boules numérotées de 1 a n, alors les numéros des boules tirées forment une p-liste
d'éléments de [1;n].

Il découle de la formule du cardinal d’un produit cartésien d'ensembles finis que :

Théoréme. Sicard(E) = n, alors card(EP) = nP. Autrement dit, il y a n? p-listes dans
un ensemble a n éléments.

Exemples :

e Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10. On effectue 4 tirages successifs
avec remise et on note les numéros obtenus. Le nombre total de tirages possibles est le
nombre de 4-uplets d'éléments de [[1;10], c’est-a-dire 10* = 10000.

o Il y a 63 =216 résultats possibles lorsqu’on effectue trois lancers successifs d'un dé a 6
faces.

Cet exemple illustre le prin-
cipe de double comptage
qui consiste a dénombrer
un ensemble de deux fa-
cons différentes pour obte-
nir une formule. Nous I'uti-
liserons plusieurs fois dans
les prochains paragraphes,
notamment pour compter
le nombre de combinaisons
(dont I'exemple ci-contre est

un cas particulier).

Une p-liste d’éléments de E
est tout simplement un p-
uplet d'éléments de E. Le
terme liste est un vocabu-

laire utilisé surtout en dé-

nombrement.

Retenons que pour
construire un  p-uplet
d'éléments de E, il y a

n choix pour le premier
élément, puis n choix pour
le deuxieme, n choix pour
le troisieme, etc. donc il y

P

anXxXxnx-:--Xn=mn

p-uplets d'éléments de FE.
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2) p-listes d’élément distincts
a) Nombre de p-listes d’élément distincts

Intéressons-nous maintenant aux p-listes d'éléments distincts d'un ensemble E a n éléments.
On a alors forcément p < n car il ne peut pas y avoir dans une telle liste plus d'éléments
distincts qu'il n'y a d'éléments dans E. L'ordre compte toujours comme dans le paragraphe
précédent.

Par exemple (2,4,5) et (5,2,4) sont deux 3-listes distinctes d’éléments distincts
de [1;6].

Remarque : Les p-listes d'éléments distincts sont utilisés en probabilité pour modéliser
des tirages successifs et sans remise.

Par exemple, si on tire successivement et sans remise p boules dans une urne contenant
n boules numérotées de 1 a n, alors les numéros des boules tirées forment une p-liste
d'éléments distincts de [1;n].

|
Théoréme. Sip < n, alorsilyan(n—1)(n—2)...(n—p+1) = % p-listes
n —p)!

d’'éléments distincts d’'un ensemble de cardinal n.

DEMONSTRATION. Il'y a n choix pour le premier élément de la liste, puis, indépendamment
de ce premier choix, il y a n — 1 choix pour le deuxieéme (on ne peut pas répéter le premier
élément choisi), puis n — 2 choix pour le troisiéme (on ne peut pas répéter les deux premiers
éléments choisis), etc. et enfin n — p + 1 choix pour le p™me. D’apreés principe multiplicatif,

ilyadoncn(n—1)(n—2)...(n—p+1) = 7 p-uplets éléments distincts d'un

n!
_ (n—p)
ensemble a n éléments. O

Exemple : Huit nageurs s’affrontent lors d’une compétition. Combien y a-t-il de podiums
possibles ?

b) Nombre d’injections, nombre de permutations

Soient E et F' deux ensembles finis ayant respectivement p et n éléments. Notons E =
{z1;...;2p}. On avu dans le paragraphe I1.1 qu'une fonction f de E dans F' est entiérement
caractérisée par la donnée des images de z1,...,x,. Autrement dit f est entierement
caractérisée par la p-liste (f(z1),..., f(zp)) d'éléments de F. On retrouve donc le fait
que card(F¥) = nP.

Si p > n, il n'y a pas d'injections de E dans F. Si p < n, alors une injection f de E
dans F est entierement caractérisée par la p-liste (f(x1),..., f(zp)) d'éléments distincts
de F'. On en déduit que :

( \

(n —p)!

Théoréme. Sip < n, alorsilyan(n—1)(n—2)...(n—p+1) = injections

d’un ensemble a p éléments dans un ensemble a n éléments.
&

(Définition. Soit E un ensemble fini non vide. On appelle permutation de E toute bijection]|
\de E dans lui-méme.

J

Remarques :
e On parle parfois de permutation pour un ensemble infini mais c'est plus rare.

e L'ensemble des permutations de E est noté Sg. Lorsque E = [1;n], on note S,, au
lieu de S et on parle de groupe symétrique (cf. chapitre 36).

%e p-liste d’'éléments dis-

tincts de E est aussi appelée

p-arrangements de E.

Le nombre de p-listes
d'éléments distincts est
parfois noté AP (mais

cette notation n’est pas au
programme)... avec un A
comme arrangement (autre
terme pour désigner une

liste d'élément distincts).

%oisir une injection de

E = {z;...
choisir f(z1) dans F' (n pos-
sibilités), puis f(z2) dans F’
(n — 1 possibilités puisqu’on

;Tp} revient a

ne peut plus choisir f(z1)),
etc. On conclut avec prin-
cipe multiplicatif une fois de

plus.
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e Se donner une permutation d'un ensemble E revient a ordonner/ranger/classer les
éléments de I'ensemble E. En effet :

* Si F = {x1;...;2,} et o est une permutation de FE, alors on peut ranger les
éléments de E via o en mettant, pour tout i € [1;n], o(z;) en i position.

* Réciproquement, en rangeant les éléments de E dans un certain ordre : ;,, Ti,, - - - , T,
on construit une permutation o par : pour tout k € [1;n], o(zy) = x;, .

e Une permutation de E est une injection de E dans E (puisque E est fini une application

de E dans E est injective si et seulement si elle est bijective). Puisque, pour tout

n! n! )
n € N*, n—n) =0 = n!, on obtient :
n—n)! !

Théoreme. Il y a n! permutations d'un ensemble a n éléments, c’est-a-dire n! facons de
ranger n éléments.

Exemples :

e |l y a3l =6 facons d’'ordonner les nombres 3,5,7 :
(3,5,7), (3,7,5), (53,7), (57,3 (7,3,5) et (7,5,3).
e [l y 44! facons de classer les éléves de la MPSI2.

e On a choisi au préalable 60 chansons. Il y 60! playlists possibles avec ces 60 chansons. On a 60! ~ 8,32 x 10°. Le

nombre d'atomes dans I'uni-

[Corollaire. Le groupe symétrique S, est de cardinal n!. ] vers est de I'ordre de 107

3) Combinaisons
a) Nombre de combinaisons

Lorsque I'on choisit des éléments distincts d'un ensemble fini E et que I'ordre compte,
on utilise des p-listes. Mais que faire lorsque I'ordre n'a pas d’importance? Et bien on
utilise plutét des parties de E. En effet, par convention, dans la notation par extension
d’'un ensemble, un élément ne peut apparaitre qu'au plus une fois et I'ordre ne compte pas.

Par exemple, {1;1;5} = {1;5} = {5;1}.

Définition. Soit k € N. On appelle combinaison de k éléments (ou k-combinaisons) d’'un
ensemble fini E toute partie de E de cardinal k.

Remarque : Les combinaisons de &k éléments de E sont utilisés en probabilité pour modéliser
des tirages simultanés.

Par exemple, si on tire simultanément k boules (forcément distincts) dans une urne
contenant n boules numérotées de 1 a n, alors les numéros des boules tirées forment
une combinaison d'éléments de [1;n].

Théoreme. Soit k € [0;n]. Il y a (Z) combinaisons de k éléments d'un ensemble a n

éléments. Bien siir, il n'existe pas de

parties de E contenant plus
d’'éléments que E et encore
moins de parties contenant

un nombre négatif d'élé-

DEMONSTRATION. ments... Cela explique la
. n
convention que el = 0

lorsque £ > n ou k < 0, vue

dans le chapitre 7.
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-

. : n 3.8 1%
Corollaire. Pour tout k € [0;n], il y a exactement < > facons de choisir k éléments
k Par exemple, il y a

(distincts et sans ordre) d'un ensemble a n éléments.
|-

<5>_ 5L_120_

, . . 14 _— N T 3121 12
DEMONSTRATION. Choisir k& éléments distincts sans ordre dans un ensemble F a n gy s 1
éléments revient exactement a choisir la partie de E dont les éléments sont les éléments  combinaisons de 3 éléments
en question. [J ' de E={1;3;5;7;9}:

{1;3;5}, {1;3;7},
WEGR S R
e Combien y a-t-il d’anagrammes (ayant un sens ou non) du mot MILLEFEUILLE ? Une {1;5:9},  {1;7;9},

{3:5: 7}, {3:5;9},
telle anagramme est un mot de 12 lettres. (790 {5700

Exemples :

e Soient E et I' deux parties finies de R ayant respectivement p et n éléments. Combien

Raisonnement classique
y a-t-il de fonctions strictement croissantes de E dans F' 7

choisir d'abord des objets

sans ordre (avec des combi-

naisons), puis les ordonner.

e On réalise n fois une expérience ou deux issues sont possibles : succés et échec. On
représente la répétition de ces expériences sous forme d’'un chemin dans un arbre binaire
constitué de montées (lorsqu'il y a succes) et de descentes (lorsqu'il y a échec). Pour
tout k € [0;n], un chemin a k succés est entiérement déterminé par les instants
auxquels ont lieu les succés (les autres instants donnant obligatoirement lieu a des
échecs). En d’autres termes, un chemin a k succeés est entiérement déterminé par la
partie a k éléments de [[1;n] formée des instants auxquels ont lieu des succés.

Par exemple, si E = {0;2;4;6;8}, alors :

— La combinaison {0;2;8} est codée par le chemin

Sur cet exemple, n = 3 et

k=2.1ly a bien <Z> =3

chemins avec 2 succes.
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— Le chemin

code la combinaison {2;8}.

7 . n . 7 . \ Ve JoRT
Par conséquent, il y a i chemins réalisant p succés pour n répétitions dans un arbre

n
binaire. Autrement dit il y a ( k> facons d’obtenir k succés parmi n réalisations.

e Combien y a-t-il de mots de 7 lettres (ayant un sens ou non) contenant 4 consonnes et Whe erreur classique est

3 voyelles 7 de répondre 20%63. Ce se-
rait la bonne réponse si les
consonnes étaient toutes au
début du mot. lci il faut
compter toutes les facons de
placer 4 consonnes dans un

mot de 7 lettres.

e Combien y a-t-il de mains de 5 cartes (d'un jeu classique de 52 cartes) contenant deux

paires ?

* Raisonnement faux : on choisit la valeur commune des 2 cartes d'une paire (il y ' pans une main d'un jeu de
a 13 possibilités) puis la valeur commune des 2 cartes d’une autre paire (il y a 12 e e e GET e [BEE.
possibilités puisqu’on ne peut plus reprendre la méme valeur que la paire précédente...
sinon on aurait un carré et non pas deux paires), puis la couleur des 4 cartes choisies
et enfin on choisit la derniére carte. Le probléme est qu’on a introduit un ordre : il y
a une premiére paire et une seconde paire.

* Bon raisonnement :

b) Revisitons les propriétés des coefficients binomiaux

L'objectif de ce paragraphe est de redémontrer les propriétés des coefficients binomiaux
vus dans le chapitre 7 mais avec des techniques combinatoires. Soit k € [0;n].

e L'ensemble E est la seule partie de E de cardinal n donc (Z) =1.

e Les parties de £/ a un seul élément sont les singletons. Il y en a n si bien que <1> =n.

e Choisir k éléments de E revient exactement a considérer une partie a n — k éléments
de E et a prendre tous les éléments qui n'y sont pas. D'ol (Z) = (n ﬁ k)

e Formule du chef. Supposons que k& > 1.
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e Formule de Pascal. Supposons que £ < n — 1.

e Formule du binbme de Newton. Soient a et b des complexes. Remarquons que
(a 4+ b)™ n'est rien d’'autre que I'écriture condensée de

(a+b)x---x(a+Db)

n fois

En développant, on obtient une somme de 2" termes dont chacun est un produit obtenu
en prenant exactement un a ou un b par parenthése. En regroupant ces termes et

les écrivant avec des puissances, il s'agit de termes de la forme a*b’ avec k + ¢ = n.

Mais, pour tout k € [0;n], il y a (Z) facons d’obtenir k fois a (et on obtient
automatiquement n — k fois b), donc il y a <Z> termes de la forme a*b"~%. On en
déduit que

(a+b)" = kz_o <Z> akpk,

e Cardinal de I'’ensemble des parties.

On peut aussi en démontrer d'autres :

e Formule de Vandermonde. Soient m et n dans N* puis k € [0;n + m].

C’est de cette démonstra-
tion que cette formule tire
son nom. Rappelons que ce
n'est pas son nom officiel
dans le programme (elle n’en
a pas) donc prudence en
I'utilisant sur une copie de

concours.

On utilisera notamment la
formule de Vandermonde
dans le chapitre 35 pour dé-
montrer la stabilité des lois
binomiales de méme para-

métres.
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Si m < k, on ne peut
prendre qu'au maximum m
éléments du sac B donc on
prend au minimum k—m élé-

ments du sac A. Mais, avec

. m
la convention que el = 0

lorsque £ > m, on peut tout
de méme considérer ces pre-
miers cas qui n'existent pas
en fait. Idem si n < k, on
ne peut prendre qu’au maxi-
mum n éléments du sac A.

Mais, avec la convention que

(Z) = 0 lorsque k > n, on

peut tout de méme consi-

dérer ces derniers cas qui
n'existent pas en fait.

n+m F In m &
k = Z j b — j ’ En fait la somme commence

ak—msik>metfinitan
Un cas particulier classique : si k > n mais on peut la lais-
ser telle qu'elle vu la conven-
tion évoquée ci-dessus dans

la marge.

c) Exemple : chemins de Bernoulli

On munit le plan d'un repére orthonormé direct. Soient a, b, ¢, d des entiers tels que a < c.
On appelle chemin de Bernoulli de (a,b) a (¢, d) une ligne polygonale dans le plan joignant
le point de coordonnées (a,b) au point de coordonnées (¢, d) en ne faisant que des montées
(déplacements selon le vecteur (1,1)) et des descentes (déplacements selon le vecteur

On en a parlé plus haut :
(1,—1). Le chemin est alors constitué de n = ¢ — a pas.

les montées sont des suc-
L’exemple ci-dessous est un chemin allant de (0,0) a (n,k) avecn =20 et k = 2. Il cés et les descentes sont des
est constitué de deux montées successives, puis d’une descente, puis de trois montées  échecs, par exemple.
successives, puis de deux descentes successives, etc.

—

n, k)

—~~
=
(=)
S~—

§ 4

Dénombrons quelques chemins de Bernoulli particuliers.

e Soient n € N* et k € Z. Combien y a-t-il de chemins de Bernoulli allant de (0,0)

a (n,k)? Un tel chemin est totalement caractérisé par les instants ol il amorce une
montée (il amorce obligatoirement une descente aux autres instants).

Pour caractériser entiérement le chemin de I'exemple ci-dessus, il suffit de savoir
qu'il amorce une montée aux instants 0,1,3,4,5,8,13,16,17,18,19.
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I suffit donc de savoir a quels instants, entre 0 et n — 1 (ce qui fait n instants) il amorce
une montée. Notons m le nombre de montées, et d le nombre de descentes. On a bien
sir n =m + d et aussi kK = m — d. En effet, il termine sa course a I'altitude k et, pour

cela :

* il a effectué k montées de plus que de descentes lorsque k > 0 (k = m — d),

* il a effectué —k descentes de plus que de montées lorsque k < 0 (—k = d — m),

* il a effectué autant de montées que de descentes lorsque k = 0 (k = m — d).

k
Par conséquent m = % On en déduit deux choses :

* Sin+ k est impair (ce qui arrive quand n et k n'ont pas la méme parité), m n’est
pas entier, ce qui est absurde : il n'y a aucun chemin de (0,0) a (n, k).

* Sin+ k est pair, alors un tel chemin est entierement caractérisé par I'ensemble des

. . , , n+k )
instants ou il a amorcé une montée. Il y 3 m = ——— montées et n pas donc le

nombre de chemins de (0,0) a (n, k) est

e Combien y a-t-il de chemins de Bernoulli allant de (a,b) a (¢,d)?

n
n+k |-
2

2

Notons n = c—a et k = d — b. A tout chemin allant de (a,b) a (¢, d), on peut associer
(de maniere bijective) un chemin allant de (0,0) a (¢ — a,d — b) en translatant chaque
point du chemin d'un vecteur (—a, —b). Dés lors, par principe bijectif,

* Sic—aetd—>bn'ont pas la méme parité, il n'y a aucun chemin allant de (a,b) a

(c,d).

. : c—a
x Sinon, ily a | g a_p

2

> chemins allant de (a,b) a (¢, d).

e Soient n € N\{0; 1} et £ € N* ayant la méme parité que n. Combien y a-t-il de chemins
de Bernoulli allant de (0,0) a (n, k) sans toucher |'axe des abscisses ?

Pour commencer, remarquons qu'un tel chemin commence nécessairement pas une
montée. Il s’agit donc de compter le nombre de chemin allant de (1,1) a (n, k) sans
toucher |'axe des abscisses. Pour cela nous allons plutét compter le nombre de chemin
allant de (1,1) a (n, k) en touchant |'axe des abscisses.

Nous allons construire une bijection ¢ de I'ensemble des chemins allant de (1,1) a
(n, k) en touchant I'axe des abscisses sur I'ensemble des chemins allant de (1,—1) a
(n, k) de la facon suivante :

* Soit C' un chemin allant de (1,1) a (n, k) en touchant I'axe des abscisses. Notons
(r1,22,...,Tn_1,Ty) la liste des altitudes successives du chemin C' et posons
ip = min{i € [2;n — 1] |x; = 0}. Considérons alors ¢(C) le chemin démarrant
allant de (1,—1) a (n, k) dont les altitudes respectives sont

(*:El, —T2y ..

y —Lig—1, Oa Tig+1,--

. ,ﬂjn,]_,xn).

* Soit C" un chemin allant de (1,—1) a (n,k). Notons (yi1,ys,...

la liste des

altitudes

successives

du chemin

Cl

et

sy Yn—1, yn)
posons

ip = min{i € [2;n — 1] |y; = 0}. Considérons alors C' le chemin dont la liste

On pourrait se dire qu'un
chemin est tout aussi bien
caractérisé par |'ensemble
des instants ou il amorce une
descente. On trouve alors
que le nombre de chemins

()

ce qui est la méme chose
par symétrie des coefficients
binomiaux puisque

d=n—m.

%s précisément, ¢; = 1,

¢, = k et, pour tout
i € [2;n — 1], ¢; est I'al-

titude a l'instant ¢
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des altitudes successives est (—y1, —¥y2, ..., —Yig—1,0, Yig+1s - - - s Yn—1, Yn). Par dé-
finition y1 <0,y <O0,... s Yig—1 < 0 donc —y; > 0,—y2 > 0,..., —Yig—1 > 0 et
Yi, = 0. Dés lors C' est un chemin allant de (1,1) a (n, k) en touchant I'axe des
abscisses et ¢(C) = C'.

* |l est immédiat que ¢ est injective car ig est uniquement déterminée.

On en déduit qu'il y a autant de chemin allant de (1,1) a (n, k) en touchant |'axe des

—1
abscisses que de chemins allant de (1,—1) a (n,k). Il y en a donc (nﬁk(l)) et
2

1 n—1

Enfinily a (u»/i7x1) = (utx_,) chemins allant de (1,1) a (n, k) donc on en déduit
2 2

1)
que le nombre de chemins de Bernoulli allant de (0,0) a (n, k) sans toucher |'axe des

abscisses est
n—1 n—1
ntk 1)\ ntk |-
2 2

Terminons ce calcul en notant x = ”?H“ pour simplifier

<Z:D_<n;v:Rmf%b%wﬂ_ﬂéilT@!

St )

zl(n —x)!

:;<Z> (22 — n)
()

k

Ainsi, il y a — <n2k> chemins de Bernoulli allant de (0,0) a (n, k) sans toucher |'axe

n \ ntk
2

des abscisses.

Voyons une application de ce résultat, appelée théoréme du ballot : a la suite d'un
vote opposant deux candidats, quel est la probabilité que le vainqueur soit toujours
strictement en téte lors du dépouillement ?

* Notons a le nombre de votes pour le vainqueur et b le nombre de votes pour le
perdant. On peut représenter le dépouillement par un chemin de Bernoulli allant
de (0,0) a (a+b,a — b) de sorte que, pour tout i € [1;a + b], le i®m pas est une
montée si et seulement si le i*™ bulletin dépouillé porte sur le vainqueur.

* Le vainqueur est en téte tout au long du dépouillement si et seulement si le chemin

: . a—b{ a+b a—bfa+b
ne touche pas I'axe des abscisses. llyena ——( . ;| = :
a atbta—b
2

+b a+b a

b b
* En tout il y a (afbi_a_b) = <a+ > chemins de (0,0) a (a + b,a — b) sans
contraintes. 2 “

* Puisqu'il y a équiprobabilité entre tous les dépouillements possibles, la probabilité

+0b
Soient n € N*. Combien y a-t-il de chemins de Bernoulli allant de (0,0) a (2n,0)
restant strictement au dessus de |'axe des abscisses sauf en les instants 0 et 2n ?

.y a
est le rapport entre ces deux quantités : elle vaut donc
a

Un tel chemin finit nécessairement par une descente. Il y en a donc autant que de
chemins allant de (0,0) a (2n — 1,1) sans toucher |'axe des abscisses, a savoir

1 (2n—1\ 1 (2n—1\ _1(2(n—1)
o2n—1 w o —1 n "\ n—-1)

On en reparlera dans le pro-

chain chapitre.
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e Soient n € N*. Combien y a-t-il de chemins de Bernoulli allant de (0,0) a (2n,0) sans
?

descendre sous |'axe des abscisses (on appelle cela un chemin de Dyck)

Considérons un tel chemin. Si on lui ajoute une montée a l'instant —1, une descente a
I'instant 2n 4 1 et qu’on translate tous les points d'un vecteur (1, 1), on se retrouve
avec un chemin allant de (0,0) a (2n + 2,0) restant strictement au dessus de |'axe des
abscisses sauf en les instants 0 et 2n + 2. Cette association est bijective (ce que je vous
laisse démontrer, le dessin dans la marge aide a bien comprendre ce qui se passe) si

1 2
( n> chemins de Dyck allant de (0,0) a (2n,0).
n

bi "il
ien qu'il y a ]

4) Retour sur le nombre de tirages

Lorsque I'on veut choisir p éléments dans un ensemble E a n éléments (situation typique en
probabilités avec les tirages dans une urne notamment), il faut se poser les deux questions
suivantes : I'ordre compte-t-il 7 Peut-on avoir plusieurs fois le méme élément ?

Dans le cas avec ordre et avec répétitions, on modélise par des p-listes d'éléments de E.

Il'y a nP possibilités.
Dans le cas avec ordre et sans répétitions, on modélise par des p-listes d'éléments

distincts de E. Il y a

———— possibilités.
(n—p)!

Dans le cas sans ordre et sans répétitions, on modélise par des p-combinaisons. Il y a

<n> possibilités.
p

Le cas sans ordre et avec répétitions n'est pas au programme mais c’'est un exercice
classique. Disons que E = {x1;...,2,}.

Par exemple, combien y a-t-il de tirages de 10 éléments de [[1 ;6] sans ordre et avec
répétitions ?

C’est typiquement la situa-
tion que l'on rencontre si
on dispose de mn poches
dans lesquelles on veut pla-
cer p objets indistinguables
(comme des piéces, d’ou
les ronds). C'est comme si
chaque poche était numéro-
tée de 1 a n et qu'on as-
socie a chaque piéce le nu-
méro de la poche dans la-
quelle on la place. On ren-
contrera d'autres situations
analogues dans la feuille

d’exercices.
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