Attention renumérotation : dans les chapitres 1 3 30, ce présent chapitre était référencé sous le numéro 35.

Chapitre 32

Codage matriciel

On a vu dans les chapitres d’algébre linéaire que de nombreux problémes passent par la
résolution d'un systéme linéaire. Or ceux-ci peuvent se résoudre en se ramenant a une
matrice. Par ailleurs on a aussi vu que les matrices carrées et les endomorphismes ont des
propriétés tres similaires. Dans ce chapitre, nous allons étudier plus précisément les liens
entre les matrices et les applications linéaires.

Notons K = R ou C comme d’habitude. Dans ce chapitre, n et p désignent deux entiers

naturels non nuls.

Pour tout m € N*, on identifiera/confondra K™ et M,,, 1 (K). C'est-a-dire que I'on pourra
T

écrire tout vecteur z = (x1,...,2,,) sous la forme X = et vice versa.

T
| Représentation matricielle

Dans ce paragraphe, sauf mention du contraire, £ désigne un K-espace vectoriel de
dimension finie p muni d'une base % = (e1,...,ep,) et F' un espace vectoriel de dimension
finie n muni d'une base &' = (¢},...,€).

1) Matrice d’une famille de vecteurs en dimension finie

Définition (matrice d’un vecteur). Soit v € E. Notons x1,...,x, les coordonnées de
P Z1
x dans la base A, c'est-a-dire x = Zmiei € E. La matrice colonne est appelée
=1
(2 xp
matrice du vecteur x dans la base % et notée Mat ().
Exemples :
Définition (matrice d’une famille de vecteurs). Soit k € N*. Soit (x1,...,zk)
une famille de k vecteurs de E. Pour tout j € [1;k], notons x1 j,...,xp; sont les
P
coordonnées de x; dans la base &, c'est-a-dire x; = Z x; je;. La matrice
i=1
Z1,1 X1,2 T,k
T2,1 T22 T2,k
L | € Mpr(K)
Tp1 Tp2 Tp,k

est appelée matrice de la famille de vecteurs (x1,..
k1\/[atgg(:L‘1,...,xk).

.,T) dans . On la note

J

On se place dans le cadre
du programme une fois de
plus mais les résultats de ce
chapitre restent vrais si K

est un corps quelconque.

On a vu dans le chapitre
31 que

(331,...,.13m) —

Tm

est un isomorphisme de K™

dans M1 (K).

On note aussi X g ou encore
X s'il n'y a aucune ambi-

guité.

La premiére colonne code le
premier vecteur, la deuxieme
le deuxiéme vecteurs, etc.
Pour tout (i,5) € [1;p] x
[1;k], le coefficient d’indice
(i,7) de la matrice est la z*me

coordonnée de z;.
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Remarques :

e Si Xq,..., X} désignent les matrices des vecteurs x1, ...,z dans la base 4, alors Le nombre de lignes est Ia

dimension de |'espace et le
Matg (a1, ..., x1) = (X1|X2\--.}Xk).

nombre de colonne est le

. nombre de vecteurs.
Si # = (x1,...,x), on note encore Mat »(.%).

e On précise souvent en haut des colonnes le nom des vecteurs et a droite des lignes le
noms des vecteurs de la base :

iy xTo e Tl

r11 X122 oo T1k\ €1

T21 X22 ... T2k | €2
Matg(zy,...,z5) = ) ) ) _

Ip,1 Tp,2 N prc €p

e Lorsque £ = K" ou K;,,[X] ou M,, 4(K) pour certains m et g dans N* et lorsque

2% désigne la base canonique sur E, alors on dit que Matg(x1,...,zk) est la matrice
canoniquement associée aux vecteurs (x1,...,Zg).
Exemples :

e La matrice de la famille ((1,0,4, 7),(2,-3,-1,-6),(1,0,0, —5)) dans la base cano-
nique de R* est

0 3
0 0
e On suppose que la matrice 7 2 4 | désigne la matrice coniquement associée a
0
0 83

une famille (P, Q, R) de R4[X]. On a alors

La base doit bien étre précisée. Si on avait plutét pris la base
(1,2X,3X2%,4X3,5X* + 1), on aurait eu

Si on change I'ordre des vecteurs de la base, cela change le codage aussi. Si on
avait pris la base (X,1, X2, X3, X*), on aurait eu

& L’espace de départ (dont la dimension est le nombre de lignes) doit bien étre
précisé. Si on avait pris plutét R® au lieu de R4[X] et la base canonique de R?, cette
matrice aurait été celle de

. 2 —4 -6 1 0 -1 10 .
oSo:entA—<O 0>,B—<0 1>,C—<0 2>et.‘D—<O 5)desmatr/ces

de T,H(K) qui est un espace vectoriel de dimension 3  dont
#B = (E11,E12, E22) est une base. La matrice de la famille (A, B,C, D) dans la
base A est
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On voit sur les exemples précédents que I'on arrive facilement a décoder une matrice,
c'est-a-dire retrouver une famille de vecteurs associée. Il y a méme unicité :

Proposition. Pour tout k € N*, I'application (z1,...,z;) € EF — Matg(z1, . ..
est un isomorphisme de E* dans M, .(K)

,fEk)

DEMONSTRATION. Notons ¢ : (z1,...,2) € E¥ — Matg(z1, . .

axk‘) € Ekv (yla"'

. ,.’I}k) & Mn,k(K)

e ¢ est linéaire. En effet, si (z1,... k) € EF et A € R, alors

(p(>\($1, ce ,l’k) + (yl, ... ,yk))
= QD(()\xl +Y1, e Az, + yk’)
Az11 + Y11 ATi2 + Y12 ATk + Y1k
B AT21 + Y21 AT22 + Y22 Aok + Yok
)\-Tpl + Yp1 >\po + Yp2 )\xpk + Ypk
T11 12 L1k Y11 Y12 Y1k
To1 X22 ... T2k Y21 Y22 Y2k
=X . . S+ . .
Ipl  Tp2 Tpk Ypl  Yp2 Ypk
= AMatyz (ml, ey xk) + Matg (yl, e ,yk)
= )‘SO(('CCla e 7‘7:]?)) + w((yh s 7yk))

e ¢ est injective. En effet, si (z1,...,2) € Ker(y), alors Matg(z1,...,25) = Opk.
Autrement dit les coordonnées des vecteurs x1,...,z; dans la base & sont toutes
nulles. Il s'agit donc des vecteurs nuls si bien que (z1,...,2;) = (0,...,0). On a bien

Ker(p) = {(0,...,0)}.

o dim(E*) = kdim(E) = kp = dim(M,, 1 (K)).

Ainsi ¢ est une application linéaire injective entre deux espaces de méme dimension : c'est
un isomorphisme. O

2) Matrice d’une application linéaire en dimension finie

a) Matrice d’une application linéaire dans ses bases

Définition (matrice d’une application linéaire). Soit f € Z(E,F). La matrice)
Matg (f(e1),..., f(en)) des vecteurs (f(e1),..., f(ep)) dans la base HB' est appelée
matrice de f dans les bases % et %' et on la note Matg 5(f).

Dit autrement, Matg (f) est la matrice A = (a;j) 1<i<n € M p(K) telle que, pour

1<g<p
tout j € [1;p], a1j,...,an; sont les coordonnées de f(e;) dans la base %', c'est-a-dire
n

fles) =" ayej.
=1

SiE =F etsi# = %', alors on note simplement Mat »( f) la matrice de I'endomorphisme
f dans les bases % et A.

J

Remarques :

e Lorsque A est la matrice de f € £ (F, F) dans des bases de F et F', on dit que f est
représenté par la matrice A.

e Lorsque E et I' sont des espaces du type K™ ou K, [ X| ou M, 4(K) pour certains m et
q dans N* et lorsque & et %’ désignent les bases canoniques sur E et F' respectivement,
alors on dit que Matg 5(f) est la matrice canoniquement associée a f.

Il'y a unicité une fois que
I'espace et la base ont été

précisés |

La surjectivité est tou-

tefois immédiate soit
A = (aij)i; € Mpr(K).

Pour tout j € [1;k], no-
P

tons ¢; = Zai%jei. On vé-
i=1

rifie alors aisément que que
A = Matg(ci,. ..

w((er, ..., cr)).

,Ck) S

Les vecteurs f(e1),
f(ep) appartiennent a F
donc on les exprime dans

une base de F'.

On note Matg/ g et non
pas Mat g c. La raison est
que le nombre de lignes est
la dimension de |'espace d’ar-
rivée et le nombre de co-
lonne est la dimension de

I'espace de départ.
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e Comme on |'a vu plus haut, on note souvent le nom des vecteurs en haut et les vecteurs Wersquill n’y al aucune ambi

dans la base dans laquelle ils sont exprimés a droite : TS et 5
que I'on consideére, on notera
fler) f(e2) fep) o ol M)
/ us simpiemen a .
ai aia - ai \ € p P
/
a1 azg - azp | €

Matg »(f) =

a1 Gny o app ) €l
La famille (f(e1),...,f(ep)) est souvent notée f(#) si bien que
Matg »(f) = Matz (f(2)).

Exemples :

e Considérons

s R* e R3
' (l’,y,Z,t) — (l‘+2y—t,3$—|—2,—y—|—5z—|—t)

Il s'agit d’une application linéaire de R* dans R3. Notons €3 et € les bases canoniques
respectives de R3 et R%.

e Considérons
) Ro[X] — Ry[X]
91 P — (X34+1)P
Il s’agit d’une application linéaire de Ry[X| dans R4[X]. Notons ko et k4 les bases
canoniques respectives de Ry[X] et Ry[X].

e Considérons
h: R?)[X] — RB
{ P — (P(1),P'(1),P"(1))

Il s’agit d’une application linéaire de R3[X| dans R3. Notons k3 = (1, X, X%, X?) Ia
base canonique de R3[X] et €3 celle de R3.

e Soit n € N*. Considérons
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Il s’agit d’'un endomorphisme de K,,[X]. La matrice canoniquement associée (carrée de
taillen+1) a D est :

Cependant, si on prend comme base de départ (1,X,...,X™) (c'est-a-dire la base
canonique) et comme base d'arrivée (1,2X,3X?, ..., (n+ 1)X™), la matrice associée
est :

On peut remarquer que la
matrice dépend des bases
B et B choisies (ce qui
était attendu), c'est-a-dire
que si on prend des bases dif-
férentes, on aura (pour une
méme application linéaire!)
des matrices différentes. Y a-

t-il un lien entre les matrices

associées a une méme appli-
[ ] SOIt nc N* SOlt a < K*. Considérons cation linéaire ? Réponse au

 KyX] —  Ky[X] paragraphe V.
U : P —_ P(X + a)

et donnons sa matrice A canoniquement associée.

e Considérons
T My(K) — M3y(K)
) A — A4+ AT

Il s’agit d’un endomorphisme de Ms(K). Notons 2 = (E11,E12, Ea1, Ea2) la base
canonique de M3(K).
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e Soit M = (m;j)i; € Myp(K). Considérons

y. I Mea(K) — Mo (K)
' X — MX
Donnons sa matrice canoniquement associée. %us notons de la méme

facon la base canonique
de M, 1(K) et celle de
Mp1(K) car il n'y a au-
cun risque de confusion deés
qu’'on s'intéresse a la taille

des matrices.

e Soit zo = a+ib € C. L’application Eanle ol

programme !

5 cC — C
"l 2z — 2z X2

Il s’agit d'un endomorphisme de C vu comme un R-espace vectoriel. Donnons sa matrice
dans la base (1,1) de C.

Par exemple, si § € R, la matrice associée & la multiplication par e = cos(6) + isin(6)
est

On a vu dans le chapitre 6 que multiplier par €' revient a effectuer une rotation d'angle

6. En conclusion, la matrice ci-dessus est la matrice associée a la rotation d’angle 6, ce
qu’on aurait aussi pu trouver en travaillant sur R? muni de la base canonique :
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NS ¢os(0 | ) req) r(es)

: : cos(f) —sin(0)\ er

i i <sin(0) cos(#) > €2
— sin(0) cos(0) €1

b) Décodage matriciel

On parle de codage matriciel car on transforme une application linéaire en matrice mais
aussi car, réciproquement, on peut décoder : quelle que soit A € M,, ,,(K), il existe une
unique f € Z(FE, F) telle que Matg #(f) = A.

Théoreme. L’application

{z(E,F) — M, p(K)
f — Matg 5(f)

est un isomorphisme.
&

DEMONSTRATION. Notons ¢ cette application.

e Montrons qu'elle est linéaire. Soient f et g dans Z(E,F) et A dans K. Notons
Matgz #(f) = (aij)i; et Matg z(g) = (b ;)i ;. Pour tout j € [1;p], par définition,

n n
fleg) = aije; et gle) = bije
=1 =1

On en déduit que

n

(A +9)(ej) = Afles) +gles) =Y (Aaij + bij)el.
=1

Vj e [1;p],

Dés lors, pour tout (7,j) € [1;n] x [1;p],

(Matg 5 (A\f +9)), ;= Aaij + bij = AN(Matg 5(f)), ; + (Matg 5(9)), -

On en déduit que Matg z(A\f + g) = AMatg z(f) + Matg z(g) et donc

oA f+9) = Xp(f) + ¢©(g). Autrement dit ¢ est linéaire.

e Soit M = (m;;)ij € Mpp(K). Par théoréme de caractérisation par I'image d'une base,
il existe une unique application linéaire f de E dans F' telle que

Viellipl,  fle) =Y aije]
=1

c'est-a-dire telle que M = Matg %(f) = ¢(f). Dés lors ¢ est bijective.
Ainsi I'application ¢ est un isomorphisme de Z(E, F') dans M,, ,(K). O

Remarques :

e Lorsqu'on se donne une matrice A de M, ,(K), on peut donc écrire « Soit
f e Z(E,F) tel que Matg z(f) = A». Si on se donne plutét B de M, ,(K),
on peut donc écrire « Soit g € Z(F, E) tel que Matg 4 (g) = B ».

e L'injectivité permet d'affirmer que, si f et g sont deux applications linéaire de F dans F'
telles que Matg »(f) = Matg z(g), alors f = g.

Par exemple, la rotation
d'angle 7, c'est-a-dire la
multiplication par i, est re-
présentée par la matrice

@)

€2

Si on change F (mais pas sa
dimension) ou F' (mais pas
sa dimension) ou la base #
de F ou la base %' de F,
on ne trouve pas la méme
application linéaire dont A
est la matrice. Il n'y a unicité
que d E, F, B et B fixés.
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e Des cas particuliers :

n
* Pour tout j € [1;n], IdE(ej):ej:Z&,jei. On en déduit que *Ricuitat faux si on ne met

i=1 A N
; . P I b de E
Matz(Idg) = (6;,j)1<i,j<n = Ln. Par conséquent un endomorphisme f de E vérifie pas 'a meme base de & 4

Matg(f) =L, si et seulement si f = Idg.
Par linéarité d \ @ \ . en reparlerons dans les para-
* Par lin€arité de Matg, pour tous A € K et f € Z(F), Matg(f) = Al, si et graphes 111 et IV.1.
seulement si f = \1dg.
% De méme une application linéaire f de E dans F' vérifie Matg 2z(f) = 0, si et
seulement si f est |'application linéaire nulle.

I'arrivée et au départ (nous

e Il découle de la démonstration précédente que, si A = (ai;)i; € My,p(K) alors
A = Matg z(f) lorsque

n p

p p n
frx= g Tjej — E xj E a;je; | = E a;;x; | €.
j=1 j=1 i=1 1

i=1 \Jj=

Il n’est pas nécessaire de retenir cette formule par cceur. Il faut connaitre la méthode :

si on dispose d'une matrice A € M,, ,(K), pour la décoder (i.e. trouver I'application

linéaire dont A est la matrice).

* On précise les espaces E (de dimension p) et F' (de dimension n) que I'on considére.

* On précise la base # = (ey1,...,ep) de E et la base ' = (¢],...,¢},) de F que
I'on considere.

* Pour tout j € [1;p], la j®m colonne de la matrice A correspond aux coordonnées
de f(ej) dans la base #’. On exprime alors f(e;).

* On se donne x € FE. On dit qu'il existe des scalaires z1,...,x, tels que
p p

x = Z:L’jej, on en déduit que f(x) = Z:cjf(ej) et on conclut en utilisant
j=1 j=1

les expressions trouvées dans le point précédent.

1 -1 1

- . 1 0 0

Exemple : Considérons la matrice A = 111
1 2 4

e Cherchons f € £ (Ry[X],R*) dont A est la matrice de f dans les bases canoniques de
Ry[X] et R%.

e Cherchons f € Z(R3, Ma(K)) dont A est la matrice de f dans les bases canoniques
de R3 et M3 (K).
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Remarque : Si f est une forme sur linéaire sur E, alors on peut prendre %' = (1) pour
base de F' = K. Il s’ensuit que Matg &(f) est une matrice ligne a n colonnes (a1 . an)
avec, pour tout j € [1;n], a; = f(e;). Réciproquement si A = (a1 an) e M ,(K),
alors I'application

E — K

n n
Tr = E Zj€; — E Z;a;
Jj=1 Jj=1

est une forme linéaire sur E dont A est la matrice dans les bases # et ' = (1).

Exemples :

. 1 ¢ . o
e Soient n € N* et f:(z1,...,2,) € K" — — g x;. Il s’agit d’'une forme linéaire
n
i=1
sur K" et, si 6,, désigne la base canonique de K", alors

e Soit g: P € R5[X]| —— P'(1). Il s'agit d'une forme linéaire sur R5[X| et, si k5 désigne
la base canonique de R5[X],

e Soit M=(1 00 0 1 0 0 0 1)eM,iy(K). Alors la forme linéaire sur Ms(K)
dont M est la matrice canoniquement associée est

Parmi toutes les applications linéaire représentée par une matrice A € M,, ,(K) donnée, la
plus immédiate est celle qui va de K™ dans K? dont A est canoniquement associée :

(Proposition/Définition (application linéaire canoniquement associée). Soit]
A = (a5)i; € Mpp(K). L'application

KP — K"
o P p P
’ (x1, 500 ,l’p) — E a1;T;, E a2y .« ., E AnjT;
j=1 j=1 j=1

est linéaire et A est la matrice de @ dans les bases canoniques de KP et K". On dit que
@ est I'application linéaire canoniquement associée a A.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Remarque : Puisqu'on identifie K? avec M,, 1 (K) et K" avec M,, 1(K), on pourra aussi
appelé application linéaire canoniquement associée a A I'application

Mpyl(K) — Mn,l(K)

p
E :aljggj
J=1
I p
Z2 E :anxj
; g=1

p
> anjj
=1
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Ce n’est rien d'autre que I'application

./\/lp71 (K) — Mn71 (K)
X — AX )

Exemples : L =11
e Reprenons la matrice A = 1 (1) 1 des exemples ci-dessus.
1 2 4

L’application linéaire f canoniquement associée a A...

-1 0 2
1 1
2

~N = O

1
e [’application linéaire p canoniquement associée a B = | 2
0

3
0 -1

Terminons ce paragraphe par une conséquence du codage matriciel :

Proposition. L'espace vectoriel £ (E, F) est de dimension finie et

dim (Z(E, F)) = dim(E) x dim(F).

DEMONSTRATION. Puisque Z(E, F) et M, ,(K) sont isomorphes et puisque M,, ,(K)

est de dimension finie égale a np, il s'ensuit que .Z(E, F) est également de dimension

En particulier I'espace vec-
toriel Z(F) est de dimen-
sion finie égale 3 (dim(F))?.
On retrouve aussi le fait que

Z(E,K) et E ont la méme

finie et dim (Z(E, F)) = dim (M, ,(K)) = np = dim(E) x dim(F). [J  dimension.
3) Ecriture matricielle de y = f(z)
rProposition. Soient f € L(E,F), x € E ety € F. Notons %
On a A € M,,(K),
A= Mat%/“%»(f), X = Matg(z) et Y = Matg (y). X € Mpi(K) et
Y € Mn,l(K).
Alors y = f(x) si et seulement si Y = AX.
DEMONSTRATION.
O
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Exemple : Notons d ['application linéaire qui a tout polynéme P € Ry[X] associe
P’ € R3[X]. Notons ry = (1,X,X?% X3 X*) la base canonique de R4[X] et
k3 = (1, X, X2 X3). Lorsque Py = X* +3X — 2,

'Corollaire. Soient A € M, ,(K). On a A = 0,, si et seulement si, pour tout
X € My1(K), AX = 0,,1.

DEMONSTRATION. Notons f € Z(E, F) tel que A = Matg »(f).

A=0,p <<= [f=0
<~ VreE, f(x)=0
= VX eM,i(K), AX =0,;.

Corollaire. Soient A et B dans M, ,(K). On a A = B si et seulement si, pour tout
X eM,i1(K), AX = BX.

DEMONSTRATION. On considére A — B au lieu de A dans le corollaire précédent. O

4) Image, noyau et codage matriciel
a) Application du codage matriciel a I’étude de I'image et du noyau

Soit f € Z(KP,K™). Notons A la matrice canoniquement associée a f. On peut obtenir
des informations sur Im(f) et Ker(f) en « lisant » la matrice A. Plus précisément :

e Im(f) est engendré par les vecteurs colonnes de A. En effet, ceux-ci sont égaux a

f(e1),..., f(ep) et on sait que I'image d'une base est une famille génératrice de I'image.

e Si A posséde une colonne nulle, disons la jo'*™e, cela signifie que f(e;) = 0 et donc que
e; € Ker(f).

e Si une colonne est combinaison linéaire d'autres, on peut en déduire que la différence
entre cette colonne et la combinaison linéaire en question fournit un vecteur qui est
dans le noyau.

Exemple : Notons f € #(K3) dont la matrice canoniquement associée est

fler) fle2) fles)

1 0 2\ e
A= 2 0 4 | e
3 0 6 €3

Alors on a :

Insistons sur le quantifica-
teur « pour tout ». Si on a
AX = 0 seulement pour une
certaine matrice colonne X,
alors rien ne permet de
conclure que A = 0 (tou-
tefois on a vu dans le cha-
pitre 23 que, si X # 0, alors
A n'est pas inversible et on
dira dans le paragraphe 1.4.b
que X appartient au noyau
de A).

La encore, attention au
« pour tout ». Si on a
AX = BX seulement pour
une certaine matrice co-
lonne X, alors on ne peut
rien conclure. Simplifier par

X est une erreur trés grave.

Dans le cas d'une applica-
tion linéaire f € Z(E,F)
quelconque avec des bases
pas forcément canoniques, le
raisonnement est analogue,
si ce n'est qu'il faut rempla-
cer les vecteurs colonnes par
les éléments de F' dont ce
sont les coordonnées dans la
base #’. Par exemple, dans
le cas d'une matrice a 3
lignes, il faut remplacer le
a
vecteur | B | par

v

ael + Bes + yes.
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On en déduit que :

Soient f € Z(KP,K"). Notons A = (a; ;);j la matrice canoniquement associée a f. Soit
x € KP. En notant X sa matrice dans la base canonique de 4, on a

x € Ker(f) = f(z)=0
< AX =0,
aj1ry + ai2rz + + aipr, = 0
— . : .
an1%1 + ap2r2 + + AppTp = 0

En d'autres termes, les lignes donnent un systéme d’'équations du noyau.

Exemple : Notons f € Z(K3) dont la matrice canoniquement associée est
1 21
A=11 2 2
1 2 3

Le noyau de f est donc I'ensemble des (x1,x2,x3) € K3 vérifiant

r1 + 222 4+ x3 = 0
1 + 229 4+ 223 = 0
r1 + 229 + 3xz3 = 0

b) Noyau, image d’'une matrice

On peut s’affranchir des applications linéaires et définir directement I'image et le noyau
d'une matrice de la facon suivante :

Définition. Soit A € M, ,(K). On définit I'image de A par
Im(A) = {AX | X € M,1(K)}.
et le noyau de A par :

Ker(A) = {X € MpJ(K) ‘ AX = On,l}-

. J

Remarques :

e En d'autre termes, Im(A) et Ker(A) sont respectivement I'image et le noyau de

I"application linéaire
{ Mp1(K)  — My 1(K)
P X

— AX

En particulier, Im(A) est un sous-espace vectoriel de M,, ;(K) et Ker(A) est un
sous-espace vectoriel de M, 1 (K).

e Puisqu'on identifie M, (K) a KP, on peut aussi définir I'image de A par
Im(A) = {AX|X € KP} et le noyau de A par Ker(f) = {X € KP|AX = 0},
ce qui en font des sous-espaces vectoriels de K" et de KP respectivement.

On a y = f(z) si et seule-
ment si Y = AX lorsque Y
est la matrice de y dans la

base canonique de K".

Dans le cas d'une applica-
tion linéaire f € Z(E,F)
quelconque avec des bases
pas forcément canoniques,
les lignes donnent un sys-
teme d'équations des co-
ordonnées des vecteurs du

noyau.

On a vu que si A = Mat(f),
I'opération y = f(x) s'écrit
matriciellement ¥ = AX.
Puisque les u(x), x € E,
forment |'image de u, on dé-
finit I'image de A par l'en-
semble des AX quand X dé-
crit Mp,1(K) (ou KP).
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Proposition. Soit A € M,, ,(K) et soit f € L (E, F) représentée par A. Alors :
e Im(A) et Im(f) sont isomorphes.
e Ker(A) et Ker(f) sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Montrons que

f Im(f) — Im(A)
v Y — Y = Matg (y).
est un isomorphisme.

e Soit y € Im(f). Il existe alors x € E tel que y = f(z). En notant X = Matg(x), on a
Y = AX donc Y = ¢(y) € Im(A).

e ¢ est linéaire car c'est la restriction de Mat g (que I'on sait linéaire) a Im(f) et Im(A).

e Elle est injective car restriction d'une injection.

e Soit Z € Im(A). Il existe X € M,,1(K) tel que AX = Z. Notons z le vecteur de E
dont X est la matrice dans la base Z. Notons y = f(x). Il vient que AX =Y et donc
Y = Z et donc Z = p(y). D'ou la surjectivité de ¢.

On montre de méme que

| Ker(f) — Ker(A)
Y { T — X = Matg(z).

est un isomorphisme. [

Remarques :

e Tous les résultats concernant Im(f) (respectivement Ker(f) sont encore valables pour
Im(A) (respectivement Ker(f)) en adaptant les termes, notamment :

* L'image de A est engendrée par les vecteurs colonnes de A.
* Les lignes de A fournissent un systeme d'équations du noyau de A.

e On en déduit aussi que dim(Im(A)) = dim(Im(f)) et dim(Ker(A)) = dim(Ker(f)).

Et donc le théoreme du rang se réécrit :

Dans le paragraphe Ill, on définira proprement le rang rg(A) d'une matrice A et on
montrera que rg(A) = dim(Im(A)). On énoncera alors encore une fois le théoreme du
rang pour les matrices.

5) Matrice d’'une composée

Soit G un espace vectoriel de dimension finie muni d’'une base %"

[Proposition. Soient f € Z(E,F) et g € Z(F,G). Notons A = Matgz #(f),
B = Matgr gz (g) et C = Matgr z(go f). Alors C = BA, c’est-a-dire

Matg (g o f) = Matgr 2 (9) Matg 5(f).

.

DEMONSTRATION.

La somme des dimension est
égale a p (le nombre de co-
lonnes qui est la dimension
de I'espace de départ) et non
pas n X p (la taille de la ma-

trice).

En fait cette formule est a
I'origine de la définition du
produit matriciel vue dans
le chapitre 23 : on a mis
au point ce produit matri-
ciel afin que cette formule

soit vraie.
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Exemple : Considérons
g KelX] — K[X] , f Ks[X] — K?
1 P — XxP 9 P — (PO, PQ)

Ce sont deux applications linéaires. Notons ks, k3 et €a les bases canoniques de Ko X],
K3[X] et K? respectivement.

On pouvait bien siir aussi calculer directement que

<X2P’>
((X2P)(1),(X*P')(1))
(P'(1 XQP” +2X P')(1))
(P'(1), P"( ) +2P'(1))
(
(

go f(P)

b+ 2c,2c+ 2(b+ 2c))
b+ 2¢,2b+ 6¢)

6) Bien choisir ses bases et ses espaces

On a vu dans le paragraphe |.4.a que la lecture d’une matrice permet d’obtenir facilement des ' ji. grande partie du pro-
informations sur I.|mage et le noyau d.une ap.p|ICf]tI0n linéaire f qu'elle représente (et, p!us gramme de second année
tard dans ce chapitre, sur son rang). Si on arrive a trouver une base dans laquelle la matrice  _J cicte justement 3 cher-
représentant f est « simple » (typiquement diagonale, triangulaire), alors cela permet de  _1or des criteres et des mé-
considérablement simplifier ce travail. Autre intérét : représenter un endomorphisme par une 4,0 des pour pouvoir trouver
matrice dont on peut facilement calculer I'inverse ou les puissances permet de facilement .. pases dans laquelle la
calculer sa réciproque ou ses puissances (en vertu du résultat du paragraphe précédent dont .o représentant un en-
on verra le cas particulier des endomorphismes dans le paragraphe Il). Voyons quelques domorphisme est diagonale
exemples dans ce paragraphe. ou triangulaire.
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Exemples :

e Soit f un projecteur de E....

e Soit f une symétrie sur E...

e Notons f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice

2 -2 =2
A=11 -1 -2
-1 2 3

Cherchons, si possible, une base de ' = (£1,2,e3) de R3 dans laquelle la matrice de 'Y yamarche ci-contre sera
[ est diagonale. reprise et généralisée en se-
conde année. |l s'agit d'un

exemple de diagonalisation.
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Il Le cas particulier des matrices carrées

Dans ce paragraphe, nous supposons que dim(F) = dim(F') = n. Soient % une base de
E et %' une base de F. Si f € Z(E, F), alors toute matrice qui représente f est une
matrice carrée de taille n.

1) Le cas particuliers des endomorphismes

& Soit f € Z(F). Avant de commencer, précisons qu'il est tout a fait possible de
représenter f par des matrices dans des bases différentes au départ et a I'arrivée, méme s'il
s'agit du méme espace. Cette situation est toutefois rare (mais nous la rencontrerons tout
de méme parfois).

a) Isomorphisme d’anneau entre Z(F) et M, (K)

Théoreme. L application

{.,S,”(E) —  My(K)
f — Matg(f)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels et un isomorphisme d’anneaux. En particulier,

V(f,9) € Z(E)?,  Matg(go f) = Matg(g) x Matg(f).

Rappelons que, si la base est
la méme au départ et a I'ar-
rivée, on note Matg(f) au
lieu de Matg 2 (f).

Si E # F, alors Z(E,F)
n'est pas un anneau (pour la
composition) donc ce théo-
réme n'aurait pas eu de sens
dans les paragraphes précé-

dents.
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DEMONSTRATION. Notons ¢ cette application. On a déja vu dans le paragraphe 1.2.b que
c’est un isomorphisme (on prend E = F et 8 = A’) d'espaces vectoriels. En particulier,

o(f +9) = o(f) +(f).

On a aussi vu dans le paragraphe 1.2.b que Matz(Idg) =1, et donc ¢(Idg) = I,,. Enfin,
pour tous f et g dans Z(FE), on a (cf. paragraphe 1.5) :

V(f,9) € Z(E)?,

p(go f) =Matg(go f) = Mats(g) x Matg(f) = ¢(g) x (f).

On en déduit que ¢ est un isomorphisme d'anneaux. ]

[Corollaire. Pour tous k € N et f € Z(E), Matg(f*) = (Matgg(f))k. J

Corollaire. Soit f € Z(FE). Notons A = Matg(f). Alors f est un projecteur si et
seulement si A2 = A.

b) Retour sur les endomorphismes et matrices nilpotentes

Proposition. Soit f € £ (E). Notons A = Matg(f). Alors f est nilpotent si et seulement
si A est nilpotente. Si c’'est le cas, f et A ont le méme indice de nilpotence.

DEMONSTRATION. Supposons que A est nilpotence d'indice p. Alors AP~1 £ 0 et
AP = 0. On en déduit que Matyz(fP~!) = (Matg(f))P~t = AP~L £ 0 et
Mat g (fP) = (Matg(f))? = AP = 0. Par bijectivité du codage matriciel on en déduit que
fP~1 £ 0 et fP =0 donc f est nilpotente d’'indice p. La réciproque est analogue. O

Nous avons montré dans le chapitre 31 que I'indice d'un endomorphisme d'un espace de
dimension n est au plus n. C'est donc aussi le cas pour l'indice de nilpotence d'une matrice
carrée de taille n. Montrons maintenant le résultat admis a la toute fin du paragraphe Ill
du chapitre 23, a savoir :

rProposition.

e Une matrice triangulaire supérieure stricte (i.e. avec une diagonale nulle) est nilpotente
d’indice inférieur ou égal a n.

e Sik € [2;n], alors la matrice de M,,(K)

o1r o0 -~ 0 0 --- 0 1

oo 1 --- 0 0 --- 0

0 0 0 1 0 0| k-1
N=[o 0 o 0 0

o o0 o0 -0 0 0

0o 0 0 --- 0 0 O

est nilpotente d’indice k.

- J

DEMONSTRATION.

Cest intuitif : les rangées
de coefficients vont « mon-
ter d'un étage » a chaque
fois jusqu'a disparaitre. Ce-
pendant, attention, la réci-
proque est fausse! Une ma-
trice peut étre nilpotente
sans étre triangulaire! Par
exemple, la matrice

est nilpotente d’indice 2 (j

est ici le complexe 2™/3).
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c) Sous-espace stable, endomorphisme induit, matrices par blocs

Supposons que n = dim(F) > 2.

e Soit G un sous-espace vectoriel de E qui n'est ni {Og} ni E. Notons p = dim(G).
On a alors p € [1;n — 1] et il existe une base Z = (e1,...,e,) de E telle que
PBa = (e1,...,ep) est une base de G. Supposons que G est stable par f, c'est-a-dire
f(G) C G. On rappelle que la restriction de f a G au départ comme a I'arrivée est
appelée I'endomorphisme induit par f sur G. Notons le fg et notons A = Matg, (fq).
Il existe donc B € M;,—pn—p(K) et C € M, ,—,(K) telles que

f(el) f(ep) f(Cerl) f(en)
€1
A C
Matz(f) = e
Ep+1
On—p,p B '
€n
Si, de plus, le sous-espace vectoriel H = Vect(ep41,...,e,) est également stable par

f, la matrice C est nulle et la matrice B est la matrice dans la base (ep+1, o
fH, 'endomorphisme induit par f sur H. On se retrouve alors avec :

,€n) de

f(el) f(ep> f(ep+1) f(e/n)
€1
A Op,n—p
Matz(f) = :pl
p+
Oy B z
€n

e La réciproque est également vraie : si # = (ey, ...
un endomorphisme f a la forme

,€n) est une base de E dans laquelle

f(pl) f(p])) f(eerl) f<€n,>
€1
A C
Matg(f) = :—1;1
’p
On—pyp B :
€n

avec p € [1;n —1], A € My(K), B € Mp_pn—p(K) et C € M, ,,—,(K), alors on
peut immédiatement conclure que G = Vect(ey,...,e,) est stable par f et que A est
la matrice dans la base (e,...,e,) de I'endomorphisme induit par f sur G. Si on a

plutdt
f(pl) f(()p) f(eval) f(‘%)

€1

A Op,n—p
Mat(f) = °

Ep+1

C B :
€n

avec C € M, _,,(K), alors c'est H = Vect(epy1, ..., e,) qui est stable par f et B est
la matrice dans la base (ep41,...,e,) de I'endomorphisme induit par f sur H.

Le concept de matrice dé-
finies par blocs comme ci-
dessus, ainsi que les calculs
algébriques sur de telles ma-
trices, sont au programme
de deuxiéme année. Le cha-
pitre de réduction des en-
domorphismes (de deuxiéme
année) consiste notamment
a exploiter le lien entre
I'existence d'une base dans
laquelle la matrice de f
est diagonale par blocs et
I'existence d'une décompo-
sition de E en somme di-
recte de sous-espace vecto-

riels stables par f.

Puisqu’on « lit » que

f(e;) € Vect(er, ..., ep)
pour tout j € [1;p].
Puisqu’on « lit » que
f(ej) € Vect(ept1,...,en)

pour tout j € [p+ 1;n].
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2) Matrices inversibles et isomorphismes

a) Inverse d’'une matrice et matrice d’une réciproque

seulement si A est inversible.

Dans ce cas, A~1 est la matrice de f —1 dans les bases B’ et B, c'est-a-dire

Mat g, (') = (Mat@',%(f))il-

.

rProposition. Soit f € Z(E,F) et A= Matg 5(f). Alors f est un isomorphisme si et]

J

DEMONSTRATION. Notons n = dim(FE) = dim(F'). Supposons que f soit un isomor-

phisme. On a alors f~' o f = Idg et donc

L, = Matg »(Idg) = Matg 4(f ' o f) = Matg g (f ') Matg z(f).

On aaussi fof~! =Idp et de méme on obtient I, = Mat g »(f) Matg 4 (f~!). Nous en

déduisons que la matrice Matg #(f) est inversible et que son inverse est Matggﬁ/(f_l).

Réciproquement, supposons que A est inversible. Notons g I'application linéaire de F' dans

E dont la matrice dans les bases %’ et 2 est A~1. On a alors

Matg z(g o f) = Matyg 4z (9) Maty »(f) = A 1A =1,

et donc go f =1Idg. De méme Matg 4 (f og) =1, et donc fog=Idp. Ainsi f est un

bijective (et son réciproque est g).

En particulier :

O]

Proposition. Soit f € Z(FE). On a f € GL(FE) si et seulement si Mat(f) € GL,,(K).

Dans ce cas,
=il

Mats(F~") = (Matis(/))

Exemples :

e Soit (a,b,c,d) € R*. Déterminons si f : (x,y) € R? — (ax + by, cx + dy) est un

automorphisme et explicitons sa réciproque le cas échéant.

e L'application g : P € R3[X] — 4P — (X + 1) P’ est un endomorphisme et on trouve

que sa matrice dans la base canonique de R3[X] est

4 -1 0 O
0 3 -2 0
A= 0 0 2 =3
0 0 0 1

On voit immédiatement que A est inversible (car elle est triangulaire supérieure sans 0

sur sa diagonale). Avec la méthode du pivot de Gauss, on trouve que

3/12 1/12 1/12 3/12
0o 1/3 1/3 1
0o 0 1/2 3/2
0 0 0 1

ATl =

Rappelons qu'on a supposé
que

dim(E) = dim(F) = n.
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e Inversibilité de la matrice de Vandermonde. Soient \1, ..., A, dans K. On définit Ot an rmsea a2 i

itre 37.
1 )\1 )\% )\?71 pitre
1 X A -t
v=|: @ C | e Mp(K)
1 Ay A2 -t

Donnons une CNS pour que V' soit inversible.

e Considérons

u{ K,[X] — K,[X]
' P — P—P

L’application u est bien linéaire et a valeurs dans K, [X] : en effet, si P est constant
alors P’ =0 donc P — P = P € K[ X], et si P n'est pas constant, alors deg(P') =
deg(P) —1, et donc deg(u(P)) = deg(P) car u(P) est la différence de deux polynémes
de degrés distincts, et en particulier u(P) € K,[X]. Montrons de deux maniéres
différentes que u est bijective.

Lycée Condorcet - MPSI2 21/47 Matthias Gorny



x Premiére méthode. Soit P € Ker(u). Alors P = P’, ce qui n'est possible que si
P =0 (voir ci-contre). Ainsi, Ker(u) = {0} donc u est un endomorphisme injectif
donc est bijectif.

* Deuxiéme méthode (par codage matriciel). La matrice canoniquement associée

au est:
u(l) uw(X) u(X?) u(X™)

1 -1 0 0 1

0 1 -2 0 X
o : X?

A=
: : : . —n | X1
0 0 0 1 X"

Puisque A est triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux tous non nuls,
elle est inversible : u est bijective.

b) Critéres d’inversibilité

On vient de voir qu'une matrice carrée est inversible si et seulement elle représente un
isomorphisme. Voyons a présent des criteres d'inversibilité de matrices héritées des propriétés
des isomorphismes (et en particuliers des endomorphismes).

Proposition. Soit A une matrice carrée. Quel que soit I'endomorphisme f que A
représente, on a

A est inversible <= f est bijective
<= f est surjective

<= f est injective.

DEMONSTRATION. L'équivalence entre f bijective et A inversible découle du paragraphe
précédent. Comme f est un endomorphisme, sa bijectivité est équivalente a son injectivité
et aussi a sa surjectivité. O

Remarque : Redémontrons le résultat du chapitre 23 sur les matrices triangulaires su-
périeures a savoir qu'une telle matrice est inversible si et seulement si ses coefficients
diagonaux sont tous non nuls et que, le cas échéant, son inverse est encore triangulaire
supérieure. Pour cela, nous allons « bien choisir » les espaces et les bases dans lesquels A
représente un endomorphisme.

Si P est constant, alors
P' = 0donc P = P si
et seulement si P = 0. Si
P n’est pas constant, alors
deg(P) # deg(P’) donc
P+#P.

f étant uniquement déter-
miné une fois que l'on
s'est fixé un espace E
de dimension n (lorsque
A € Myp(K)) et une base
de E. Ce résultat est en-
core valable si I'espace d'ar-
rivée n'est pas F/ mais est de
méme dimension (et alors f

est un isomorphisme).
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[Théoreme (critére du noyau). Soit A € M, (K). La matrice A est inversible si et
seulement si Ker(A) = {0,}, c'est-a-dire

VX € Mp1(K), AX=0, = X=0,.

.

DEMONSTRATION. Notons f € Z(K") canoniquement associé a A. La matrice A est
inversible si et seulement si f est injective sur K" si et seulement si Ker(f) = {0} si et
seulement si Ker(A) = {0,,} (en effet on a vu que Ker(f) et Ker(A) étaient isomorphes).]

Exemple : Le critére d’Hadamard. Soit A = (a; j)i; € Mn(K) telle que :

> Z |ai,j

JFi

Vi € [1;n],

;i

Montrons que A est inversible.

On a déja vu dans le chapitre
23 que, s'il existe X # 0,
tel que AX = 0,, alors A

n'est pas inversible.

En d’autres termes, chaque
coefficient diagonal est en
valeur absolue (ou en mo-
dule si on est sur C)
strictement supérieur a la
somme des modules des
autres termes de la ligne (on
dit que A est a diagonale
strictement dominante). Par
exemple,

—6 3 2
-13 =19 2
0 -1 3

est inversible.
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[Théoreme (critére de I'image). Soit A € M, (K). La matrice A est inversible si et
seulement si Im(A) = M,, 1(K), c’est-a-dire
Y =AX.

VY € Mml(K), 1X € Mn,l(K),

.

DEMONSTRATION. Notons f € Z(K") canoniquement associé a A. La matrice A est
inversible si et seulement si f est surjective sur R™ si et seulement si Im(f) = K" si et
seulement si Im(A) = M,, 1(K) (en effet on a vu que Im(f) et Im(A) étant isomorphes).[]

Nous pouvons enfin démontrer que 'inversibilité a gauche et I'inversibilité a droite d'une
matrice sont équivalences :

[Théoreme. Soit A € M, (K).

e Siil existe B € M, (K) tel que AB =1, (on dit que A est inversible a droite), alors
A est inversible et A™! = B.

o Siil existe B € M,,(K) tel que BA =1,, (on dit que A est inversible a gauche), alors
A est inversible et A1 = B.

J

DEMONSTRATION.

Voyons un nouveau critére d'inversibilité :

Corollaire. Une matrice carrée A € M,,(K) est inversible si et seulement si ses vecteurs
colonnes forment une base de K" si et seulement si ses vecteurs lignes forment une base
de K".

DEMONSTRATION. Notons f € Z(K™) canoniquement associé 3 A. On a

A est inversible <= f est bijective,
<= f envoie une base sur une base,

< (f(e1),..., f(en)) est une base de K".

Mais, par définition, les vecteurs colonnes de A sont f(e1),..., f(en). Ainsi A est inversible
si et seulement si ses vecteurs colonnes forment une base de K™. Enfin,

<= AT est inversible,
<= les colonnes de A" forment une base de K",

A est inversible

Preuve alternative : ce théo-
reme est la version matri-
cielle du fait qu'une appli-
cation linéaire entre deux
espaces vectoriels E et F
de méme dimension est bi-
jective si et seulement si il
existe g € Z(F, E) tel que
fog=Idrougo f=1Idg.
Rappelons que, en dimen-
sion quelconque, c'est un et

qu'il faut!

Il est méme équivalent
de dire que les vecteurs
colonnes  (respectivement
lignes) engendrent K". Et
encore équivalent de dire
que les vecteurs colonnes
(respectivement lignes)

forment une famille libre.
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ce qui permet de conclure puisque les vecteurs colonnes de AT sont les vecteurs lignes

de A. ]
Exemple : La matrice

0 1 0 0

0 1 0 0

M=|: . :

00 ... 0 10

00 ... 0 01

10 ... 0 00
est inversible car les vecteurs colonnes de M forment une base de K™. En effet, si on note
comme d’habitude (e1,. .., e,) la base canonique de K", alors les vecteurs colonnes de M
sont (en,e1,...,en—1), €t donc c’est encore une base de K. Le fait que des vecteurs

Nous verrons encore d'autres critéres d'inversibilité avec le rang (dans le paragraphe Ill) et  forment une base ou non ne

les systemes linéaires (dans le paragraphe V). dépend pas de l'ordre des
vecteurs.

c) Effet de la multiplication par une matrice inversible sur le noyau et I'image
Revisitions le résultat du chapitre 31 qui assure la stabilité du noyau (respectivement de

I'image) d'une application linéaire par composition a gauche (respectivement a droite) par
un isomorphisme :

Proposition. Soient A € M, ,(K), B € GL,(K) et C € GL,(K). Alors _
Ker(CA) _ Ker(A) et Im(AB) _ Im(A). Autrement dit le noyau est

préservé par multiplication a
DEMONSTRATION. Soient f € Z(KP,K"), g € Z(KP) et h € £ (K") canoniquement  gauche par une matrice in-
associées 3 A, B et C respectivement. Puisque les matrices B et C sont inversibles, g  versible et I'image est pré-
et h sont bijectives. D'aprés le paragraphe I11.3.d du chapitre 31, Ker(h o f) = Ker(f) servée par multiplication a

et Im(f o g) = Im(f). Or, si on note ¢ I'application qui a (x1,...,2,) € KP asso-  droite par une matrice inver-
cie sa matrice dans la base canonique de K?, on a vu (dans le paragraphe 1.4.b) que sible.

pm(f)) = Im(d), @(m(f o g) = Im(AB), @(Ker(f) = Ker(A) et

o(Ker(ho f)) = Ker(CA), ce qui permet de conclure. O

Corollaire. Les opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrice préservent son noyau.
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice préservent son image.

DEMONSTRATION. Découle du fait (cf. chapitre 23) qu'effectuer une opération élémentaire
sur les lignes (respectivement les colonnes) se traduit matriciellement par une multiplication
a gauche (respectivement a droite) par une matrice inversible. Il suffit ensuite d'appliquer
la proposition précédente. O

Il Rang d’une matrice

On a déja vu la notion de rang d’une famille de vecteurs et de rang d’une application
linéaire. Voyons maintenant la notion de rang d'une matrice puis explorons les liens entre

toutes ces différentes notions. Je dis une définition car on

aurait aussi pu définir le
1) Une définition rang d'une matrice comme
le rang de n’importe quelle
Définition. Soit A € M,, ,(K). Notons .% la famille des p vecteurs de M,, 1(K) définis| application linéaire qu’elle
par les colonnes de A (dans la base canonique de M, 1(K)). On appelle rang de A, et|  représente (ce que I'on verra
on note rg(A), le rang de la famille F : en caractérisation dans le

prochain paragraphe).
rg(A) = rg(.#) = dim ( Vect(F)).
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Remarque : Puisque .# contient p vecteurs, on a rg(.%) < p. Puisque Vect(.#) est un
sous-espace vectoriel de K™, on a rg(F) < n. Ainsi rg(A4) < min(n,p).
2) Lien entre les différentes notions de rang

On a vu dans le chapitre 31 que le rang d'une famille de vecteurs est invariant par
isomorphisme. On en déduit :

Proposition. Soit k € N*. Sj vy, ..., v, sont des vecteurs de E, alors

rg(vy,...,v5) =18 (Matgg(vl, . ,vk)).

DEMONSTRATION. L’application ¢ qui a un vecteur de E associe sa matrice (colonne)
dans la base Z est un isomorphisme. Par conséquent

rg(v1, ..., vk) = 18(p(v1), - - -, p(vk))-

Or (¢(v1),...,¢(vk)) est la famille des vecteurs colonnes de Matg(vy,...,vx), ce qui
permet de conclure. ]

Remarque : Rappelons (cf. chapitre 31) que le rang d'une famille de vecteurs est :
e le maximum des cardinaux de ses sous familles libres.

e est invariant lorsqu’on effectue une succession d'opérations élémentaires sur les vecteurs
de la famille (et invariant par retrait d'un vecteur nul ou d'un vecteur qui est combinaison
linéaire des autres).

Dans la pratique, il suffit donc d'appliquer la méthode du pivot de Gauss aux colonnes
de la matrice d’une famille de vecteurs et d'enlever les colonnes nulles ou combinaison
linéaire d'autres... jusqu'a ce que les colonnes restantes forment une famille libre. Dans le
paragraphe Il11.4, nous verrons des critéeres « visibles » permettant de conclure sur la liberté
(avec des matrices dites échelonnées).

Exemple : Déterminons le rang de la famille
F=1((1,2,-7,4),(-1,0,2,5),(0,-3,5,0), (—2,1,4,1))

via le rang de sa matrice dans la base canonique de R*.

On peut aussi le voir comme
le rang de la famille des p
vecteurs de K™ définis par
les colonnes de A (dans la
base canonique de K™) puis-
qu’on identifie usuellement

K™ et Mn,1 (K)

Ainsi, pour déterminer le
rang d'une famille de vec-
teurs, il suffit d'écrire sa ma-
trice dans une base quel-
conque et de déterminer son

rang.
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[Proposition. Si f e Z(E,F), alors rg(f) =rg (Matg %(f)). ]

DEMONSTRATION. Comme % = (ey,...,ep),0onarg(f) =rg (f(el), el f(ep)). Puisque
(f(e1), ..., f(ep)) est une famille de vecteurs de F', la proposition précédente entraine que

rg(f(e1), .-, flep)) =18 (Matgy (f(e1), ..., f(ep))) = rg(Mats 5(f)). O

Cette proposition signifie
que le rang d’une application
linéaire de E dans F' est égal
au rang de sa matrice dans

n’importe quelles bases de

. . . o zZo Z P t F.
Corollaire. Soit A € M, ,(K). Toutes les applications linéaires représentées par A ont %e
le méme rang. Ou encore A est le rang

de toute application linéaire
Exemples : qu'elle représente.

e Reprenons I'exemple ci-dessus. La matrice A de la famille % est aussi le rang de
I'application linéaire

T K* — K*
| (z,y,2,t) —> (a: —y—2t,2x —3z+t,—Tx + 2y + 5z + 4t,4x + 5z + t) 15 agit de I'application li-

Le théoréme du rang nous assure alors que dim(Ker(f)) = 4 —rg(f) = 1. On remarque "< SO HETET fee-

que si, si on note C1,Cy,C3,Cy les colonnes de A, alors C; + C3 4+ C4 = C5. On en
déduit que f(e1) — f(e2) + f(e3) + f(es) =0 donc f(e1 — ea + e3 + e4) = 0 et donc
(1,-1,1,1) = e; — ez + e3 + eq € Ker(f). Le sous espace vectoriel Ker(f) est de
dimension 1 et on en connait un vecteur non nul. Il est donc engendré par ce vecteur :
Ker(f) = Vect((1,—-1,1,1)).

e Reprenons I'exemple de I'application linéaire

Cf Ma(K) — My(K)
T’{ 2A — AjAT

ciée 3 A.

Déterminons son rang et son noyau.

[Proposition. Soit A € M, ,(K). Alors rg(A) = dim(Im(A)). ] 3
n en déduit aussi que

DEMONSTRATION. Découle du fait que Im(f) est isomorphe 3 Im(A) donc 8(4)=0si et sRuEmEn o
rg(A) _ rg(f) _ dim(Im(f)) _ dim(Im(A)). ] A est la matrice nulle.

3) Propriétés du rang d’une matrice

On déduit de la proposition précédente que :

(Théoréme (du rang). Soit A € M,,,(K). On a rg(A) + dim(Ker(4)) = p. )
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[Proposition. Soit A € M, (K). Alors rg(A) = n si et seulement si A est inversible. ]

DEMONSTRATION. Notons f une application linéaire représentée par A. On arg(A) =n
si et seulement si rg(f) = n si et seulement si f est surjective. Or on a vu dans le
paragraphe I1.2.b que cela était équivalent a I'inversibilité de A. O

Proposition. Soient A € M,, ,(K) et B € M, ,(K). Alors

18(AB) < min(rg(A), rg(B)).

DEMONSTRATION. Notons v € Z(KP,K") et u € £ (K%, KP) représentés par A et B res-

pectivement. On a wvu dans le paragraphe 1I1.3.d du chapitre 31 que
rg(v o w) < min(rg(u),rg(v)). Comme rg(v o u) = rg(AB), rg(v) = rg(A) et
rg(B) = rg(u), cela permet de conclure. O
Proposition. Soient A € M, ,(K), B € GL,(K) et C € GL,(K). On a

rg(AB) = rg(CA) = rg(A). Autrement dit le rang est invariant par multiplication
par une matrice inversible a gauche ou a droite.
DEMONSTRATION. On a vu dans le paragraphe 11.2.c que Im(AB) = Im(A4) et
Ker(CA) = Ker(A). Dés lors rg(AB) = rg(A) et, par théoréme du rang,

rg(CA) = p — dim(Ker(CA)) = p — dim(Ker(A)) = rg(A). O

[Corollaire. Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes préservent le rang.]

& On peut donc alterner des opérations élémentaires sur les lignes et sur les colonnes sans
probléme quand on calcule le rang d'une matrice. Mais rappelons que cela ne fonctionne
pas pour déterminer |'inverse d'une matrice via la méthode du pivot de Gauss (cf. chapitre
23) : il faut choisir uniquement les colonnes ou uniquement les lignes. Attention aussi : les
opérations élémentaires sur les colonnes préservent I'espace qu'elles engendrent mais pas
les opérations sur les lignes.

Terminons par une proposition qui est dans le méme esprit mais dont nous reportons la
démonstration au paragraphe 1V.2 :

[Proposition. Si A€ My, ,(K), alors rg(AT) = rg(A). ]

Corollaire. Le rang d'une matrice A € M,, ,(K) est aussi le rang de la famille des n
vecteurs définie par les vecteurs lignes de A (dans la base canonique de KP).

4) Rang d’une matrice échelonnée

[l'y a plein de définitions (qui ne sont pas toutes immédiatement équivalentes) des matrices
échelonnées. Prenons la suivante :

Définition. Soit A € M,,,(K) est dite échelonnée si chaque ligne commence par
strictement plus de zéros que la précédente ou est nulle si la précédente est nulle.

Exemples : Les matrices suivantes sont échelonnées :

2 1 3 1 4

11 0 001 —1 2 01 2 3

02—1,00031,(3_01829,00—34

00 -3 000 0 5 00 0 1
000 0 O

L'équivalence entre
rg(A) = n et A est inver-
sible découle aussi du fait
que ses vecteurs colonnes
forment une base de K". Or
on a vu dans le paragraphe
1.3 du chapitre 31 que
cela était équivalent a dire
que les vecteurs colonnes
en questions forment une

famille de rang n.

On a déja rappelé plus haut
que les opérations élémen-
taires sur les colonnes pré-
servent le rang de vecteurs
les représentant (qui est égal

au rang de la matrice).

Cela permet de retrouver le
fait que les opérations élé-
mentaires sur les lignes pré-

servent le rang.

N

Le premier coefficient non
nul d'une ligne d’'une ma-
trice échelonnée est appelé

pivot.
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Remarque : Lorsqu'on applique la méthode du pivot de Gauss aux lignes d'une matrice de
M., »(K), on obtient une matrice du type

dig *
0 Cl272 *
: : .
: dry *
0 0 0 0
0 0O - 0 -0
avec r € [0;min(n,p)] et di1,...,d,, non nuls. |l s'agit bien d'une matrice échelonnée

au sens de la définition ci-dessus.

(Théoreme. Le rang d’une matrice échelonnée A est égal au nombre de lignes non nulles
de A.

DEMONSTRATION.

En fait on pourrait directe-
ment raisonner avec A mais
c'est moins visuel. En ef-
fet, pour tout j € [1;p],
ajr; 7 0 et, pour tout
i > j, ajx; = 0 (puisque
ki < ki) si bien que
w(X*i71) est de degré
kj — 1. Ainsi la famille
(w(X* 7)) i< est éche-
lonnée en degré et donc
libre. On en déduit que
dim(Im(u)) > r et on
conclut en remarquant que
Im(u) C Kr_1[X].

II'se peut que ce soit la trans-
posée de la matrice qui soit
échelonnée (notamment si
on a fait des opérations élé-

mentaires sur les colonnes).
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O

Exemple : Les quatre matrices de I'exemple précédent sont respectivement de rang 3, 4, 2
et 3.

La méthode est donc toute tracée : pour calculer le rang d'une matrice, on la met sous
forme échelonnée avec des opérations élémentaires (via I'algorithme du pivot de Gauss) et
on compte le nombre de lignes non nulles.

Exemple : Soit A € K. Donnons, en fonction de X, le rang de la matrice

11 -1 2
Al 1 1
A= 1 -1 3 =3
4 2 0 A

Exemples :

e Une matrice A est de rang 1 si et seulement si toutes ses colonnes sont proportionnelles
et I'une au moins est non nulle. En effet :

* Sin —1 colonnes sont proportionnelles a une autre colonne non nulle, des opérations
élémentaires permettent de se ramener a la matrice dont toutes les colonnes sont
nulle sauf une. Celle ci est alors de rang 1 et donc rg(A) = 1.

* Si deux colonnes (au moins) sont non proportionnelles, alors elles forment une famille

libre a deux éléments donc le rang des vecteurs associées est supérieur a 2. Par
contraposée, on obtient la réciproque.

Puisque le rang d'une matrice est le rang de sa transposée, elle donc de rang 1 si et
seulement si toutes ses lignes sont proportionnelles et I'une au moins est non nulle.

On met A le plus loin pos-
sible pour éviter au maxi-
mum de faire des cas : rappe-
lons que, si le pivot est nul,
il faut échanger des lignes

dans la méthode.
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e Si une matrice carrée d'ordre n est triangulaire supérieure avec tous ses coefficients non
nuls sur la diagonale, alors elle est échelonnée sans ligne nulle. Elle est donc de rang n
et donc inversible. On retrouve ainsi le résultat vu dans le chapitre 23.

5) Rang et matrices extraites

Définition. Soit A = (a; ;)i ; € My p(K). Une matrice B est extraite de A s'il existe
IC[1l;n] etJ C[1;p] tels que B = (a;;)ier,jeJ-

Remarque : Si on note I = {iy;...;iq} et J = {ji;...;Jr}, la matrice B est la matrice

obtenue en ne gardant que les lignes d’indices i1,.. ., 1, et les colonnes d'indices j1, ..., j,.

En d’autres termes, une matrice B est extraite d'une matrice A lorsqu’'on peut |'obtenir en
barrant des lignes et des colonnes de A (pas forcément le méme nombre de lignes et le
méme nombre de colonnes).

i A . a4 1 1
L i T 57 T =P
: : - @irgi o Qinyga - -r o Qigyge
Qig,j1  Qig,ja -+ Qig,j,
Aijs|1 ks p i . i
: : : ai!lvjl ai(l?jQ tee aiqmj'r'
aiql ‘ animp
Anpft . .- An 44 J.. Ap gy e Apg,. .- Anop
410 1 4 7 10 13
Exemple : La matrice B = est extraite de A= (2 5 8 11 14| :ona
6 12
3 6 9 12 15

rayé les colonnes 1,3,5 et la deuxiéme ligne.

Théoréme. Soit A € M, ,(K).
e Si B est extraite de A, alors rg(B) < rg(A).

e Le rang de A est la taille de la plus grande matrice (carrée) inversible que I'on peut
extraire de A.

DEMONSTRATION.

e On obtient B a partir de A en deux étapes (que I'on peut effectuer dans I'ordre qu’on
veut) : on supprime des colonnes et on supprime des lignes.

* Notons C' la matrice obtenue a partir de A en ne supprimant que les colonnes. Cela
consiste a supprimer des vecteurs a la famille des colonnes (vues comme des vecteurs
de KP) de A. L'espace engendré par les colonnes restantes étant inclus dans I'espace
engendré par toutes les colonnes, le rang de C' est inférieur au rang de A.

* La matrice B est obtenue a partir de C' en supprimant les lignes. Cela consiste a
supprimer des vecteurs a la famille des lignes (vues comme des vecteurs de KP) de C'.

Avec les notations ci-contre,
B est de taille g xr : B n'a

aucune raison d'étre carrée !

Car le rang d'une matrice
est aussi la dimension de
I'espace engendré par les
vecteurs formés par ses co-

lonnes.
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L'espace engendré par les lignes restantes étant inclus dans |'espace engendré par
toutes les lignes, le rang de B est inférieur au rang de C' .
Ainsi rg(B) < rg(A4).

e Supposons évidemment A non nulle. Notons r = rg(A) € N*. D'aprés ce qui précéde,
il suffit de prouver qu’'on peut extraire de A une matrice (carrée) inversible de taille
r. D'aprés ce qui précéde, A posséde r vecteurs colonnes libres (le rang est le nombre
maximal de vecteurs libres) : en ne prenant que ces vecteurs (et en rayant donc les
autres), cela donne une matrice C' a r colonnes de rang r (puisque ses r colonnes sont
libres). Le rang d'une matrice étant aussi le rang de ses vecteurs lignes, la matrice C
possede r vecteurs lignes libres. Dés lors, en prenant uniquement ces r vecteurs lignes,
cela donne une matrice B a r lignes et r colonnes, donc carrée, dont les vecteurs lignes
sont libres donc cette matrice est de rang r donc est inversible (car carrée de taille r).
La matrice B est obtenue en rayant des lignes et des colonnes de A donc est extraite
de A, ce qui est le résultat voulu. O

3210
Exemple : Calculonsrg | 0 1 3 1| en procédant par extraction.
0 3 0 2

IV Changement de base, matrices équivalentes, matrices sem-
blables

On a vu dans le paragraphe 1.6 qu'il existe parfois des bases dans lesquelles des applications
linéaires sont représentées par des matrices « simples », par exemple des matrices diagonales
ou triangulaires. Pour de telles matrices, les calculs de puissances ou d’inverses sont
plus simples si bien que travailler dans de telles bases permet de simplifier les calculs de
puissances d'endomorphismes ou d'inverses d'isomorphismes.

Dans ce paragraphe, nous n'allons pas chercher de méthodes pour trouver de telles bases
(c’est plutdt I'un des buts de la seconde année) mais plutét étudier les liens entre les
différentes matrices représentant une méme applications linéaire dans des bases différentes.

1) Changement de base

a) Matrices de passage

Définition. Soient B = (e, ..., ey,) et B = (€}, ..., el deux bases de E. On appelle
matrice de passage de % vers %' la matrice Py g4 € M,(K) telle que, pour tout
j € [L;n], la j-iéme colonne est formée des coordonnées de €; dans la base .

Remarque : En d'autres termes, Py % = (pij)i<i,j<n OU, pour tout j € [1;n],

n
r_ e
¢j = D_Pigei
i=1

c'est-a-dire que pour tout (i,5) € [1;n]?, p;; est la i-eme coordonnée de e’; dans la base
2. On note :

Car le rang d'une matrice est
aussi la dimension de I'es-
pace engendré par les vec-

teurs formés par ses lignes.

Et donc dim(F) = n dans
cette proposition. La lettre
p est déja utilisée pour autre

chose.

%yen mnémotechnique

pour se souvenir quels
vecteurs on met au-dessus :

dans I'égalité ci-contre, %’

6/1 (2{2 s 0,/” est « a coté » des vecteurs
P11 P12 Pin el e, ..., en (qui forment
P21 P22 Pan | €2 la base #'), et éloignée
P% P ) k) ) ]
e : : : : des vecteurs eq,...,e, qui
forment la base £.
Pn,1  DPn2 Pnn/ €n
On a donc Py 4 = Matg(#').
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Exemples :

e Dans K2, notons e} = (1,2), € = (3,4), et B = (e1, e2) la base canonique de K2...

e Notons #' = (7,3X —1,(X — 1)?) et & la base canonique de Ro[X]...

[Proposition. Soient &, #' et #" des bases de E. Alors :

1. P@ B = Mat@ @/(IdE)
’ ’ Lorsque la base de départ

: = lp.

. P‘%"% n n'est pas la méme que la
St Pﬁ,%’”P&?”,%’ = ng,%’- base d’arrivée, la matrice de
4. Pp g est inversible et Pélgg, =Py 5. Idg n'est pas forcément I,,.

DEMONSTRATION.

O

Remarques :

e Le dernier point est intuitif : une matrice de passage va d'une base dans une autre,
pour revenir en sens inverse... il suffit d’aller de la seconde base vers la premiére.

e La réciproque est vraie, c'est-a-dire que toute matrice inversible est une matrice de
passage : soit P une matrice carrée inversible de taille n = dim(F). Si on se donne %5
une base de E et si on appelle #; la base de E dont les coordonnées dans la base %,
sont les vecteurs colonnes de P (c'est bien une base car P est inversible donc la famille
de ses vecteurs colonnes est de rang n et donc est une base) alors P est la matrice de
% dans la base %5, et donc P = Py, »,.
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b) Changement de coordonnées dans une base (pour les vecteurs)

Théoréme. Soient % et %' deux bases de E. Soit x € E. On note Xy et X4 les
matrices colonnes de M, 1(K) dont les coordonnées sont les coordonnées de x dans,
respectivement, les bases % et B'. Alors : X = Py g X 5.

DEMONSTRATION. Moyen mnémotechnique :

dans I'égalité ci-contre, #
et # sont cote a cote, ainsi
que Z' et B’ .

Exemples :

e Reprenons les notations (e1, ea, €}, €5, B, B') du premier exemple du paragraphe précé-
dent. Déterminer les coordonnées de (x,y) € K2 dans la base (e}, ¢e}).

e Notons de nouveau % = (ey,e3) la base canonique de R%. Soit @ € R. Si on applique
une rotation d’angle 6 a ey, on obtient le vecteur ug = (cos(0),sin(f)). Cette méme
rotation transforme ey en vg = (—sin(f), cos(0)) (cf. dernier exemple du paragraphe
1.2.a). Déterminons les coordonnées (g, yy) de (x,y) € R? dans la base (ug,vp).

c) Changement de coordonnées dans une base (pour les applications linéaires)

[Théoreme. Soit f € Z(E,F). Soient B et B’ des bases de E. Soient € et €' des
bases de F'. Alors
Matyr o (f) = Pgr o Maty %(f)Pa.2 -

.

DEMONSTRATION.
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Remarque : Ce théoreme peut faire un peu peur, mais il est tres simple! Il suffit de bien
visualiser le diagramme ci-dessous :

E % Idg B, %'
f f
F¢ Idp 7
et son équivalent matriciel :
E, B . Pop.oar .E,%’
Mate, 2 (f) Matr, g (f)
F¢ . P ¢ . F¢'

Le résultat du théoreme précédent est donc tres simple :
e Si on va directement de (E, #’) dans (F,%”), alors la matrice est Maty g/ (f).

e Mais on peut aussi d'abord aller chez (E, #’) (matrice de passage Py 4') puis aller chez
(F,€¢) (matrice Maty 2(f)) et enfin aller chez (F, ") (matrice de passage Py ).

Corollaire. Soit f € £ (E). Soient # et #' des bases de E. Alors

Matg (f) = (Pg,2) " Mats(f)Pa .

DEMONSTRATION. On applique le théoréme précédent avec (%, %, %', %) au lieu de
(B, %', ¢,€") et on utilise le fait que Py 5 = (Pyu )" O

Exemple : Dans le paragraphe 1.6, nous avons étudié I'exemple d'un endomorphisme f de
R3 dont la matrice dans la base canonique est

2 =2 =2
A= 1 -1 -2
-1 2 3

Autrement dit, en notant % la base canonique de R3, on a A = Maty(f). En résolvant
un systeme, on a montré que, sie; = (2,1,0), e2 = (2,0,1), e3 = (1,1, —1) alors, dans
la base ' = (e1,¢e2,€3), la matrice de f est diagonale. Vérifions cela avec la formule du
corollaire.

e La matrice de passage de 7 a B’ est Py 4 est

2 2 1
P=|1 0 1
01 -1

e On trouve avec I'algorithme du pivot de Gauss que

-1 3 2
Pl=11 -2 —2
1 -2 =2

Et on n’oublie pas qu’on fait
le produit de droite a gauche

quand on compose.

Si on note A = Matg(f),
B = Matg(f) et Pg &,
on obtient

B=P'AP,

formule que lI'on a rencon-
trée a plusieurs reprises dans
les exercices du chapitre 23.
La matrice P n'était rien
d’autre qu'une matrice de

passage !
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e On obtient

Mat g (f) = (Pg.g) " Maty(f) P,z
=P lAP

-1 3 2 2 =2 =2 2 2
=11 -2 =2 1 -1 -2 1 0 1
1 -2 -2 -1 2 3 0 1

0
0
2

Il
S O =
O = O

2) Matrices équivalentes

Dans ce paragraphe, E désigne un espace vectoriel de dimension p et ' un espace vectoriel
de dimension n.

Définition. Soit A et B dans M,, ,(K). On dit que A est équivalente a B si il existe
P e GL,(K) et Q € GL,(K) tels que A = PBQ).

[Proposition. La relation « étre équivalente a » est une relation d’équivalence sur Mn,p(K).]

DEMONSTRATION.

e Soit A € M,,,(K). On a A =1,AI, donc A est équivalente a A : cette relation est
réflexive.

e Soient A et B dans M,, ,(K) telle que A est équivalente a B. |l existe P € GL,(K)
et Q € GL,(K) telles que A = PBQ. Alors B = P71 AQ~! et, puisque P! et Q7!
sont inversible, B est équivalente a A : cette relation est symétrique.

e Soient A, B et C dans M,, ,(K) telle que A est équivalente a B et B équivalente a C.
Il existe P € GL,(K), Q € GL,(K), R € GL,(K), S € GL,(K) telles que A = PBQ
et B = RCS. Dés lors A = P(RCS)Q = (PR)C(5Q). Comme PR et SQ sont
inversible, A est équivalente a C : cette relation est transitive. O

Dans les paragraphes précédents, on a rencontré deux cas de figures de matrices équiva-
lentes :

Théoréeme. Si on obtient une matrice A a partir d'une matrice B en faisant une succession
d’opérations élémentaires, alors A et B sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Effectuer des opérations élémentaires sur les colonnes sur la matrice
B revient a la multiplier 3 droite par une matrice inversible. Effectuer des opérations
élémentaires sur les lignes sur la matrice B revient a la multiplier a gauche par une
matrice inversible. Puisqu'un produit de matrice inversible est inversible, cela revient donc
a multiplier B par une matrice inversible P a gauche et une matrice inversible ) a droite :
A = PB(@ donc A et B sont équivalentes. O

Théoreme. Si deux matrices A et B représentent une méme application linéaire (dans
des bases éventuellement différentes), alors elles sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Si A = Matyr g (f) et B = Maty 5(f) avec f une certaine appli-
cation linéaire d'un espace E dans un espace F et &, %' ,¢,%¢’ certaines bases, alors la
formule de changement de base assure que A = PBQ ot P = Py et (Q = Py g . Elles
sont bien inversibles car ce sont des matrices de passage. O

Et donc on dit aussi, le cas
échéant, que B est équiva-
lente 3 A ou encore que A

et B sont équivalentes.

Ces opérations peuvent se
faire sur les lignes, ou sur

les colonnes ou sur les deux.
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Remarques :

e La réciproque de ce dernier théoréme est vraie : supposons que A et B sont deux matrices
équivalentes de M,, ,(K). Il existe donc P et () inversibles telles que A = PBQ. On a
vu plus haut que toute matrice inversible est une matrice de passage : il existe Z et
P’ des bases de E et € et ¢’ des bases de F telles que P = Py 4 et Q = Py g . |l
existe ensuite f une applications linéaire de E dans F telle que B = Maty »(f). La
formule de changement de base entraine que A = PBQ = Maty 2 (f). Autrement
dit A et B représentent une méme application linéaire.

e On avu dans le paragraphe 1.3 que le rang d'une matrice est invariant par multiplication
a gauche comme 2 droite par une matrice inversible. On en déduit que deux matrices
équivalentes ont le méme rang. La réciproque est-elle vraie 7 Explorons cela dans la
suite de ce paragraphe.

~

Définition. Soit r € [0;min(n,p)]. On note J, la matrice de taille n x p dont tous les

coefficients sont nuls sauf les r premiers coefficients diagonaux qui valent 1 : La matrice J- n'est pas for-

cément carrée. De plus on

1 0 0 0 O 0 la note de la méme facon
O1 0 0 o0 0 quelle que soit sa taille car
0 7 il n'y a pas d'ambiguité en
général (comme les matrices
Ir = 10 0 = anp(K)' élémentaires).
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

. J

rProposition. Soit f € Z(E,F). Notons r = rg(f). Alors il existe une base % de E et]

une base ' de F telles que Maty 5(f) = J;. Jr est de rang  car échelon-
S “ née avec r lignes non nulles.

DEMONSTRATION. C’est I'archétype de la ma-
trice de rang 7.
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[Corollaire. Une matrice A € M,, ,(K) de rang r est équivalente a J,.

)

DEMONSTRATION. Soit f une application linéaire représentée par A dans deux bases %’
et ¢’ de E et F respectivement. Puisque f est de rang r, la proposition précédente assure
qu'il existe des bases # et € de E et F respectivement telles que Maty 2(f) = J,. En
notant P = Py ¢ et Q = Py g, A= Matg g (f) = Py o Maty 5(f)Pg.s = PJ,Q,

ce qui permet de conclure.

On en déduit une caractérisation simple des matrices équivalentes :

O]

[Théoréme. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang. ]

DEMONSTRATION. On a déja dit en remarque ci-dessus que deux matrices équivalentes
ont le méme rang. Réciproquement donnons-nous deux matrices A et B de M,, ,(K) qui
ont le méme rang r. Elles sont alors toutes les deux équivalentes a .J,. d’apres le corollaire

précédent. Par transitivité, on conclut que A et B sont équivalentes.

O]

[Corollaire. Une matrice est de rang r si et seulement si elle est équivalente a J,.

C'est le moment de démontrer un résultat laissé en suspens dans le paragraphe 111.3 :

[Proposition. Soit A € My, »(K). On arg(A) =rg(AT).

DEMONSTRATION.

3) Matrices semblables

Dans ce paragraphe, on suppose que E est de dimension n.

a) Définition et premiéres conditions

nécessaires

Définition. Soient A et B dans M, (K)
P € GL,(K) telle que A= P~1BP.

. On dit que A est semblable a B s’il existe]

[Proposition. La relation « étre semblable a » est une relation d’'équivalence.

DEMONSTRATION. Analogue a celle pour les matrices équivalentes.

)
O

Théoréeme. Si deux matrices A et B représentent un méme endomorphisme (dans des

bases éventuellement différentes), alors elles sont semblables.

Autrement dit les classes
d’'équivalence de la relation
« étre équivalentes » sont en-
tierement déterminées par le

rang.

Il ne faut pas croire non
plus que toutes les propriétés
sont gardées par équivalence.
Par exemple :

e Deux matrices équiva-
lentes n'ont pas forcément
la méme trace (voir le pro-
chain paragraphe).

e Une matrice équivalente a
une matrice nilpotente n'est
pas forcément nilpotente (en
effet J; € M, (K) est équi-
valente a une matrice nil-
potente de rang 1 (on a
vu dans le paragraphe Il.1.b
qu'il en existait) sans étre

nilpotente.

On parle aussi de relation
de simulitude. Comme c'est
une relation d'équivalence,
on dit aussi, le cas échéant,
que B est semblable a A ou
encore que A et B sont sem-
blables...
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DEMONSTRATION. Si A = Matg(f) et B = Matg (f) avec f un certain endomorphisme
de E et avec Z et %’ certaines bases de F, alors la formule de changement de base assure
que A= P 'BP ol P = Pgy. O

Remarque : La réciproque de ce dernier théoréme est vraie : supposons que A et B
sont deux matrices semblables de M,,(K). Il existe donc P inversible A = P"'BP. On
a vu plus haut que toute matrice inversible est une matrice de passage : il existe & et
H' des bases de E telles que P = Py 4. |l existe ensuite f un endomorphisme de E

tel que B = Mat g (f). Par formule de changement de base, A = P~!BP = Mat (f).

Autrement dit A et B représentent un méme endomorphisme.

Exemple : On a vu dans le paragraphe IV.1.c et dans le paragraphe 1.6 que les matrices

2 -2 =2 1 00
A=(11 -1 -2 et B=|0 10
-1 2 3 0 0 2

sont semblables.

Il est facile de confondre les notions de matrices équivalentes et matrices semblables.

S'il est évident que deux matrices matrices semblables sont équivalentes, nous allons voir
que la réciproque est (trés) fausse. En attendant des (contre-)exemples, on peut déja
remarquer de premieres différences :

e Contrairement aux matrices équivalentes, il n'y a qu'une matrice P.

e Cela n'a aucun sens de parler de matrices semblables pour des matrices qui ne sont pas
carrées (alors que cela a du sens pour des matrices équivalentes).

Nous en verrons d'autres dans la suite. Contrairement aux matrices équivalentes, il n'existe
en fait aucune caractérisation simple pour savoir si deux matrices sont semblables. On ne
dispose que de nombreuses conditions nécessaires. La premiére étant que deux matrices
semblables sont équivalentes et donc :

[Proposition. Deux matrices semblables ont méme rang. ]

& LA RECIPROQUE EST FAUSSE!!!

Que dire des matrices semblables a A\I,, lorsque A € K* ?

[Corollaire. Si deux matrices n'ont pas le méme rang, alors elles ne sont pas semb/ables.]

Nous avons déja rencontré des matrices semblables (sans prononcer ce nom) dans les
exercices du chapitre 23. Notamment, lorsque A = P-1BP, par récurrence immédiate,
Vk € N, AP = p~iBFP.

On en déduit :

Proposition. Soient A et B deux matrices semblables. Alors, pour tout k € N, A* et
B* sont semblables.

DEMONSTRATION. Par définition, il existe P inversible telle que A = P~ 1BP. Par une
récurrence immédiate, pour tout k € N, A¥ = P71B¥P ce qui est le résultat voulu. [J

... Par contre la base est la
méme au départ et a |'arri-
vée pour A et la méme au
départ et a I'arrivée pour B.
Si on décide de mettre des
bases différentes au départ a
I'arrivée, on se retrouve avec
des matrices équivalentes.
Or nous allons voir que des
matrices équivalentes n'ont
aucune raison d'étre sem-
blables !

Dans le paragraphe IV.1.c
par le biais de la relation
B = P !'AP et, dans
le paragraphe 1.6 en mon-
trant qu’elles représentent le

méme endomorphisme.

Savoir si deux matrices sont
semblables ou non est en
général un probleme diffi-
cile : cf. paragraphe IV.3.c.
L'an prochain, le chapitre
de diagonalisation donnera
des méthodes pour répondre
a ce probleme gréce a
la recherche des éléments

propres d'une matrice.

Récurrence a savoir absolu-

ment rédiger !
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Remarques :
. & On peut avoir A% et B? semblables sans que A et B ne le soient.

Par exemple A = 1,, et B = —1,, ne sont pas semblables (cf. contre exemple
ci-dessus : \I,, n'est semblable qu'a elle méme pour tout A € K). alors que A? et
B2 oui (elles sont égales).

e Par contraposée, s'il existe ky € N* tel que A% et B*0 ne sont pas semblables, alors A
et B ne sont pas semblables.

Par exemple, soient N1 et No deux matrices nilpotentes d'indices de nilpotence
respectifs p et ps. Si p1 # po alors N1 et No ne sont pas semblables puisque, en
notant ¢ = min{p1;p2}, N{ et NJ ne le sont pas (I'une des nulle et I'autre non
donc elle n'ont pas le méme rang).

b) Utilisation de la trace

Rappelons (cf. chapitre 23) que, pour toutes matrices A et B de M,(K), on a
tr(AB) = tr(BA) (méme si A et B ne commutent pas). On en déduit que la trace
est un invariant de similitude (qui est plus simple a calculer que le rang) :

[Proposition. Deux matrices semblables ont la méme trace. ]

DEMONSTRATION.

[\ LA RECIPROQUE EST FAUSSE!!!

Par exemple, la matrice

1 0 0 0

0 -1 0 ... 0
E11—Fys = 0 0 0 ... 0 € My(K)

0 0 0 ... 0

est de trace nulle mais n’est pas semblable a la matrice nulle puisqu’elle est de rang 2
et la matrice nulle est de rang 0

[Corollaire. Si deux matrices n'ont pas la méme trace, alors elles ne sont pas semblables.]

Remarque : Puisque deux matrices semblables ont la méme trace, et afin de pousser
encore plus loin I'analogie entre les matrices et les applications linéaires, on peut aussi
définir la trace d'un endomorphisme de la facon suivante :

Définition. Soit f € Z(E). On appelle trace de f, notée tr(f), la trace de toute matrice
associée a f.

Exemples :
e tr(Idg) = tr(I,) = n.

e Notons D I'endomorphisme de dérivation dans la base canonique de K,[X]. On a
tr(D) = 0 puisqu’on a vu plus haut que sa matrice canoniquement associée est

Si p1 = p2, on ne peut pas
conclure non plus que N; et
N3 sont semblables en géné-
ral (cf. paragraphe IV.3.c).
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1 0 0 1
0 2 0 X
0 X2
A=
: : : . n xn-l
0 0 0 0 X"

Des résultats concernant la trace des matrices, on déduit immédiatement :

Proposition.
e L’application tr est une forme linéaire non nulle sur Z(E).
e Pour tousu € X (E,F) etve L(F,E), tr(vou) = tr(uow).

[Proposition. La trace d’un projecteur est égale a son rang. ]

DEMONSTRATION. Soit p un projecteur de E. On a vu dans le paragraphe 1.6 qu'il existe
une base de E dans la quelle la matrice de p est diagonale avec une diagonale composée
d'abord de 1 puis de 0. Elle est donc échelonnée et le nombre de lignes non nulles est égal
au nombre de 1 et donc a la somme des 1. Autrement dit son rang est égal a sa trace.[]

c) Exemples

Voyons quelques exemples « simples » de preuves que de deux matrices sont semblables ou
non.

Exemples :
e [ es matrices
011 01
A=10 0 0 et B=10 0 1
0 0 0 0 0 0
ne sont pas semblables car elles n'ont pas le méme rang.
e [es matrices
0 010 10 00
0 0 01 0 001
A=10 00 0 et B=10 00 0
0000 00 0O

ne sont pas semblables car elles n'ont pas la méme trace... alors qu’elles ont le méme
rang.

e [es matrices

BN

I
o O O O
OO O
o o = O
o O O O

D

~

Il
oS o O O
S o o=
o O O O
O = O O

ne sont pas semblables car A? # 0 et B?> = 0 donc A? et B? ne sont pas semblables
(puisqu’elles n'ont pas le méme rang)... alors que qu'elles ont la méme trace et la méme
rang.

« simples » car nous ne dis-
posons d'aucun outil simple
pour répondre a ce probleme
pour le moment a part cher-
cher un endomorphisme re-
présenté par ces deux ma-
trices (dans des bases diffé-
rentes). Les exemples plus
compliqués passent par des
arguments de « réduction »
d’endomorphismes (cf. pro-
gramme de deuxiéme an-

née).

On voit sur ces quatre pre-
miers exemples de matrices
trés simples que c’est un pro-

bleme difficile !
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e [es matrices

b

Il
coococoooo
coococoor
coocoo o
coococoooco

ont méme rang (4), méme trace (0) et méme indice de nilpotence (3). Mais un calcul

simple donne :

8N
N
|
S oo oo oo
SO O OO oo
(s len B en il el
SO O OO oo

qui ne sont pas semblables car elles n'ont pas le méme rang, donc A et B ne sont pas

semblables.

e Montrons que les matrices

A=

sont semblables.

SO oo o oo OO OO OO

—

S OO~ O OO SO OO oo

N DN DN

OO O OO OO OO O OO oo

W w w

et

et

et

Sy
I
coococoocoo

Sy
[\o}
I
coocoococod

v
I
oo o

—_
SO O oo oo cCooeee

o O O

—
S OO O OO coeee <

o O O

OO O oo oo

SO O OO oo

SO o+ O OO

SO O oo oo

O OO oo oo

SO oo o oo

O R O O O OO

OO O OO oo
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e Montrer que les matrices (carrées de taille n)

0 1 0
0 0 2

0

A= :
0 0 0

sont semblables.

n—1

et

o O

S =
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V  Retour sur les systemes linéaires

Dans le chapitre 23, nous avons exploré les liens entre systémes linéaires et matrices. On
se donne

a1 a12 aip b1
a1 G22 az,p bo

A= ) ) . € Mn,p(K) et B = € Mn,l(K)~
Gn,1  Gn,2 an,p by,

Rappelons que le systéme linéaire

1,101 +a12x2 + - -+
2,121 + a22%2 + - - -

+ a1 pTp = b1
+ az pTy = b2

(5)

Ap,1T1 + Ap2T2 + -« + Ap pTp = by,

de n équations a p inconnues est équivalent a I'équation matricielle AX = B, d'inconnue
1

Z2

X = M, 1(K) (ou KP par identification usuelle). Revisitons et complétons les

ajp . .
résultats du chapitre 23 avec ceux du présent chapitre. Commencons par les systémes
homogeénes :

Proposition. L'ensemble des solutions du systéme homogéne AX = 0,1 est le noyau
de A.

DEMONSTRATION. Il n'y a rien & montrer : c’est la définition du noyau de A. O

Définition (rang d’un systéeme). On appelle rang d’un systéme linéaire le rang de la
| matrice A associée.

J

N

Proposition. L’ensemble des solutions du systéme homogéne AX = 0 est un espace
vectoriel de dimension égale a p — rg(A), c'est-a-dire le nombre d'équations moins le

rang du systéme.

J

DEMONSTRATION. On vient de prouver que cet ensemble était égal a Ker(A) : il suffit
ensuite d'appliquer le théoreme du rang. ]

Passons au cas général :

Proposition. Le systéme AX = B est compatible si et seulement si B € Im(A). Le cas
échéant, considérons X une solution particuliére (c'est-a-dire vérifiant AXy = B). Alors
I'ensemble des solutions de AX = B est

{Xo+ X | X € Ker(A)}.

DEMONSTRATION. Notons C1,...,C,, les colonnes de A. On sait (cf. chapitre 23) que le
systéme est compatible si et seulement si B € Vect(C1,...,C),) et on a vu (cf. paragraphe
[.4.b) que Vect(Cy,...,Cy) = Im(A). La deuxiéme partie de la proposition a déja été
montrée dans le paragraphe IV.2 du chapitre 23. O

Remarque : Cela permet de redémontrer un résultat vu dans le chapitre 8 : un systeme
linéaire ne peut admette que 0, 1 ou bien une infinité de solutions (lorsque K est infini, ce
qui est le cas si K =R ou C). En effet, si AX = B désigne ce systéme,

On a déja vu dans le para-
graphe l.4.a que les lignes
d'une matrice forment un
systeme d’'équations de son

noyau.

Encore une définition du

rang !

On a vu dans le chapitre
30 que I'’ensemble des solu-
tions du systéme est un sous-

espace affine.

Les vecteurs colonnes en-
gendrent |'image, et les vec-
teurs lignes donnent un sys-

téme d'équation du noyau.
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e ou bien le systéme est incompatible (c'est-a-dire B ¢ Im(A)) et il n'y a pas de solutions.

e ou bien le systéme est compatible et Ker(A) = {0}, auquel cas I'ensemble des solutions
est {Xo} (avec Xy une solution particuliére... et donc la seule).

e ou bien le systéme est compatible et Ker(A) # {0}. Alors Ker(A) contient un vecteur
non nul X{, et, en notant X, une solution particuliéere de AX = B, Xy + AX]) est
encore solution de AX = B pour tout A\ € K.

On a vu dans le chapitre 23 un critére d'inversibilité d'une matrice A € M,,(K) : A est
inversible si et seulement si, pour tout second membre Y € Mnl(K) le systeme linéaire
AX =Y, d'inconnue X € M,,1(K), admet une unique solution. En fait on peut faire
mieux :

Théoréme. Soient A € M,, ,(K) et B € M,, 1(K). Alors A est inversible si et seulement
si le systéme linéaire AX = B, d'inconnue X € M, 1(K), admet une unique solution.

DEMONSTRATION. Le sens direct a déja été montré dans le chapitre 23. Réciproquement,
supposons que AX = B admet une unique solution Xg. L'ensemble des solutions est donc
{Xo} mais il est aussi {Xo+ X | X € Ker(A)} si bien que Ker(A) = {0} et donc A est
inversible. O

Remarques :

e Ce théoreéme dit que le fait qu'un systeme posséde ou non une unique solution ne dépend
que de A et non pas du second membre.

e On connaissait déja ce résultat pour un second membre nul : c'est le critére du noyau.

VI Bilans sur le rang et sur l'inversibilité

Dans ce long chapitre, nous avons passé notre temps a croiser tous les résultats et les
explorer sous divers angles... sans compter tous les résultats du chapitre 31. Faisons un
bilan :

1) Bilan sur le rang

Soit A € M,, ,(K). Alors rg(A) est égal :

e au rang de toute application linéaire représentée par A.

e au rang de toute famille de vecteurs représentée par A.

e au rang de la famille de K" formée par les p colonnes de A.

e au rang de la famille de KP formée par les n lignes de A.

e au nombre maximal de vecteurs libres parmi ses vecteurs colonnes.
e au nombre maximal de vecteurs libres parmi ses vecteurs lignes.

e 2 la taille de la plus grande matrice (carrée) inversible que I'on peut extraire de A.

e a dim(Im(A)).
e a p—dim(Ker(A)) (théoreme du rang).

Le rang de A vérifie les propriétés suivantes :
o rg(A) = rg(A7).

e rg(A) < min(n,p).

e rg(A) =0 si et seulement si A = 0.

e rg(A) =1 si et seulement si A # 0 et toutes les lignes de A sont proportionnelles si et
seulement si A # 0 et toutes les colonnes de A sont proportionnelles.

e On ne modifie pas le rang d'une matrice en la multipliant par une matrice inversible (a
gauche, comme a droite)

Rappelons que, lorsque A
est inversible, le systeme
AX = B est dit de Cramer
et il admet une unique solu-
tion X = A 'B.

Autrement dit A est inver-
sible si, pour un second
membre B quelconque, le
systéeme linéaire AX = B
admet une unique solution
(alors que dans le chapitre
23, il fallait que ce soit vrai

pour tout second membre).
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e Les opérations élémentaires (sur les lignes et les colonnes) laissent le rang invariant.

e On ne modifie pas le rang en supprimant une colonne qui est combinaison linéaire des
autres colonnes.

e On ne modifie pas le rang en supprimant une ligne qui est combinaison linéaire des
autres lignes.

e Le rang caractérise complétement les classes d'équivalences de la relation « étre équiva-
lente » sur M, ,(K).

e Le rang d'une matrice échelonnée est le nombre de lignes non nulles.

e Deux matrices semblables ont le méme rang (mais la réciproque est fausse).

e Le rang d'un projecteur est égal a sa trace.

Si f € Z(E,F) est une application quelconque représentée par A, alors :

o rg(A) =n(=dim(F)) si et seulement si f est surjective.

e rg(A) = p(=dim(F)) si et seulement si f est injective.

Enfin, si A € M, (K) etsi f € Z(F) est une application linéaire représentée par A :

rg(A) =n J est injective,

f est surjective,

f est bijective,

A est inversible,

Les vecteurs colonnes de A sont libres, %us rajouterons, dans le
Les vecteurs lignes de A sont libres, chapitre 37 : si et seulement
Les vecteurs colonnes de A forment une famille génératrice de K™,  si det(A) # 0 si et seule-
Les vecteurs lignes de A forment une famille génératrice de K", ment si det(f) # 0.

Les vecteurs colonnes de A forment une base de K",

rreereerey

Les vecteurs lignes de A forment une base de K".

2) Bilan sur I'inversibilité d’une matrice

Soit A € M, (K). Alors :

A est inversible <= A est la matrice d'un automorphisme.
<= A est la matrice d'un endomorphisme injectif.
<= A est la matrice d'un endomorphisme surjectif.
<= A est la matrice d'un isomorphisme.
<= A est la matrice d'une application linéaire injective
entre deux espaces de méme dimension finie.
<= A est la matrice d'une application linéaire surjective
entre deux espaces de méme dimension finie.
— VX eM,1(K), AX=0= X=0
<— VY e Mnyl(K), 1X e Mnjl(K), Y =A4AX
<= 3dBe M,(K), BA=1I,
<= dBe M,(K), AB=1,
<= Tout systéme linéaire dont A est la matrice Ainsi A est inversible si et
associée admet une unique solution. seulement si, appliquant la
<= AT est inversible méthode du pivot de Gauss
— rg(A) —n sur A on s-e ramé.ne 3 une
matrice triangulaire supé-
<= A est une matrice de passage d'une base a une autre.

rieur a coefficients diago-

naux non nuls.
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les vecteurs lignes de A forment une famille libre.

les vecteurs lignes de A forment une famille génératrice.
les vecteurs lignes de A forment une base.

les vecteurs colonnes de A forment une famille libre.

les vecteurs colonnes de A forment une famille génératrice.

[ A

les vecteurs colonnes de A forment une base. %HS S

chapitre 37 : si et seulement

si det(A) # O si et seule-
e Si A est triangulaire, A est inversible si et seulement si coefficients diagonaux sont tous  ment si det(f) # 0.

non nuls.

Ajoutons aussi :

e Si A est annulé par un polynéme dont le coefficient constant est non nul, alors A est

inversible. La réciproque est vraie et

laissée en exercice
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