Chapitre 14

Suites numériques

Partie B : Limite d’une suite réelle

Contrairement a ce que nous
avons fait dans le chapitre 4,
nous allons tout démontrer
(sauf les résultats de compo-
sition par une fonction qui
seront, une fois de plus, re-

portés au chapitre 18).

Rappelons que « Vn > ng »
est la version abrégé de

«VneN n>=nyg = ».

Dans cette partie, nous allons définir rigoureusement la notion de limite d'une suite réelle.
Ensuite nous allons en étudier de nombreuses propriétés. Nous étendrons brieévement
cette notion aux suites complexes en fin de partie.

Nous verrons dans le paragraphe 1.5 que les résultats sur la limite d'une suite (donc tous
ceux de ce chapitre) ne dépendant pas du rang initial de la suite. Ainsi, pour simplifier,
nous ne considérerons que des suites qui « démarrent a 0 » dans les résultats de cette

partie du chapitre.

Dans toute cette partie, (un)neN, (Un)nen €t (Wn)nen désignent des suites réelles (sauf
dans le paragraphe VII).

I Notion de limite d’une suite réelle
1) Définitions
a) Limite finie

Intuitivement, une suite réelle (u,),en admet une limite £ € R si ses termes s'en
approchent autant qu'on veut, sans plus s'en éloigner. Autrement dit si, quelle que soit
la précision voulue, notée ¢, I'écart entre u, et ¢ finit, dés que n est assez grand, par
étre plus petit que €. Cela justifie la définition suivante :

Définition. Soit ¢ € R. On dit qu’une suite réelle (u,)nen admet ¢ pour limite (ou
tend vers () si :

On note alors u, —— /.
n—-+o0o

.

Remarques :

e |l est toujours sous-entendu dans cette définition que € est un réel (strictement positif
donc) et n un entier (supérieur a ny donc).

e Avant d'aller plus loin, il faut bien avoir en téte les équivalences suivantes et savoir
passer de I'un a |'autre sans hésitation :

y4
e lup, — ¢ < ¢ = l—e<u, <l+e = Up € [0 —esl+el.
&
L o |llustrons cette définition :
g
{— ¢ 0 e /PN o e
o] A
{ {r=——@——mmmmm | etk ;---.
€0 | [}
] .
............... LR 2
l
* :’n() =4
o) 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10
[
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Le rang mo n'est pas forcé-
ment le rang initial au sens
ol ce n'est pas a priori le
premier qui fonctionne. Il
s'agit juste d'un rang a par-
tir duquel on sait que tous
les termes de la suite seront

proche de £ a ¢ prés.

Essayez d'en prouver une ou

deux en exo!

En effet, dés qu’'on trouve un
terme hors de cet intervalle,
il y en aura encore un hors
de cet intervalle, puis encore

un, etc

En particulier :
e Si |un] — 0, alors
n—-+oo

U, — 0.

n——+oo .
— /£ si et seule-
n——+oo
ment si —u,,

® Uy

— /.

n—-+oo

Pour cette valeur de g, il existe un entier ng (ici ng = 4) tel que, pour tout n > ny,
lu, — €] < g c'est-a-dire a partir duquel les termes de la suites sont tous dans le
« cylindre rouge ». Prenons une autre valeur de ¢, notée €, (ici plus petite que &g) :

[ ]
® [ ]
€l  mrecccc e, —r——r———————————— _@ ......
g¢----o- -------------------------------- o
o T °
g1 Vo mmmmm e e e oo fooe
]
]
]
b :n1:8
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
[ ]

Pour cette précision 1, il existe un entier ny (ici n; = 8) tel que, pour tout n > ny,
|up, — L] < &1 c'est-a-dire a partir duquel les termes de la suites sont tous dans le
« cylindre bleu ». La suite tend vers ¢ si, pour tout € > 0, il existe un rang a partir
duquel les termes de la suite sont tous dans le cylindre correspondant.

Remarquons que le rang initial d'appartenance au cylindre (ici ng puis n1) de la
définition dépendent de . C'est attendu puisqu'il est défini aprés dans la définition
quantifiée. Ici g > 1 et ng < ny. C'est intuitif : plus on veut une précision importante
(c’est-a-dire un petit €), plus il faut attendre longtemps et donc plus le rang initial
augmente.

e Comme on I'a vu dans le chapitre précédent avec les voisinages, remplacer
« |up, — € < en par « |u, — €] < e» dans la définition ne change rien. L'impor-
tant est que I'on puisse considérer un intervalle aussi resserré autour de ¢ que possible
(et qu'a chaque fois on y trouve tous les termes de la suite a partir d'un certain rang).

e Parfois, on arrivera a la majoration |u,, —¢| < 2¢. On pourra alors conclure directement

que u, T> ¢. En effet, £ étant quelconque, en partant de €/2 au lieu de ¢, on
n——+0oo

arrive a < € ce qui est bien la définition ci-dessus et il est donc inutile de détailler
autant (méme si on le fera dans les démonstrations de ce chapitre, par élégance
mathématique). Par exemple, on a les équivalences suivantes :

Uy ——— 0 — Ve >0, Ing €N, VYn = ng, |u, — €] < 2¢
n—-+00
— Ve >0, Ing € N, Vn > ng, |u, — | < 2
— Ve € [0;1], Ing € N, Vn > ng, |u, —¥¢| < e.

Il n'y a rien de compliqué! L'important encore une fois et que € puisse étre pris aussi
petit que I'on veut (par exemple, ce ne serait pas le cas si on avait € + 1 a la place
de €).

e La négation de « (up)nen tend vers £y est « Je > 0,Vng € N, In > ng, |u, — €| > .
En d'autres termes : il existe un intervalle centré en ¢ (dont I'amplitude est 2¢) en
dehors duquel se trouvent une infinité de termes

° & Une limite finie est un réel fixe. Elle ne peut jamais dépendre de n (I'indice de

la suite). Et donc, dans la notation u,, —+> truc, truc ne peut jamais dépendre
—r+00
de n. "

Proposition. Soit { € R. On a :

Uy — € —— 0
n—-+00

Uy —— 4
n—-+4o0o

— —

DEMONSTRATION. On constate que les définitions quantifiées de ces trois convergences
sont exactement les mémes. O
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Le rang no n’est pas forcé-
ment le rang initial au sens
ol ce n'est pas a priori le pre-
mier qui fonctionne. Il s’agit
juste d'un rang a partir du-
quel on sait que tous les
termes de la suites dépassent

le seuil A.

b) Limite infinie
Intuitivement, une suite (uy,)nen tend vers +00 si ses termes deviennent aussi grands
qu'on veut a partir d'un certain rang. Autrement dit si, quel que soit le seuil A (autant

le prendre positif strictement), u,, finit par étre supérieur a A dés que n est assez grand.
Cela justifie la définition suivante :

(Définition. On dit qu'une suite réelle (un)nen admet +oo pour limite (ou tend)
vers +00) si :

On note alors u,, —— +0o0.
n—-+400

\ J

Remarques :

e |l est toujours sous-entendu dans cette définition que A est un réel (strictement positif
donc) et n un entier (supérieur a ny donc).

o lllustrons cette définition :

___________________ S g G S U
Ao ® e

ot

no =

6 7 8 9 10 11 12 13 14

Pour cette valeur de Ay, il existe un entier ng (ici ng = 5) tel que, pour tout n > ny,
Uy = Ag, c'est-a-dire a partir duquel les termes de la suites sont tous « au-dessus du
seuil rouge ». Prenons une autre valeur de A, notée A; (ici plus grande que Ay) :

Al .___..__--___; ______ @ _______________

Pour cette précision Ay, il existe un entier n; (ici n; = 10) tel que, pour tout n > nq,
Uy = A1, C'est-a-dire a partir duquel les termes de la suites sont tous « au-dessus du
seuil bleu ». La suite tend vers 400 si, pour tout A > 0, il existe un rang a partir
duquel les termes de la suite sont tous au-dessus de la barre correspondante.

Remarquons le rang initial de dépassement du seuil (ici ng puis n;) de la définition
dépendent de A. C'est attendu puisqu'il est défini aprés dans la définition. lci A1 > Ay
et ny > ng. C'est intuitif plus on veut dépasser un seuil important, plus il faut attendre
longtemps et donc plus le rang initial augmente.

e Comme on I'a vu dans le chapitre précédent avec les voisinages, remplacer « u, > A »
par « u, > A» dans la définition ne change rien. L'important est que I'on puisse
considérer un intervalle aussi grand que possible (et qu'a chaque fois on y trouve tous
les termes de la suite a partir d'un certain rang).
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Essayez d'en prouver une ou

deux en exo!

En d’autres termes, si
Uy — £ € R et
n——+oco

Up — £ € R alors
n——+oo

(=1,

e Comme dans le paragraphe précédent, il y a plein de définitions équivalentes. Par

exemple :
Uy —— +00 = VA>0, dng e N, Vn>ng, up, 2 A+1
n—-+00
— VAeR, dng €N, Vn > ng, up, > A
— VA>1, 3ng €N, Vn = no, up > VA

Il n'y a rien de compliqué, I'important encore une fois et que A puisse étre pris aussi
grand que |'on veut.

e La négation de « (un)nen tend vers +oo» est « A > 0,Vng € N, 3In > ng, u, < A».
En d'autres termes : il existe un seuil en dessous duquel se trouvent une infinité de
termes.

On définit de méme :

(Définition. On dit qu'une suite réelle (un)neny admet —oo pour limite (ou tend)
vers —o) si :

On note alors u,, ——— —0o0.
n—400
|\ J

no = 5

° °
A Q0 TS ssossssss— R e it

c) Une définition universelle

Les définitions d'une suite ayant une limite finie, +00 ou —oo se ressemblent certes
mais sont différentes au premier coup d’oeil. Avec la notion de voisinage (qui n'est pas
tout a fait au programme de premiére année), on peut toutefois les unifier en une seule
définition :

Proposition/Définition. Soit £ € R. La suite réelle (u,)nen admet £ pour limite si et
seulement si, pour tout voisinage V de ¢, il existe ng € N tel que, pour tout n > ny,
u, €V.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

2) Unicité de la limite

Proposition (unicité de la limite). Si /a suite (u,)nen admet une limite ¢ € R,
alors cette limite est unique. On appelle alors ¢ la limite de la suite et on note aussi

= lim wu,.
n—-+oo

DEMONSTRATION. Raisonnons par |I'absurde et supposons que (uy,),en admette deux
limites réelles £ et ¢’ dans R.
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Ceci est valable pour tout
€ > 0. Pour trouver une
contradiction, il suffit de
trouver un seul £ qui ne
convient pas. Mais a ce
stade la preuve, on ne sait

pas encore lequel.

L'idée de la preuve est tres
simple : (un)nen finit par
étre trés proche de / et tres
proche de ¢/, ce qui n'est
pas possible si £ # ¢', car on
peut alors construire des cy-
lindres disjoints qui sont cen-
sés contenir tous les termes
de la suite a partir d'un cer-
tain rang, et ce n'est pas
possible car ils sont disjoints

(voir dessin ci-contre).

On ne sera jamais tenté
d’écrire cela si on n'utilise

que la notation ——.

n—-+oo

On n'aurait jamais écrit
u;y —— €™ puisqu’on
sait bien qu'il ne peut jamais

rester du n a la limite!'!

Une premiére démonstration dans le cas ou /£ et ¢’ sont réels.

Une deuxieme démonstration pour tous les cas avec la notion de voisinage.

Puisque ¢ # /', il existe un voisinage V; de £ et un voisinage Vjr de ¢’ tels que V;NVy = &
(cf. paragraphe IV.1 du chapitre 13).

e Puisque uy, —+> £, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, u, € V.
n—-—+0oo

e Puisque u, .—+—+ ¢, il existe nj € N tel que, pour tout n > ny, u, € Vp.
n——+0oo

Posons N = max{ng;n,}. On a alors uy € VN Vpr, ce qui est absurde. O

& Si (un)nen tend vers £, on note de préférence u,, —— /.
n—-4o00

On vient de dire que I'on peut noter £ = hIE Uy, et on le fera parfois. Pourtant, comme
n—-+00

on |'a déja mentionné dans le chapitre 4, cette notation est dangereuse car elle pousse
notamment a faire des manipulations algébriques de limites sans avoir prouvé au préalable
leur existence. En vrac, quelques problemes avec cette notation :

e Ecrire (—1)"nf;>;00 est vrai : cela veut dire que la suite ((—1)"),cn ne tend pas

vers 0. Mais lirf (=1)™ # 0, n'a aucun sens puisque |'usage de cette notation
n—-+0o0

annonce que ((—1)"),en a une limite (et qu'elle est non nulle), ce qui n'est pas le
cas.

e lim ((—1)"+3") = lim (—1)"+ lim 3" est fausse a plus d'un titre : déja
n—-+00 n—+00 n—+00
lim (—1)" n'a aucun sens puis, en écrivant lim ((—1)" + 3™), cela sous-entend
n—-+00 n—r+00

que l'on sait déja que cette suite a une limite. On verra dans le paragraphe lIl.1.b que
sa limite est +o0.

e Si lim wu, = ¢ € R, alors on a envie d'écrire lim w; = lim /¢", ce qui est
n—+o0o n—+o0o n—+oo

totalement faux comme on le verra dans la paragraphe 111.3 (c'est potentiellement
une forme indéterminée).

Moralité : on préferera de loin utiliser la notation u, —+> L.
n—-—+0oo
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3) Exemples fondamentaux

Théoreme.

1. Soit a € R. Une suite constante ou stationnaire a a converge vers a.
En particulier, une suite

. 1
constante est constante 2. Sia>0, alors — ——— 0.
. N . . n® n—+oo
égale a sa limite. Alternati-

vement, on peut dire qu'une | 3. Sig € |—1;1][, alors ¢" —— 0.
. , N n—+oo
suite constante est égale a - /

son premier terme, donc la .
o ) ) DEMONSTRATION.
limite est égale au premier

terme.

O

Exemple : On a donc (—1)" — 0 puisque —3 € ]—1;1[. Cela se voit trés bien sur
n—-+00

On voit en particulier qu'une /€ 8raphe (non a I'échelle!) ci-dessous

suite convergente n’est pas

forcément supérieure ou in- L4 °
> N . °
férieure a sa limite, elle peut ° o
osciller autour de celle-ci. ‘ ‘ 1 1 1 ' ; 1 [ I
0 1 2 3 | 3 6 . 8 9
°
°
Théoreme.
Sia <0, —a >0 donc
1 1. Sia >0, alors n* ——— +oo. 3. nl ——— +4o00.
n® = 0. n—+4o0o n—-+o0o
non e 2. Si 3 >0, alors (In(n))® —— +o0. 4. Siq>1, alors ¢" ——— +o0.
n——+o00 n—r+-00

Si a =0, alors

n*=1—1

n—-+oo
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De facon analogue, on
montre que si a > 0 et
q€]0;1],

" ——0

n—-+oo

et,sig>1,

" —— 400

n—-+oo

Dans la pratique, on uti-
lise plutét uniquement les li-
mites de ces deux derniers
théoréemes puis le théoreme
de composition des limites
par une fonction (cf. pa-
ragraphe I11.2. Ici on com-
pose n® ——— +o0 par
n— oo

la fonction z +— e*'™(@) et

on conclut selon le signe de
In(q).

A retenir : converger = ad-

mettre une limite finie.

Deux suites qui convergent
toutes les deux ou qui di-
vergent toutes les deux sont
parfois dites de « méme na-
ture ». Quand un sujet de
concours demande « déter-
miner la nature d'une suite »,
cela signifie « étudier si elle

converge ou diverge ».

DEMONSTRATION.

O

En général, il n'est pas aussi simple de montrer, de cette facon, qu'une suite admet une

limite que dans les exemples précédents :

e Méme si la suite est définie explicitement, on arrive rarement a isoler n et a donner
le premier rang a partir duquel tous les termes de la suite sont dans le voisinage
quelconque que I'on se donne. Cela n'est pas trés grave puisque |'on cherche juste
un ng qui convient et non pas forcément le plus petit. Dans la pratique, on utilise
souvent ces suites de références et on fait des opérations algébriques sur ces suites ou
des compositions par des fonctions (cf. paragraphe Il) ou encore on encadre les suites
par ces suites de références et on utilise le théoréme d’encadrement ou un théoréeme
de comparaison (cf. paragraphe 1V.1).

e Lorsque la suite est définie par récurrence ou implicitement, c'est encore plus difficile
et on utilise souvent des argument de monotonie (cf. paragraphe IV.b, IV.c et la
partie C de ce chapitre).

4) Suite convergente, suite divergente

Définition. Si une suite réelle admet une limite finie, on dit qu’elle est convergente (ou
qu'elle converge). Si sa limite est £ € R, on dit qu’elle converge vers (.

Si la suite n'est pas convergente, on dit qu'elle est divergente (ou qu'elle diverge).

Parmi les suites divergentes, on retrouve les suites qui tendent vers 400 ou vers —oo
mais aussi les suites qui n’admettent pas de limite (ni finie, ni infinie). Et il y en a'!
Par exemple, la suite ((—1)")nen n'admet pas de limite. En effet, raisonnons par
I'absurde et supposons qu'elle admette une limite { € R.
*x Sil = +o0, alors il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, (—1)" > 2 (en
prenant A = 2 dans la définition). C’est absurde.
*x Si ¢ = —o0, alors il existe ny € N tel que, pour tout n = ng, (—1)" < =2 (en
prenant A = —2 dans la définition). C'est absurde.
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Lorsque (un)nen tend vers
Foo,

(un)nen converge dans R.

on dit parfois que

On évitera toutefois de le
dire pour éviter tout confu-
sion vis a vis des définitions

du programme.

Cela signifie que u, = vy
pour n assez grand (plus pré-
cisément a partir du rang
N +1, ou

N = max{k € N|up # vk}
(ce max existant car c'est

celui d'un ensemble fini par

hypothése).

%tamment, si Uy, ——>

n—-+oo

4, alors up4+1 — £ et
n—-+oo
Up—1 —— L.
n—+oo
Soit ng € N. Si ¢ est

strictement croissante de
{n € N|n > no} dans N,
alors, pour tout n > ng,

p(n) = n — ne.

On a encore p(n) — +o0.
n——+oo

1
—)" -/ < =
(=" =4 < 5

1 ) 1 1
(en prenant ¢ = 5 dans la définition) donc (—1)" — 5 <L (D) + 7 En

* Si ¢ € R, alors il existe ng € N tel que, pour tout n > ny,

3
prenant n = 2ng = ng, onh a 3 </l L 3 En prenant n = 2ng + 1 > ng, on a

3 1

—3 </i< —5 C’est absurde.

Par I'absurde, la suite ((—1)")n,en n’admet pas de limite : elle diverge. Cela se voit
trés bien sur le dessin ci-dessous : les termes de la suite ne s’approchent d’aucune
valeur et « oscillent entre —1 et 1 ».

( ag e ’ o , s o )
Proposition. La nature d’une suite réelle ne dépend pas de ses premiers termes. Plus
précisément, si (up)nen €t (Un)nen sont deux suites égales sauf en un nombre fini de
termes, alors :

e ou bien elle convergent toutes les deux et ont la méme limite,
e ou bien elles tendent toutes les deux vers +oco,

e ou bien elles tendent toutes les deux vers —oo,

e ou bien aucune des deux n'admet de limite.

€ J

DEMONSTRATION. Notons N € N tel que, pour tout n > N, u, = v,. Si (up)nen
converge et que ¢ désigne sa limite (les trois autres cas sont analogues), alors il existe
no € N tel que, pour tout n > ng, |u, — £ < . Notons nj, = max{ng, N'}. Alors, pour
tout n = ny, v, — £ = |uy, — £] < e. Ainsi (vy,)nen converge vers £. O

Remarques :

e |l découle de cette remarque que, lorsque I'on s'intéresse a la limite d’une suite, seul
compte « ce qui se passe en +0o ». On peut donc faire démarrer la suite a n'importe
quel rang, cela n'aura aucun impact.

e Soit £ € R. Quitte 3 augmenter ng dans la définition quantifiée, pour tout p € Z,

Uy ——— £
n—-+o00

= Upyp — L.

n—-+00

5) Utilisation de suites extraites

a) Notion de suite extraite

Lemme. Soit ¢ : N — N strictement croissante. Alors, pour tout n € N, ¢(n) > n.
En particulier, p(n) ——— 400.
n—+400

DEMONSTRATION.
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Onextrait des indices donc
extrait des termes de la
suite (un)nen tout en gar-
dant I'ordre dans lequel ces

termes apparait.

La suite (¢(n))nen est donc
formée d'une infinité de
termes tous distincts (car ¢
est alors injective) mais il n'y
a pas tous les entiers (sauf

si ¢ est I'identité).

Remarquons que si on ex-
trait une premiére fois via
I'extactrice ¢ puis une
deuxiéme fois via |I'extactrice
1, cela revient a extraire via
I'extractrice ¢ o1 (et non le

contraire).

Définition. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (u,)nen toute suite de la forme
(Ug(n))nen, ol @ est une fonction strictement croissante de N dans N. On dit que ¢
est une extractrice.

Exemples : Les suites (uon)neN, (U2n+1)neN, (Up2)nen €t (Un+1)nen Sont des suites
extraites de la suite (U )neN-

Remarques :

e Sion note u : 1+ uy,, la sous-suite (U, () )nen n'est rien d'autre que la fonction uogp.

e | 'extractrice ¢ n'est rien d'autre qu'une suite strictement croissante d'entiers na-
turels qui sont utilisés comme les nouveaux indices de la suite. On peut donc la

noter (p(n))nen ou, les indices étant muets, (¢ (p))pen. Ce n'est pas une notation
classique pour une suite donc, pour tout p € N, notons n, = ¢(p). On a alors

(2(p))pen = (np)pen et donc (U )nen = (Un, )pen-
Par exemple, si (np)pen = (1,5,14,21,23,36,43,100,...), alors on a
(Ug(n))JneN = (Un, )peN = (U1, Us, U14, U21, U23, U36, U43, U100; - - - )

On utilise donc souvent cette définition alternative :

Définition. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de (un)nen toute suite de la forme
(tn, )peN, ol (ny)pen est une suite d'entiers naturels strictement croissante.

Remarque : Une suite extraite d'une suite extraite de (uy)nen €St encore une suite
extraite de (uy)nen. En effet :

e Si (vp)nen est une suite extraite de (up)nen, alors il existe une extractrice ¢ telle
que, pour tout n € N, vy, = uy(n). Si (Wn)nen est une suite extraite de (vn)nen,
alors il existe une extractrice 1 telle que, pour tout n € N, w,, = Uy(n) €t donc
Wn, = Ugp(yh(n)) = Ugpoy(n)- La fonction ¢ oh étant strictement croissante de N dans N,
c'est bien une extractrice et donc (wy,)nen est une extractrice de (uy)nen.

e Avec |'autre notation, c'est un peu plus simple de manipulation : une suite extraite de
(tn)nen a la forme (un,)pen avec (n,)pen une suite d'entiers strictement croissante,
puis une suite extraite de (uy, )pen a la forme (up, )qen avec (pg)qen une suite d'en-
tiers strictement croissante (qui fournit bien une suite d'entiers (n,, )4en strictement

croissant).

Exemple : La suite (ugp)neN €st une suite extraite de (ugy )nen €t donc de (up)nen-

b) Suites extraites et limites

Les suites extraites n'ont pas vraiment d'intérét en soi. Elles servent surtout dans les
propriétés de limites. Commencons par un résultat intuitif :

Proposition. Soit £ € R. Si (uy)nen tend vers £, alors toute suite extraite de (uy,)nen
| tend encore vers ¢

DEMONSTRATION.

Lycée Condorcet - MPSI2
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Ce corollaire est trés impor-
tant car il fournit un moyen
simple de prouver qu'une

suite diverge.

C’est plus simple a montrer
ainsi que comme on |'a fait
dans le paragraphe précé-
dent.

On généralise facilement ce
résultat : il suffit d’avoir un
nombre fini de sous-suites
dont les indices forment
un recouvrement de N.
Par exemple, (un)nen tend
vers £ si et seulement si
les trois suites (Usn)nen,
(usn+1)nen et (Usnt2)nen
tendent toutes les trois

vers /.

Remarque : En particulier, si u, — ¥, alors upy1 —— €, ugy —— ¢,

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o
U2n+1 e g, etc.
n—-+o00

Corollaire. Si une suite admet une suite extraite qui diverge ou deux suites extraites
qui tendent vers des limites distinctes, alors elle diverge.

Exemples :

e Lasuite ((—1)")nen diverge car les deux suites extraites ((—1)") __ et ((—1)2"*1)

neN neN

convergent vers des limites distinctes (1 et —1).

e La suite de terme général (—2)™ n'a pas de limite car (—2)?" = 4" ——— +o00 et

n—-+00
(=2)2"Hl = 2 x 4" — — —o0.
n—-+00
o La suite ((—1)"n)pen diverge car les deux suites extraites ((—1)2”2n)neN et

((=1)*"*1(2n+1)) _. convergent vers des limites distinctes (+oo et —0c).

neN

On peut se poser la question inverse : si certaines suites extraites convergent vers la
méme limite, peut-on en déduire que (uy,)nen converge vers cette limite ? Un cas tres
important qui fonctionne est le suivant :

Proposition. Soit / € R. On a :

Uy ——— 4 <—

Uoy ——— 4
n—-+00 n—-+o0o

et u — /.
2 n——+oo

DEMONSTRATION. Le sens direct découle du théoréme ci-dessus. Réciproquement, sup-

posons que les suites (uon)neN €t (U2n+1)nen tendent vers £. Soit V' un voisinage de /.

Alors :

o il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, ug, € V.

e il existe nj, € N tel que, pour tout n > ny, ugn1 € V.

Notons N = max{2ng;2n(, + 1}. Pour tout n > N :

e si n est pair, il existe £k € N tel que n = 2k. Comme n > 2ng, k > ng et donc
Up = Ugp, € V.

e si n est impair, il existe k € N tel que n =2k + 1. Comme n > 2ng+ 1, k > ng et
donc uy, = ugk41 € V.

Dans tous les cas, u, € V. La suite (uy)nen tend bien vers Z. O

Remarque : Dans la partie C, nous utiliserons beaucoup ce résultat. Nous aurons
notamment a montrer que les suites (u2, )nen €t (U2n+1)nen SONt monotones.

& Pour étudier les variations de (u2,)nen, il faut étudier le signe de ug,12 — uzy,
pour tout n € N. Pour étudier les variations de (u2,+1)nen, il faut étudier le signe de
U2n+3 — U2n+1 pour tout n € N,

c) Notion de valeur d’adhérence (HP)

Si une suite réelle (u,,),en admet une sous-suite qui converge vers un réel a, alors on dit
€
que a est une valeur d'adhérence de la suite.

Par exemple, —1 et 1 sont des valeurs d'adhérence de la suite ((—1)")pen.

Cette notion est hors-programme en premiére année mais le sera |'an prochain. Il sera
notamment montré qu'un réel a est une valeur d'adhérence si et seulement si tout
voisinage de a contient une infinité de termes de la suite. Cela signifie que a est un point
d'accumulation de termes de la suite.
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Il Limites et relation d’ordre

1) Propriété d’ordre transmise par la limite

[Proposition. Une suite réelle convergente est bornée. ]

La réciproque est fausse!

Par exemple : la suite de DEMONSTRATION.
terme général (—1)™ diverge

mais est bornée.

Remarques :

EY une suite qui tend vers ® Dans le méme genre (mais ce n'est pas explicitement écrit dans le programme)

—oo est majorée et non mi-

norée. [Une suite qui tend vers +o0o est minorée et non majorée.]

Montrons-le : considérons une suite (uy)nen qui tend vers +oco.

e Une suite non bornée ne tend pas forcément vers +co et sa valeur absolue ne tend
pas forcément vers +oo.

Par exemple, pour tout n € N, posons u,, = ((—1)" + 1) x n.

[ ]
[
[ ]
[ ]
[ ]
I Y o e e ——+ @& @& | >
0 1 2 3 | 5 6 7 8 9 10

La suite (up)nen n'est pas bornée mais ne tend pas vers +oco (ni sa valeur absolue

Et bien siir elle ne tend pas
puisqu’elle est a termes positifs). En effet :

vers —oo puisqu’elle est a
termes positifs (donc aucun — Raisonnons par I'absurde et supposons qu'elle est bornée par un réel M > 0.
terme ne descend sous la Alors, pour tout n € N, ug, < M, c'est-a-dire 2n < M. C'est absurde en

seuil A = —1 par exemple). prenant n = M.
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Il est impératif de bien
avoir ce dessin en téte, ainsi
que la démonstration pour
étre capable de I'adapter a
plusieurs variantes, cf. ci-

dessous.

On ne peut rien dire si la li-

mite est nulle. Par exemple

la suite (% tend
i .neN

vers 0 (je vous laisse tenter

de le montrer) mais alterne

entre terme positif et terme

négatif.

On a déja fait plus ou moins
cette preuve dans le chapitre
13 pour justifier qu'un in-
tervalle ouvert contenant un
réel est un voisinage de ce

réel.

— Raisonnons par I'absurde et supposons qu'elle tend vers +oo. Il existe alors
ng € N tel que, pour tout n > ng, u, = 1. On a 2ng + 1 > ng alors que
Uono+1 = 0. C'est absurde.

Proposition. Si (uy)nen est une suite qui converge vers £ > 0, alors u,, > 0 a partir
d'un certain rang.

DEMONSTRATION.

D B ittt

/ I ° . .

A e L PR e s---°

° [ ]
ol e
of 1 g 3 4 5 6 T 8 9 10
[ J
* O

Remarques :

e Ce résultat reste vrai si £ = +oo. Il suffit de prendre (par exemple) A =1 dans la
définition de u,, ———— +o0.

n——+00

e De facon analogue, si (uy)nen tend vers ¢ < 0 ou vers —oo, alors u, < 0 a partir
d'un certain rang.

e Et donc, si (up)nen admet une limite non nulle, on a w, # 0 a partir d'un certain
rang.

e Dans le méme genre (mais ce n'est pas explicitement écrit dans le programme), pour

=2

tous (a,b) € R” tel que a < b,

Si up, ——— £ € Ja;b[, alors u, € |a;b[ a partir d'un certain rang.
n——+00

Montrons-le dans le cas ou a et b sont réels (les autres cas sont analogues avec une
inégalité en moins) :

Par exemple :

Lycée Condorcet - MPSI2
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Pour utiliser les théorémes
de ce paragraphe (et le
précédent), on doit aupara-
vant avoir montré la conver-
gence des suites (un )nen et
(vn)nen. La convergence de
ces suites est une hypotheése
qu'il faut prouver avant
d’'appliquer ce théoréme. Ce
ne sont pas des théoréme
d’existence contrairement a

ceux du paragraphe IV.1.

L'idée du raisonnement est
trés simple : v, se rapproche
de ¢’ et u,, se rapproche de
{et,si > ¢ alors u, finit
par dépasser vy, car u, finit
par étre dans le cylindre bleu
et v, dans le cylindre rouge,
voir dessin ci-contre, ce qui

est exclu.

N

Si on veut montrer que
¢ > 0, il faut un argu-
ment supplémentaire. On
peut raisonner par |'absurde
ou utiliser des arguments de
stricte monotonie (cf. para-
graphe IV.2).

Ces opérations représentent
prées de 60

n'allons en montrer

cas! Nous

que
quelques uns bien choisis
(les autres pourront consti-
tuer un excellent exercice de

manipulation de la définition

auantifide)
< 7

2) Passage a la limite dans une inégalité large

Dans le paragraphe précédent, on a vu que |I'on peut transférer des propriétés d'ordre
sur la limite aux termes de la suite (3 partir d'un certain rang). Et vice-versa dans ce
paragraphe : des propriétés d'ordre sur les termes de la suite se transférent sur la limite.

(Théoreéme (Les inégalités larges passent a la limite). Supposons que u, < v, a
partir d’un certain rang. Soient { et {' des réels.
Siuy, —— L etv, — ¥, alors £ < 0.

L n—-+o0o n—-+oo
DEMONSTRATION.
[}
S o Un
‘3 TIIIIIITIIiTITeTIooooIIIIIIgIIIe
i ts ettt S
et ___.___‘___g __________________________
()‘i2a4n<)7xf)1()/
O
& LES INEGALITES STRICTES DEVIENNENT LARGES PAS A LA LIMITE.
1 1
Prenons I'exemple de u, = —— et v, = — pour tout n € N*. Pour tout n € N*,

n n
Uy, < vn mais pourtant leurs limites sont égales (a 0).

Corollaire. Supposons que (u,)nen converge vers £ € R. Soit m € R.
1. Supposons que u, < m a partir d’'un certain rang. Alors £ < m.
<

2. Supposons que m < uy, a partir d’'un certain rang. Alors m < /.

En particulier, si (un)nen converge vers ¢ et si uy, > 0 (a partir d'un certain rang
du moins), alors £ > 0. Cependant, si u,, > 0 (3 partir d'un certain rang du moins), on
ne peut pas conclure que £ > 0.

1 o1
Par exemple, pour tout n € N*, — > (0 mais — ——— 0.
n n n—+oo

Il Opérations sur les suites admettant une limite

1) Opérations algébriques

Nous allons présenter les opérations algébriques (valeur absolue, somme, multiplication
externe, produit et division) sur les limites sous forme de tableaux. Lorsque I'opération
effectuée sur des suites ne permet pas de conclure sur la limite en toute généralité, on
parle de forme indéterminée (et nous écrirons F.l. dans le tableau). Dans ces cas, il faut
faire une étude au cas par cas mais il y a des méthodes générales que nous évoquerons
dans le paragraphe |11.4 et qui nous occuperons beaucoup cette année, notamment au
second semestre.
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L'opération « co — co » est
une forme indéterminée. En
effet :

(cette limite se montre
par produit, cf.paragraphe
111.1.b).

N

Ici, prenons S au lieu de ¢
dans la définition pour que,
a la fin, la somme de ces
deux < donne un . Si on
met €, on aura 2¢ a la fin,
ce qui convient tout autant

mais est moins élégant.

a) Valeur absolue

[Proposition. Soit ¢ € R. Le tableau suivant indique la limite de (|un|)nen en fonction)

de la limite de (up)nen -

lim wu,
n—-+oo

{ | +oo | —o0

lim  |up,|
T— 400

|4] | +o00 | +o0

.

J

DEMONSTRATION. e Supposons que u,

que, pour tout n = no,
pour tout . = ng,

e Supposons que u, —— 4o00. Soit
n—+oo

——— £. Soit € > 0. Il existe ng € N tel
n—-+4o0o

u, — £ < e. Par inégalité triangulaire renversée, on a alors,
lun| — 4] < |up — €| < €. Ainsi |u,| — £.

n——+oo

A > 0. Il existe ng € N tel que, pour tout

n = ng, U = AA et donc |u,| = A. Ainsi |u,| ——— +00. 0

AN

b) Somme et multiplication externe

n—-+o0o

rProposition. Soient (£,0') € R? et \ €

(Un, + v )nen en fonction des limites de (up)nen €t (Vn)nen

R*. Le tableau suivant indique la limite de

lim wu,
) B=rre2 ¢ +oo | —0
lim v,
n— 400
A L+40 | 400 | —00
+00 +o00 | +o0o | F.I
—00 —0 F.l. | —c0

&

J

DEMONSTRATION. Traitons deux cas par
laissés en exercice) :

e Supposons que u, — £ € R et v,
n—-+00

mi tous ces cas (les autres sont analogues et

—— V' eR.

n——+oo

e Supposons que u, — £ € R et v,, ———— —0.

n——+00
On se donne A < 0 (puisqu’on veut —

* Puisque (up)nen converge, elle est

n——+o0

oo pour limite de la somme).

bornée et donc majorée par un réel M € R.

x Puisque v,, —— —o0, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, v, < A’ (o

n—-+oo

A’ < 0 sera ensuite choisi en fonction de A).
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Ces trois derniéres lignes
sont en fait inutiles. Avoir
A + M suffit pour conclure,

cf. remarque dans le para-

§phe I.1.b.
—

A € RY,
n—-+oo
M (ol A doit &tre pris au

sens de |'extension de la mul-

alors Auy,

tiplication réelle 3 R).

SiA =0, (AMun)nen est juste
la suite nulle donc elle tend
vers 0. Rien de trés interes-
sant.

Le sens de I'inégalité est ren-

versé puisque A < 0

Si une seule de ces suites
tend vers Fo0 et les autres
convergent, la combinaison
linéaire tend vers 0o (selon
le signe de son coefficient
multiplicateur, si celui-ci est
non nul bien sir)

Si plusieurs de ces
suites tendent vers £00, on
ne peut rien conclure en
général. C'est une forme
indéterminée. On verra ci-
dessous que, dans ce cas, on
factorise par le terme « le

plus gros ».

Mais le nombre de suites
dans cette somme n'est pas
fixe : il tend vers +o00 « en
méme temps » que le rang

des suites.

Pour tout n > ng, on a donc u, + v, < M+ A’. Prenons donc A’ = max{A — M;0}.
SiA—M < 0,alors M+A' = M+A—-M =A.SiA—M >0, alors M+ A" = M < A.

Dans les deux cas, u,, + v, < A. Ainsi u,, + v, —— —00. O
n—-+oo

N

rProposition. Soient £ € R et A € R*. Le tableau suivant indique la limite de (Auy)pen
en fonction de la limite de (up)nen :

lim wu, { | +00 | —00
n—-+4+oo

A>0 M | 400 | —00

A<0 M | —o0 | 400

\ J

DEMONSTRATION. Traitons le cas ou uy, —+> —o0 et A < 0 (les autres sont laissés
. n——+0o0
en exercice).

On se donne A > 0 (puisque I'on veut 400 pour limite du produit). Puisque u,, ——

n—-+o0o
A A
00, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, u, < 3 (on prend A’ = 5\ < 0 dans
la définition de la limite). Alors Au,, > A. Ainsi Au, —+> +o00. O
n——+00

7 1 7
Exemple : On a — + 3" ——— +00 puisque — —— 0, donc — —— 0 et
n

n—-+oo n n—+oo n n—+oo
3" —— +o0.
n—-+o0o
On ne peut évidemment rien dire en général pour la somme de deux suites n'admettant
pas de limite. Gardons juste a I'esprit qu'il peut y avoir une limite.

Par exemple les suites ((—1)")nen et ((—1)"T! +1),en n'ont pas de limite. Pourtant
leur somme est la suite constant égale a 1 et donc converge (vers 1).

Par récurrence, on obtient la limite d'une combinaison linéaire de suites convergentes :

Proposition (combinaisons linéaires). Soit  p € N*.  Soient
(u1,n)neN, (U2n)neN, - - - (Upn)nen des suites qui admettent des limites réelles
l1,0s, ..., L, respectivement. Soient \i, g, ..., \, des réels. Alors

p p
7 n—+oo —

S J

& Le nombre de suites dans la combinaison linéaire doit étre fixe.
Par exemple, pour tout p € N¥,

P

kgn—i—k’ n—+00

en tant que somme de suites qui tendent vers (.

S’il varie, on n'est plus du tout dans le cadre d’'application de cette proposition et tout
peut arriver.

Par exemple

bien que ce soit une somme de suites qui tendent vers (.

A I'aide de I'expression explicite des suites arithmétiques et géométriques, et des propriétés
de sommes et multiplication externe de limites, on obtient :

Lycée Condorcet - MPSI2

15/36 Matthias Gorny



Une autre démonstration
consiste a utiliser le théo-
réme d’encadrement (cf. pa-
ragraphe 1V.1).

L'opération « 0 X co» est

une forme indéterminée. En
effet :
1

n+1

=n ——— +00,
n—-+oo

x (n® 4+ n)

:71Q—°_>1’
1-}—? n—+oo

(cette limite se montre
par inverse, cf.paragraphe

11.1.C).

A part le cas d'un produit
de deux suites tendant vers
+o00, les autres s'obtiennent
en échangeant le role des
deux suites et/ou en les mul-

tipliant par —1.

Proposition. Une suite réelle arithmétique de raison r € R* tend vers 400 sirT > 0 et
vers —oo sir < 0.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

'Proposition. Soit (un)nen une suite réelle géométrique. Notons q sa raison.
e Siqel]-1;1], alors u, — 0.
n
ug > 0
ug <0 °

+o00 si

—+00
e Sig>1 etuy+#0, alors alors uy, —>{ oo s

n—-4o0o

o Sige|—oo;—1] etuy # 0, alors (up)nen n'a pas de limite.

. J

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

c) Produit

Commencons par un résultat tres utile dans la pratique :

Proposition. Si (u,)nen est bornée et v, —— 0, alors u,v, — 0. ]
n—-+40o n—-+40o

\

DEMONSTRATION.

i |
sin(n!) 0.

1
Exemples : La suite (sin(n!))nen est bornée et — ——— 0 donc n
n—-+0oo

n n—+oo n

'Proposition. Soient (£,0') € R2. Le tableau suivant indique la limite de (w,vn)nen en)
fonction des limites de (un)nen €t (Vn)neN
lim w,
) s £>0|£<0|£=0] 400 | —0
lim w,
n—-+oo
>0 o 174 0 400 | —00
<0 o o 0 —00 | 400
V= 0 0 0 F.l. F.l.
+00 +00 —0 F.l. +o00 | —00
—00 —00 +00 F.l. —0 | 400

DEMONSTRATION. Traitons deux cas parmi tous ces cas (les autres sont analogues et
laissés en exercice) :

e Supposons que u, — { € R et v, — ¢’ € R.
n—-+0o n——+oo
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On a fait en sorte d'appli-
quer les définitions des li-
mites avec des ¢’ et de &”
pour qu'a la fin il ne reste
plus que . Cela donne une
preuve dont la conclusion est
trés élégante mais elle peut
sembler artificiellement tech-
nique. On aurait pu prendre
€ a chaque fois mais on au-
rait obtenu, a la fin,

|t vn — 0| < (M + |£))e.

Ce qui permet tout au-
tant de conclure puisque
M + 0’| #£ 0.

Pratique si on veut élever
3 une puissance, cf. para-
graphe 111.3.

e Supposons que u, — ¢ < 0 et v,, ——— +00.

n—-+o0o n—-+oo
O
Exemples :
0 L 0 pui L — 0 et L 1" — 0 étant
[ ] - - = —
n a (n )77 nores puisque e e ™ 7 —— étan

, 1
donné que —1 < - < 1.

e Pour tout n € N, posons u,, = cos(n!) + 2".

d) Inverse et quotient

Définition (limites 0" et 07). Si (uy)nen converge vers 0 et si u, > 0 (respective-
ment u, < 0) & partir d'un certain rang, alors on dit que (u,)nen converge vers 0T
(respectivement vers 07 ).

Remarques :

e Si (vn)nen est une suite qui converge vers £ € R* , vers 0T ou vers +o0, alors v, > 0
a partir d'un certain rang.

e Si (vp)nen est une suite qui converge vers £ € R* , vers 0~ ou vers —oo, alors v, <0
3 partir d'un certain rang.

e Dans les deux cas, on a v, # 0 a partir d'un certain rang donc les termes de la suite
(1/vn),,cn sont bien définis a partir d'un certain rang. Dans le tableau ci-dessous, on
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A

L'opération « 0 »  est

une forme

En effet :
1/n® 1
1/n  n

—0,
n—-+oo

1/vn
1/n =%

= 9FC9,

n——+oo

S 0
L'opération « — » est une
0

forme indéterminée. En
effet :
n5 4
Z
n
——— 400,
n——+oo
n 1 1 1
n3 n? n3
—0
n—-+oo

. 0 (%)
Attention « — » et « — »

00
ne sont pas des formes indé-

indéterminée.

supposera que ce rang est 0 pour simplifier les énoncés et la démonstration (mais il
suffit de faire démarrer les suites au premier rang en question sinon).

e 2

1
Proposition. Soient ¢ € R. Le tableau suivant indique la limite de <> en
neN

fonction de la limite de (vy,)neN : e
lim v, || ¢#0| 0F | 00 | 400 | —0
n—-+oo
1
lim — +oo | —oco | O | 0™
n—-+oo Uy, (’

\ J

DEMONSTRATION. Traitons deux cas parmi les cing (les autres sont analogues et laissés
en exercice) :

e Supposons que v, —— ¢’ # 0. On se donne ¢ > 0. Puisque v, —— ¢’ :
n—-4o0o n—-4o00

* il existe ng € N tel que, pour tout n
choisi en fonction de ¢).

> no, v, — ] <€
g/
* il existe nf, € N tel que, pour tout n > ny, v, — | < ’F|
/
=1 < L gone 1 ¢
N onaw, #0 et

(ot &/ > 0 sera ensuite

. Par inégalité triangulaire

renversée, on a ||v,| — |¢'|] donc

< fonl-

Posons N = max{ng, ng}. Pour tout n >

1 1 |0/ — vy e 2¢’
— T = / = g g,
N e R R VT
/2 1 1
Sl on choisit € _— > insi — —— —
i hoisit €’ | ‘ 0. Ai
2 vy, n—too O

e Supposons que v,, — 0. On se donne A > 0.
n—-4o0o 1

* Il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, |v, — 0] < —

=
* |l existe nf, € N tel que, pour tout n = nyg, vy, > 0.
>N,onal<uv, <

1 1

1 don Un > A. Ainsi
— —— +o00. O
Vp, N—>+00

Posons N = max{ng, ny}. Pour tout n

U
Proposition. Soient (£,¢') € R?. Le tableau suivant indique la limite de <n> en
fonction des limites (uy)nen €t (Vn)nen - Un / peN
lim w,
. e £>0]|0<0|£=0]|+00 | —00
lim w,
n——+oo
¢ ¢
4 4
7 <0 ? ? 0 —00 | 400
0+ +00 | —oo | Fl | 400 | —o0
0~ —00 | 400 | FlL | =00 | +o0
+00 0F 0~ 0 F.l F.I
—00 0~ 0t 0 F.l F.l.

DEMONSTRATION. C'est une conséquence de la proposition précédente sur l'inverse et

o, de la proposition sur la limite d'un produit du paragraphe précédent puisque, pour tout
terminées. Up, 1
neN, — =u, X —. O
Un Un,
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On a vu le concept de point
adhérent dans le chapitre
13 (au programme de 2A
seulement) : ici cela veut
dire que a € D ou que a
est une extrémité (éventuel-
lement infinie) d'un des in-
tervalles dont D est I'union
ou de 00 si A n'est pas ma-
jorée ou de —oo si A n’est

pas minorée.

La continuité  en a
est indispensable! Par
—— —— 0et

exemple,
n n—+oo

1

=1 — -1

n n——+oo
mais —1 # [0].

On rappelle que =% a un
sens :

e pour tout x € R, si v € N.
e pour tout x € R*, si
a € Z\N.

e pour tout z € R%, si
a € R\Z (mais on pose
0% =0si a>0).

En particulier, si £ € R et
u, — £, alors, pour tout
—+o0

n—
p e N\{0;1} :
esi/ € R+,

Y, — 2,

n——+oo
e si { = +o0,

{/’U/n —+> —+o00.

n——+oo

e—n
it ——0care ™ =(e!)" —— 0 (puisque —1 < e™1 < —1 et
\/’TL n—+oo n—+o0

Vn = n'/? —— too.
n—-+o0o

Exemple

2) Composition par une fonction
Soit D une partie de R qui est une union d’intervalles non vides et non réduits a un
point.

Nous admettons provisoirement les propositions suivantes, que nous montrerons dans le
chapitre 18.

Proposition. Soit ¢ € R et soit a un point adhérent &3 D. Soit f : D —s R. On
suppose que u, € D a partir d’'un certain rang.

Siup ;_H_—w> a et f(l‘) E) £, alors f(un) m L.

n2
—— 0 car

Exemple : On ae™
n—-+o0o

& On compose une suite par une fonction et non pas par une suite. Cela n'aurait
aucun sens (3 moins de d'avoir que des suites dont les termes sont des entiers naturels).

Proposition. Soient a € D et f : D — R. On suppose que [ continue en a et que
un € D & partir d’un certain rang. Si u,, —— a, alors f(u,) —— f(a).
n—-+o0o n—-+o00

— sin(0) = 0 car
n—-+00

1
Exemple : On a sin ()
n

3) Passage a la puissance : de « nouvelles » formes indéterminées

rProposition (passage a la puissance fixe). Soit a € R. Soit / € R. Supposons que‘

Uy —— L.
n—-+00

o Si/l est un réel tel que (“ existe et si u, est bien définie a partir d’un certain rang,
alors ufy —— £°.

n——+4o00
o Sil=+o0 etsia>0, alors uf ——— 400.
n—+oo
o Sil=+ooetsia<0, alors uj —— 0.
n——+00
e Sit=0"etsia<0, alors u¥ — +o0.
n—+oo

. J

DEMONSTRATION. Dansle casoll o € Z, ce théoréme est une conséquence des propriétés
des limites de produits et quotients de suites (par récurrence sur |a]). Dans le cas ou
a € R\Z, cela découle du paragraphe précédent. O]

Mais cela fonctionne pour une puissance fixe. Pour calculer la limite d'une suite du
type (ul")nen, il y a des précautions a prendre (les mémes que celles évoquées dans le
chapitre 4). Notamment on a vu qu'il existait des formes indéterminées qui apparaissent

lorsqu’on éléve a une puissance qui n'est pas fixe : « 0°», « 00? » et « 1% .

Exemples :

o «0%y :

(e,(n+1))1/(n+1)2 _ e—l/(nJrl) 1.
n—+oo
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L'erreur classique est de dire

1" =1 —— 1 donc

n——+oo

1 n
(1 n f) Y
n n——+oo
C'est une erreur tres grave!
Le raisonnement précédent
est faux puisque la puissance
n'est pas fixe (elle dépend

aussi de n).

%us renvoyons a la partie

C du chapitre 4 pour toutes
les remarques sur les crois-
sances comparées qui s'ap-
pliquent encore a celles des

suites.

Dans la preuve des points 3
et 4, on pourra conclure plus
rapidement (sans avoir re-
cours a €) quand on aura vu

le théoréeme d’'encadrement.

® (OO~ » .

o 1%y :

Quand on est en présence d'une suite élevée a une puissance qui est elle-méme une
suite, il faut avoir le réflexe de repasser par la forme exponentielle : ul» = exp(vy, In(uy,)).
4) Comment lever les formes indéterminées ?

Et bien c'est tout un programme ! Voyons déja quelques pistes dans ce paragraphe mais
ce sera surtout dans le chapitre 26 que nous apprendrons a lever la plupart des formes
indéterminées.

a) Croissances comparées

Les croissances comparées sont I'outil numéro 1 pour lever les formes indéterminées.

Théoréeme (croissances comparées).

(In(n))®
na n—+oo

.
q" n—+oo

1. Pour tousa >0 et b > 0, s> 0.

2. Pour tous q € |1; 400 et a > 0,

Pour tous ¢ € |10;1[ et a > 0, n%¢" —— 0.
n—-+o0o
qn
3. Pour tout q € |1;+o00[, — —— 0.
n! n—+oo

n!
4, — — 0.
n" n—+4oo

. J

DEMONSTRATION. Les deux premiers points découlent des croissances comparées pour
les fonctions (cf. paragraphe V.3 de la partie C du chapitre 4) composée avec la suite
(Un)nen = (n)nen. Montrons les deux autres :

3.
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Une fois que I'on a iden-
tité le terme « le plus gros »,
cette méthode est tres effi-
cace. Probleme : identifier
celui-ci n'est pas toujours fa-
cile et nous allons surtout
apprendre a la faire dans le
chapitre 26.

%ais on peut aussi simple-

ment dire que c'est la com-
position d'une telle fonction
avec la suite (n)en qui tend
vers —+oo et appliquer le

théoréme de composition.

Le principe générale est que,
une fois que I'on a factorisé
par le « plus gros », tous les
termes tendent vers O sauf
un... sinon c'est que l'on
s'est trompé dans le choix
du « plus gros » et on recom-
mence. Ici les deux plus gros
sont 2n® (au numérateur) et

n® (au dénominateur).

b) Premiére grande méthode : factoriser par le terme « le plus gros »

Une méthode tres efficace quand on est face a une somme de suites dont la limite est une
forme indéterminée est de factoriser par « le terme le plus gros » afin de faire apparaitre
des quotients dont on sait déterminer la limite (par croissances comparées ou par produit
de suite bornée par une suite qui tend vers 0 notamment).

On a déja vu cette méthode dans le chapitre 4 pour les fonctions polynomiales ou
rationnelles. Cela fonctionne encore pour les suites :

Exemples :
e Pour tout n € N, posons u, = n??*+7n?+1. On a

7 1

2024

- 1 ).
Un =1 < T s T n2024>

1
2024 - .
Orn m 400 et 1+ 3003 + 57 E—— 14+ 0+ 0 =1 donc, par produit,
Up —— +00.
n——+o00

nd +4n? —n 42

P toutn € N, =
[ ] our tout n pOSOI’)S'LLn _2n3+7n+1 n a
] 4 1 2 4 1 9
”3<1+n‘n2+ns> T R
_ _ n n n
= T 1y L, 1.1
nd (=24 54— e

donc, par somme et par quotient, u 1+0_0+O*—1
P pard s 24040 2

Voyons d’autres exemples utilisant ce méme principe mais faisant intervenir d'autres
fonctions :

Exemples :
2n3 —m?—-12 .
e Pour tout n € N, posons u,, = ——————. Déterminons la limite de (u,)nen-.
On a n® +n° 41

Pour tout n € N 73" — n!T8%" 4 1789
e Pour tout n € N, posons u,, = cos
P " cos(n!) + 3+l

>. Déterminons la limite

de (un)nEN-
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c) Deuxiéme grande méthode : utiliser les taux d’accroissements

Cerreur  classique  est  90it @ € R. Soit (vp)nen une suite qui converge vers a. Soitf une fonction dérivable

d'oublier de vérifier que on o Alors @) = fla) f'(a) et donc, par composition :
vy —— a. r—a r—a
n——+oo
. f(on) = f(a) /
tn = Unp —a n——+00 f (a).
Exemples :

1 n
e Plus haut, nous avons reparlé de la limite culte <1 + ) —— e en disant qu’elle
n n——+o0o

découlait de la limite d'un taux d'accroissement. Montrons plus généralement que :

a\n
Va € R, (1—1——) —— e

n n—-+00

. 1
e On ansin <> ——> 1 car:
n n—-+4oo

2
e Onavn3+2n2—n— 3 En effet :

n—-+oo
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N

A premiére vue c'est une
forme indéterminée du type
«oo—o0». On peut penser a
factoriser par n dans chaque
racine (mais cela ne va rien

donner).

On parle aussi du « théoreme
des gendarmes » mais on lui
préférera « théoreme d'enca-

drement ».

Ce n'est qu'un dessin!
(wn )nen n'est pas forcément
décroissante et  (un)nen
n'est pas forcément crois-
sante (les suites ne sont
pas forcément adjacentes,

cf. paragraphe 1V.3).

d) Méthode de la quantité conjuguée

On a déja vu cette méthode pour les fonctions. Elle est trés efficace quand on a des
différences de racines carrées.

Exemple : Pour tout n € N, posons v, = v/n +1— v/n+1789. On a

—1788
Vn+14++/n+1789°

n+1—(n+1789)
Up = =

Vn+14n+1789

Par somme n + 1789 ——— 400 et n + 1 —— +o00. Comme \/Jx —— 400,
n—-+0oo n—-+00 T—>+00

par composition, ~/n —+ 1789 4> 40 et vVn+1 4> 400. Par somme

vVn+1+ y/n+ 1789 4> +oo Enf/n Uy — 0 par passage a l'inverse et

n—-+00

multiplication par — 1788

IV Théoremes d’existence d’une limite

Dans les paragraphes précédents, nous avons vu comment la connaissance de limites
permet d’'obtenir des inégalités ou d'obtenir d'autres limites par opérations. Mais ces
résultats supposent de savoir que la limite existe. Jusqu'a présent, nous nous sommes
ramenés a des suites de référence ou des composition par des fonctions (ou en revenant a
la définition quantifiée) pour obtenir des limites. Cette approche trouve ses limites quand
on manipule des suites définies explicitement comme des sommes ou des produits ou
quand on étudie des suites définies par récurrence ou implicitement. Dans ce paragraphe,
nous allons voir trois grands théoremes d'existence de limites.

1) Théorémes d’encadrement, de minoration et de majoration

a) Théoréme d’encadrement

Théoréeme (encadrement). Supposons que
o A partir d'un certain rang, u, < v, < Wy.
o Les suites (un)nen €t (wy)nen convergent vers une méme limite ¢ € R.

Alors la suite (v, )nen converge vers {

DEMONSTRATION.
[ ]
e [ ]
. LUH
° L4 °
° L4 °
° . ® °
A e o---g
° ° L4
° [ ]
[ ] o U,
g o
0 | 2 3 5 6 7 8 9 10
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Lorsqu'on applique I'un de
ces deux résultats, on men-
tionne le théoreme d’enca-
drement. Le premier lui est
d’ailleurs équivalent.

Réflexe, quand on a une par-
tie entiére, on revient a la
seule chose que l'on sait :

I'inégalité qui la définit.

Argument trés classique :
on applique la définition de
la convergence vers ¢ avec
e=b—{.

Corollaire. Supposons que (v, )nen converge vers 0. Soit £ € R.

e Si, a partir d'un certain rang,

Up — | < vy, alors up, —— £.
n—-+o0o

e Si, a partir d'un certain rang, 0 < u, < vy, alors u,, —— 0.
n—-+o0o

.

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Remarque : On retrouve le fait que le produit d’'une suite bornée et d'une suite qui tend
vers 0 tend a son tour vers 0.

Exemples :

n
e Pour tout n € N*, posons u, = Z Fixons n > 1.
k=1

1
— V2 +k

LunJ —+> 1. En effet
Uy | n—+o0

e Soit (up)nen une suite qui tend vers +o0o. On a

e Soit q €0;1[. Soit (un)nen une suite a termes strictement positifs telle que, pour
tout n € N, up+1 < quy. Une telle suite est dite sous-géométrique et elle tend vers 0.
En effet :

e Soit (up)nen une suite a termes positifs telle que wuy, —+> ¢ € [0;1[. Alors
n—-+0oo

up — 0. En effet
n—-+00
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Dans le cas des limites infi-
nies, une seule inégalité suf-
fit!

Cela découle de la propreté
de la borne supérieure/infé-
rieure puisque cette partie de
R est non vide (elle contient

uo).

N

On peut
trouver
Ung ICI \V
{—e y4

En d’'autres termes, une
suite croissante converge si
et seulement si elle est majo-
rée. En tout cas, elle est mi-

norée par son premier terme.

b) Théorémes de minoration et de majoration

Théoréme (minoration/majoration). Supposons u,, < v, a partir d'un certain rang.
Alors

1. Minoration. Si (u,)nen tend vers 400, alors (v, )nen tend vers +00.

2. Majoration. Si (vy,)nen tend vers —oo, alors (up)nen tend vers —oo

DEMONSTRATION. Supposons que (uy,)nen tende vers +00. Soit A > 0. Il existe alors
ny € N tel que, pour tout n > ng, u, > A. Ainsi, pour tout n > max{ng, ny}, v, > A.
Par conséquent (v, )nen tend vers +oo. L'autre point est analogue. O

1
Exemple : Pour tout n € N, n? + (=1)"n > n? —n = n? x <1 - ) ———— 400
n n—-+00

donc, par théoréme de comparaison, n? + (—1)" x n — +00.
n—-+0oo

2) Théoréme de la limite monotone

e B
Définition. Soit (un)nen une suite réelle. Si la partie {u, |n € N} est majorée, sa
borne supérieure est notée sup u,,. Si elle est minorée, sa borne inférieure est notée

inf u,,. =
neN

g B
Théoréeme (de la limite monotone — cas croissant). Supposons que (uy)nen est
croissante.

1. Si (up)nen est majorée, alors elle est convergente et sa limite est sup u,, .

: ’ oz . neN
2. Si (up)nen n'est pas majorée, alors elle diverge vers +oc.
DEMONSTRATION.
1.
L 1 ---------------------------------- e~ "
g [}
e — @l
° |
+ L] + :
of 1z % 4 5 6 W 8 9 10
[ ]
o
2.
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Par exemple, la suite

1
(1 + 7> est décrois-
R Y o>

sante minorée par 0 mais

converge vers 1.

Deux erreurs graves et clas-
siques a éviter :

e Dire que u, < 2— — donc
(Un)nen+ est majorge. Un
majorant ne peux PAS dé-
pendre de n. C'est un réel
fixe.

e Conclure que, comme la
suite est croissante majorée
par 2, elle converge vers 2.
Non, on sait juste que 2 est
un majorant mais pas forcé-

ment la borne supérieure.

De maniére analogue :

Théoreme (de la limite monotone — cas décroissant). Supposons que (u)neN
est décroissante.

1. Si (un)nen est minorée, alors elle est convergente et sa limite est inlf\] Up,.
ne

2. Si (up)nen n'est pas minorée, alors elle tend vers —co.

[Corollaire. Toute suite réelle monotone admet une limite (finie ou infinie). }

Remarques :

e Le théoréme de convergence monotone nous donne des informations sur la limite, en
cas de convergence :

* Si (un)nen est croissante (respectivement strictement croissante) et majorée par
un réel M, alors sa limite appartient a [ug; M| (respectivement a Jug ; M]).

& En aucun cas on ne conclut que £ = M car M est un majorant de la suite,
mais pas forcément sa borne supérieure.

* Si (un)nen est décroissante (respectivement strictement décroissante) et minorée
par un réel m, alors sa limite appartient a [m ;ug] (respectivement a [m ; ugl).
& En aucun cas on ne conclut que £ = m car m est un minorant de la suite,
mais pas forcément sa borne inférieure.

e Le théoréme de la limite monotone nous assure aussi que, si (u,)nen €st croissante
(respectivement décroissante) et converge vers un réel ¢, alors elle est majorée
(respectivement minorée) par £. De plus ¢ est la borne supérieure (respectivement
inférieure) de la partie A = {u, |n € N}.

e Se peut-il que ¢ soit le maximum (respectivement le minimum) de A ? Si c'est le cas,
alors ¢ € A donc il existe ng € N tel que u,, = ¢. Mais alors la monotonie de la
suite entraine que u,, = £ pour tout n > ng. Autrement dit la suite est stationnaire.
Par contraposée, dés que la suite n'est pas stationnaire (c'est notamment le cas
lorsqu’elle est strictement monotone), alors ¢ n'est pas le maximum (respectivement)
le minimum et donc elle n'en admet pas.

Exemples :
1

n
e Pour tout n € N, posons u,, = Z 2

k=1
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Pour montrer que
deux  suites (un)nen
et  (VUn)nen sont adja-

centes, on doit montrer
que vy, — U, — 0
n—-+oo
On ne dit surtout pas
que u, — £ et
n—-+oo

Un —_ ¢ donc
n—-+oo

VUp — Uy —— £ — £ =0.
n—-+oo

On ne sait pas (encore) que
les suites admettent une
méme limite : ce point est
justement la raison d’étre

des suites adjacentes.

Sinon il existerait ng € N
tel que uny, =€ ou vy, =4
et cela contredirait la stricte

monotonie des suites.

Les suites adjacentes sont
notamment utilisées dans
les algorithmes de dichoto-
mie. Nous en verrons plu-
sieurs exemples dans le cha-
pitre 18.

3) Suites adjacentes

Définition. Deux suites réelles (un)nen et (vp)nen Sont dites adjacentes si I'une est

croissante, |'autre décroissante et si v,, — U, —+> 0.
n—-+00

. J

Proposition. Si (u,)nen et (vn)nen Sont adjacentes, alors elles convergent et ont la
méme limite . De plus (dans le cas ot (u,)nen est croissante et (v,)nen décroissante),
ona:

VneN, VpeN, U < Up < Unt1 < €< vpt1 < vp < 0.

[ ]
[ ]
® o Un
[ ]
[ ]
° °
[ ]
g Fmmemmeem oo
[ ]
[ ]
[ ]
° [ ]
. u’!l,
° ° ®
of 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
DEMONSTRATION.

Remarque : Si les suites sont strictement monotones, alors on a méme

vneN, VpeN uy < Up < Upy1 <L < vpp1 < vp < V.

n

Exemple : Pour tout n € N*, posons u, = 2l
k=0

(Un)nen+ €t (vn)nen+ sont adjacentes. En effet :

et v, = U, + Les suites
n

n!’
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On admet que la limite commune de ces deux suites est e = exp(1) (ce que I'on montrera
dans le chapitre 25). Montrons alors que e est irrationnel :

4) Un exemple trés important : la suite des intégrales de Wallis

Dans le chapitre 10, nous avons introduit la suite des intégrales de Wallis. Il s’agit de la
suite (W )nen définie par :

Vn € N, Wy, = /2 cos”(t) dt.
0

n+1
n+2

Nous avons déja montré (via une IPP) que, pour tout n € N*, W, 1o = W,. De

On a aussi obtenu une for-
™ . s P

mule pour W pour tout oy — = et Wy = 1. Poursuivons I'étude de cette suite :

n € N (selon la parité de n). 2

Cette formule permet de

montrer que W, > 0 pour

tout n € N.
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Et surtout pas :

™
Wy, ——— 4/ —.
n—»+o0 2n

Il ne peut pas y avoir du n

a la limite!!!

N

Il existe
an ici ﬁ
M— - M

n+1

V  Traduction séquentielles de certaines propriétés

Dans ce paragraphe, nous allons revisiter quelques propriétés vues dans le chapitre 13 avec
des suites.

1) Borne inférieure, borne supérieure

[Proposition. Soit A une partie non vide de R.
e Si A est majorée, il existe une suite d'éléments de A qui converge vers sup(A).

e Si A n'est pas majorée, il existe une suite d'éléments de A qui diverge vers +0o0.

S

DEMONSTRATION.
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Cela découle du théoreme de
la borne supérieure puisque
A, est une partie de R qui
est non vide (elle contient 0)

et majorée (par = + 1).

O

'Proposition (Caractérisation séquentielle de la borne supérieure). Soit A une)
partie non vide majorée de R. Soit M € R. On a :

M est un majorant de A
M =sup(4) <<= et
il existe une suite d’éléments de A qui converge vers M.

\ J

DEMONSTRATION. Le sens direct découle de la proposition précédente. Réciproquement,

supposons que M soit un majorant de A et qu'il existe une suite (ay,)nen d'éléments de A

de limite M. Soit € > 0. Puisque a,, = M, il existe ng € N tel que |[M — a,,| < e
n—-—+0oo

donc M — ¢ < ay,. Comme M est un majorant de A, le théoréme de caractérisation de
la borne supérieure permet de conclure. O
Exemples :

e Considérons A = {

| o e}

e Dans le chapitre précédent, nous avons montré que, pour tous p € N\{0;1} et
y € Ry, la partie Ay = {x € Ry |2P < y} admet une borne supérieure. Notons la
M, et prouvons que M} = y.
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Bien siir on a les mémes résultats pour une borne inférieure :

'Proposition. Soit A une partie non vide de R.
o Si A est minorée, il existe une suite d'éléments de A qui converge vers inf(A).

e Si A n'est pas minorée, il existe une suite d'éléments de A qui diverge vers —oo.

S J

[Proposition (Caractérisation séquentielle de la borne inférieure). Soit A une)
partie non vide majorée de R. Soit m € R. On a :

M est un minorant de A
m = inf(4) <— et
il existe une suite d’éléments de A qui converge vers M.

€ J

2) Densité

'Proposition (Caractérisation séquentielle de la densité). Une partie D de R est
| dense dans R si et seulement si tout réel est limite d'une suite d'éléments de D.

DEMONSTRATION.

O
Exemples : On peut redémontrer la densité de Q et R\Q dans R.
. | 10"z |
On peut aussi proposer| ©® Soit x € R. Pour tout n € N, posons a,, = o On a alors
_|nx)
@n = = Ppour tout 10"z — 1 < [10"z] < 10"z
n € N*, 1
donc t — — < a, < x. Le théoréme d’encadrement permet de conclure que

10n
an, —— x. Or, pour tout n € N, a, € Q. On en déduit que Q est dense dans R.

n—-4o0o
10"z | + /2

e Soit x € R. Pour tout n € N, posons a,, = 1 Comme dans le point
précédent, on a a,, T> x. Or, pour tout n € N, a,, € R\Q. On en déduit que
n—-—+0oo

R\Q est dense dans R.

|10™x]

10
ci-dessous a une particularité : puisque 10"a,, € Z, il s’agit d'un nombre décimal.

Remarque : Pour tous z € R et n € N, le rationnel a,, = utilisé dans I'exemple
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En multipliant = par 10", on
obtient un entier si bien que
x est posseéde un nombre fini

de chiffres apres la virgule.

Le nombre a,, est le déve-
loppement décimal (on re-
parlera de ce terme dans
le chapitre 27) de = tron-
qué au n®™e chiffre aprés
la virgule. Par exemple, si
tag = 3, a1 = 3.1,
az = 3.14, a3 = 3.141,
as = 3.1415, etc.

T =T,

|lun — £] < e signifie que
un, se trouve dans le disque
(fermé) de centre ¢ et de
rayon €.

L'équivalence a
Un € [{ —€;£+¢] n'a plus

aucun sens ici!

%is par « distance » ici, on

parle de celle qui est définie
par le module et non pas par

la valeur absolue.

Définition. On dit qu’un rationnel x est un nombre décimal s'il existe k € 7Z et n € N

k
tel que x = ——. On note D 'ensemble des nombres décimaux.

107

On a donc montré que

(Théoréme. I est dense dans R. )

Remarque : Pour tous z € R et n € N, on a méme

1107z | 1072 ] + 1

LS R S B Mk
on STS e

~— ~—_——
=0Qn =by,

donc a,, €D, b,, € D,

0<b,—z<by,—a, =10"" et O<z—a, <b,—a,=10"".

On en déduit que a,, et b, sont des approximations de x a 10™" pres, la premiére étant
inférieure (on dit « par défaut ») et la second supérieure (on dit « par excés »). On définit
alors :

10" 10" 1
Définition. Pour tousx € R et n € N, les décimaux a,, = Ll()"xJ etb, = LIQ(BJJ"+

sont appelés respectivement valeurs décimales approchées a la précision 10~" par défaut
et par exces de x.

VI Extension aux suites complexes

Dans ce paragraphe, on se donne (uy)nen une suite complexe.

1) Limite d’une suite complexe

On définit une suite convergente de la méme facon qu’une suite réelle, a ceci prés qu'on
utilise le module et non plus la valeur absolue. Plus précisément :

Définition. Soit ¢ € C. On dit que (un)nen admet ¢ pour limite (ou tend vers ¢ ou)
converge vers () si :

Ve >0, dngeN, Vn>ny, |u,—/ <e.

On note alors u, —— /.

n—-+o0o
- J

Remarque : En d'autres termes, la suite converge vers £ si ses termes s'approchent aussi
prés qu'on veut de £ sans plus s'en éloigner. Autrement dit si, quelle que soit la précision
voulue, notée ¢, la distance entre u,, et ¢ devient plus petite que ¢ dés que n est assez
grand.
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En d'autres termes, pour
étudier la limite d'une suite
complexe, il suffit d'étudier
deux suites réelles. Cela per-
met de montrer pour les
suites complexes des résul-
tats vrais jusque la pour des
suites réelles sans passer par

le module.

Par inégalité triangulaire et

car |i| = 1.

Leur démonstration est lais-

sée en exercice.

ioutes celles faisant appa-

raitre une limite infinie n'ont

aucun sens.

Le programme ne le dit pas

explicitement cela dit.

Cela concerne les indices et

non les termes.

Dans la pratique, on peut se ramener facilement a des suites réelles grace au résultat
suivant :

Théoréme. Soit £ € C. On a :

Uy ——— 4
n——+00

— Re(u,) —— Re(¥) et

e Im(u,) — Im(¥).

n—-4o0o

DEMONSTRATION. Supposons que u, —+> £. Soit € > 0. Il existe alors ng tel que,
n—-—+0oo

pour tout n > ng, |u, — £ < . Ainsi, pour tout n > ng,
| Re(un) — Re(f)| = |Re(uy, — 0)| < |up, — €] < €
| Im(up,) — Im(¢)| = [ Im(u,, — £)| < |up, — ¢ <€

On en déduit que Re(uy,) — Re(?) et Im(u,) —— Im(¥).

n—-4o00
Réciproquement, supposons que Re(u,) ——— Re(¢) et Im(u,) —— Im(¥).
n—-4o00 n—-400
Soit € > 0. Alors :

e il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, |Re(u,) — Re(f)| <

oM N ™

e il existe n(, € N tel que, pour tout n > ny, | Im(u,) — Im(¢)] <

Notons N = max{ng;ng}. Pour tout n > N, on a alors

|up, — £] = | Re(uy,) + iIm(uy,) — Re(¢) — iIm(?)|
= |(Re(un) — Re(¥) + i(Im(uy,) — Im(€))]
< |(Re(un) — Re(f)] + | Im(uy) — Im(£)| <

Ainsi u,, ——— /. O
n—-+4o0o

& On ne définit pas la notion de limite +-0co pour une suite complexe. Cela n'a aucun
sens : ol se trouvent +oo et —oo dans C7 Tout ce que I'on peut faire, c'est parler de
suite complexe qui tend vers 400 en module.

2) Extension de certains résultats

A I'aide du théoréme précédent (faisant le lien avec les limites de suites réelles), plusieurs
résultats vus dans ce chapitre se prolongent aux suites complexes :

e Il y a encore unicité de la limite sur C.
e La convergence éventuelle d’une suite ne dépend toujours pas de ses premiers termes.

e Les opérations algébriques sur les suites admettant des limites finies sont encore
valables sur C.

e Le théoréme de composition d'une suite par une fonction est encore valable quand
cela a un sens.

e On peut définir la notion de partie dense sur C comme une partie qui rencontre tout
disque ouvert centré en n'importe quel complexe. La caractérisation séquentielle de la
densité est alors encore valable.

D’autres résultats restent vrais en utilisant le module et la définition quantifiée (avec les
mémes preuves que dans le cas réel), par exemple :

e La notion de suite extraite d’une suite réelle s'étend totalement aux suites complexes.
Les résultats suivants s'obtiennent avec les mémes démonstrations :

* Si une suite complexe converge vers ¢ € C, alors toute suite extraite aussi.
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On a vu ce que cela signi-
fiait pour une suite complexe
dans la partie A. Toute fois,
rappelons que la notion de

suite complexe majorée ou

%norée n'a aucun sens.

C’est le module ici.

N

Si q est un réel positif, alors

q" —— +o0. Mais si-
n—-+oo

non, cela n'a pas de sens

de parler de limite infinie

pour des suites complexes

non réelles.

%s généralement, multi-

plier par un complexe non
nul ¢ = rel? revient 3
multiplier les longueurs par
r et a faire une rotation
d’angle 6 (cf. chapitre 6).
Les termes successifs de la
suite géométrique de raison

g « tournent ».

Penser a a suite

((=1)")nen.

* Une suite complexe converge vers ¢ € C si et seulement si ses suites de rangs pairs
et de rangs impairs convergent toutes les deux vers £.
e Une suite complexe convergente est bornée.
e La suite complexe (uy,)nen converge vers ¢ € C si et seulement si |u,, — /| P 0
(la suite (Jun — £])nen étant une suite réelle).
e Si/ € C sont tels que :
* il existe une suite réelle (vy,)nen qui tend vers 0,
* |uy — €] < vy, a partir d'un certain rang,

alors u,, ——— /.
n—-+oo

Toutefois de nombreux résultats ne sont plus valables pour des suites complexes, typique-

ment tout ceux utilisant les relations d’ordre qui n'ont plus de sens :

e Cela n'a pas de sens de dire que I'inégalité large passe a la limite dans C.

e |l n'y a pas de théoréme d’encadrement (sauf le cas particulier, utilisant le module,
cité ci-dessus) ou de comparaison.

e |l n'a pas de notion de suite complexe monotone donc il n'y a pas de théoreme de la
limite monotone ou de suites adjacentes.

e |l n'y a pas de limite pour une suite complexe qui est arithmétique de raison non
réelle. Par contre, il y a convergence dans certain cas pour les suites complexes
géométriques :

N

(Théoreme (Convergence des suites géométriques). Soit g € C. La suite (¢")pen
converge si et seulement si |q| < 1 ou g = 1. Plus précisément :

e Sig=1, la suite (¢") est constante égale 3 1 donc converge vers 1.

Silq| < 1, alors ¢" —— 0.
n——+00

Silgl =1 et siq# 1, la suite (¢")nen n'a pas de limite (mais son module est
constant égal a 1).

Silg| > 1, |g|™ ——— 400 mais la suite (¢") n’a pas de limite finie
n——+00

\ J

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Exemple : Si q = 2i, alors la suite (¢")nen tend vers l'infini en module mais n’a pas de
limite.

VIl Le théoreme de Bolzano-Weierstrass

On a vu qu'une suite convergente est bornée. Mais la réciproque est fausse. Le théoreme
suivant offre une réciproque partielle.

1) Enoncé du théoréme

Théoréme (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). De toute suite (réelle ou complexe)
bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.
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Avec le vocabulaire (HP)
du paragraphe 1.5.c, toute
suite bornée admet une va-

leur d'adhérence.

inf u, et supu, sont res-
neN neN
pectivement les bornes infé-

rieure et supérieure de I'en-
semble {u,|n € N} des
termes de la suite, qui est
une partie non vide bornée
de R donc elles existent

bien.

Remarque : Cela signifie qu'une suite bornée (donc a valeurs dans un segment si elle
est réelle ou a valeurs dans un disque fermé si elle est complexe) s’accumule forcément
quelque-part.

2) Démonstration dans le cas d’une suite réelle bornée

[l existe plusieurs démonstrations. Conformément au programme, nous en présentons une
qui utilise le principe de la dichotomie (on retrouvera ce principe dans la démonstration
du TVI dans le chapitre 18).

Soit (un)nen une suite réelle bornée. Notons alors a = ingun et b = sup u,, si bien que
R ne
(Un)nen est a valeurs dans [a;b). neN

T
o

ao bO

T
o

az bo

as bs
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Il faut retenir cette mé-
thode : pour extraire des
suites qui convergent « en
méme temps », il ne faut
pas extraire séparément
mais successivement.
Si  on avait appliqué
Bolzano-Weierstrass (réel)
séparément, on  aurait
obtenu une  sous-suite
(%n,)pen convergente et
une sous-suite  (Yr, )peN.
Probléme : rien ne dit que
ce deux sous-suites portent
sur les mémes indices. Par
exemple, il se pourrait que
la premiere porte sur les
indices pairs et la second

sur les indices impairs.

3) Démonstration dans le cas d’une suite complexe bornée
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