Chapitre 29

Applications linéaires

ious les résultats du cha-

pitre restent valables sur un

corps quelconque.

Si" f est une application défi-
nie sur R™ (avec n > 2) et si

(z1,...,2s) € R™ alors on
note souvent f(x1,...,Tn)
au lieu de f((z1,...,2n)).

On verra dans le prochain
paragraphe que la réci-

proque est fausse !

Un automorphisme de F est
donc un isomorphisme de E
dans E, c'est-a-dire a la fois
un isomorphisme et un en-

domorphisme.

Nous allons a présent nous intéresser aux applications linéaires : les applications d'un
espace vectoriel dans un autre qui préservent la somme et la multiplication externe.

Dans ce chapitre K désigne une fois de plus le corps R ou le corps C. De plus E, F et G
désignent des K-espaces vectoriels.

I  Notion d’application linéaire

1) Définitions et caractérisations

Définition (application linéaire). Une application f de E dans F est dite linéaire si
e Pour tout (z,y) € E?, f(z+y) = f(z)+ f(y).
o Pourtousx € E et A € K, f(Az) = Af(z).

Remarques :

e On fait donc la méme chose qu'avec les morphismes de groupes, d’anneaux ou de
corps : on dispose de lois et on s'intéresse aux applications qui préservent ces lois. La
différence est qu'il y a des lois externes et que I'on parle d'applications linéaires au
lieu de morphismes (méme si on pourrait tout a fait parler de morphisme d'espaces
vectoriels).

e La premiere condition garantit qu'une application linéaire est un morphismes de
groupes de (F,+) dans (F,+). Toutes les propriétés des morphismes de groupes sont
donc valables pour une application linéaire, en particulier une application linéaire de
FE dans F envoie le neutre de E sur le neutre de F' :

[Proposition. Si f est une application linéaire de E dans F', alors f(0g) = OF. ]

Corollaire. Si f:E — F est telle que f(0g) # Op, alors f n’est pas une application\
linéaire. J

Définition.
e On note £ (E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Une forme linéaire de E est une application linéaire de E dans K.

Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans E. On note £ (E)
au lieu de Z(E, E) I'ensemble des endomorphismes de E.

Un isomorphisme de E dans F' est une application linéaire bijective de E dans F'.

Un automorphisme de E est un endomorphisme de E bijectif. On note GL(E)
I'ensemble des automorphismes de E .

J

Avant de passer aux exemples, donnons quelques caractérisations :

Proposition (caractérisations). Soit f : E — F'. Les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

1. f est linéaire de F dans F.
2. Pour tous (z,y) € E? et (\, ) € K2, f(\x + py) = Af(z) + pf(y).
3. Pour tous (z,y) € E? et A€ K, f(A\x +y) = Af(z) + f(y).
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Si f est linéaire, il suffit donc
de connaitre I'image de tous
les vecteurs d'une famille ou
d’une partie pour connaitre
I'image de tout vecteur de
son sous-espace engendré.
On en reparlera dans le pa-
ragraphe V.1.

Prenons tout de suite K au
lieu de R pour généraliser
aussi aux fonctions linéaires

complexes.

DEMONSTRATION.

e Supposons que f soit linéaire de E dans F. Soient (x,y) € E? et
(\, 1) € K2. Puisque f préserve la multiplication externe, on a f(\x) = \f(z) et
f(py) = wuf(y). Puisque f préserve la somme externe, on a alors

fOAz + py) = f(Az) + f(py) et donc f(Ax + py) = Af(z) + pf(y). Dol le
point 2.

e Le point 3 découle immédiatement du point 2 en prenant = 1.

e Supposons que le point 3 est vérifié.

* Soit (z,y) € E*. Ona f(x+y) = f(l-z+y) =1 f(x) + f(y) = f(z) + f(y).
* Soit (z,A) € ExK. On a

fAz) = f(Az 4+ 0g) = Af(z) + f(0r) = Af(z) + f(OF) = Af(2).
Ainsi f est linéaire.

La deuxiéme caractérisation dit que I'image d'une combinaison linéaire de deux vecteurs
est la combinaison linéaire des images. Cela se généralise :

Proposition (Image d’une combinaison linéaire). Soit f : E — F linéaire. Alors,
pour toute famille (x;);c; d'éléments de E et pour toute famille presque nulle de

scalaires (\;)ier,

el i€l

L J

DEMONSTRATION. On démontre par récurrence, a I'aide de la proposition précédente,
le résultat suivant :

Vn € N*, Y(21,...,20) € E", Y(\1,...,\n) €K", f (Z)\kxk) = 5" Aef ().
k=1 k=1

Cela permet de conclure puisqu’une famille presque nulle est une famille n'ayant qu’un
nombre fini de termes non nuls. O

2) Exemples

e Depuis le lycée, la notion de fonction linéaire sur R est connue. Il s’agit des fonctions
définies sur R et a valeurs réelles de la forme t — at, avec a € R. Le terme linéaire
est-il bien le méme que celui de la définition présentée dans ce chapitre. Et bien oui
considérons a € K et notons f : t — at. Pour tout (z,7) € K2 et A € K,

flzty) = ala+ty) = az+ay = f(x)+f(y) et [f(Ar) =a(Az) = Maz) = Af(2).

Ainsi f est linéaire de K dans K. Mais est-ce que ce sont les seuls? Et bien oui :

Morale de I'histoire : on connait parfaitement toutes les applications linéaires de K
dans K. Remarquons que, pour tout a € K*, f : t — at est bijective et donc est un
automorphisme de K. Seule la fonction nulle n'est pas bijective parmi les applications
linéaires de K dans K.

e Continuons avec un exemple explicite (mais présentant une forme ultra classique)
d'une application de K? dans K2.
Notons f : (z,y,2) — (52 — 2y, x + 7z). Montrons que f est linéaire de K3
dans K2.

Lycée Condorcet - MPSI2

2/30 Matthias Gorny



Il faut arriver a dépasser la
notation (z,y,z) dans la
définition de f et a calculer
I'image de n'importe quel
vecteur. Pour cela, il suffit
de comprendre qu'en fait,
si a est un vecteur de
R?® on a f(a) = (5 x
[premiére coordonnée de

a] — 2 x [deuxiéme
coordonnée de a]
[premiére coordonnée de

a] + 7 x [troisiéme
coordonnée de a]), d'ou les

images ci-contre.

Il faut impérativement savoir
montrer qu'une telle applica-
tion est linéaire dans un cas

particulier.

Lorsqu'il 'y a des pro-
duits de coefficients (ou
des puissances donc) et
des ajouts de constantes,
cela met la puce a l'oreille
que |'application ne va pas
étre linéaire! Pour caricatu-
rer, une application linéaire
consiste a faire des com-
binaisons linéaires de vec-
teurs ou de leurs coordon-
nées ou d’'autres opérations
« linéaires » du type dériver

ou intégrer.

En fait, pour tous (n,p) € (N*)2, les applications linéaire de KP dans K" sont
exactement celles de la forme

p p
(:El,...,$p) — E al,jxj,--- s E ang‘j
Jj=1 Jj=1

avec (a;,j)1<i<p, 1<j<n Une famille de scalaires. En effet, on vérifie aisément qu'une
telle application est linéaire de K? dans K™. Réciproquement :

& Du moins une application de KP dans K" peut étre écrite sous cette forme mais
cela peut ne pas sauter aux yeux au premier coup d'oeil.
Par exemple f : (z,y) — (x +1)? — 22 — 3y + 1 n'a pas I'air trés linéaire alors
que, en développant, on trouve que f : (z,y) — 2x — 3y et il est facile alors de
montrer qu'elle est linéaire de K? dans K (c'est donc une forme linéaire).

Voyons un exemple d'une application qui n'est pas linéaire.

n
Notons f: (x1,...,xyn) € K" — in
k=1

Onaf((l,....,1))=netf((2,...,2) =4ndonc f(2(1,...,1)) £ 2f((1,...,1)).

On montrera dans le chapitre 33 que, si p # n, une application linéaire de K? dans K"
n'est jamais un isomorphisme. On montrera dans le chapitre 34 que, lorsque p = n,
cela peut se ramener a une probléme d'inversibilité de matrice.

e Voyons maintenant d’'autres exemples sur des espaces vectoriels divers et variés :

* L'application

f EFE — F

1z — Op
est linéaire de ¥ dans F. On I'appelle I'application linéaire nulle de E dans F'.
On verra dans le paragraphe 11.2 que c’est I'élément neutre de I'espace vectoriel

Z(B,F).

Lycée Condorcet - MPSI2

3/30 Matthias Gorny



>*

L'application
. RE — R
f — f(2025)
est une forme linéaire (appelée évaluation en 2025). En effet :

>*

L'application
L[ 9®R) — R
' o=
est une forme linéaire sur 7 (R, R) car on a vu dans le chapitre 19 que la dérivation
est linéaire.

>*

L'application
¢°([0;1],R)

— R
u 1
d
f s /Of(t)t

est une forme linéaire sur €°([0; 1] ,R) car on a vu dans les chapitres 10 et 24 que
I'intégrale d’une fonction sur un segment est linéaire.

Ce n'est pas un automor- L application

phisme (car ce n'est pas uw: { Mpp(K) — Mp,néK)

un endomorphisme) lorsque M — M

n # p). est linéaire car la transposition est linéaire (cf. chapitre 23). C'est méme un
isomorphisme.

>*

%

L'application
Iy K2 — K[X]
| (a,b) — aX +b
est un isomorphisme. En effet :

* Soit n € N*. L’application

KalX] — KG[X]
f‘{ P +— X?P' —nXP

est un endomorphisme. En effet :
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On a le note parfois Id tout
court s'il n'y a pas d'ambi-
guité. Remarquons que c'est
un automorphisme de réci-

proque lui-méme.

St a # 0, alors

hl/aoha = haohl/a =Ide

Ainsi h, est un automor-
phisme de réciproque de

P /-

Sur le dessin ci-contre A = 2
et a = 3. Dans R? (et R?),
une homothétie de rapport
a multiplie toutes les lon-

gueurs par a.

* L'application

¢°R,R) — ¢°(R,R)
R — R

/ — r /Hlf(t)dt

est un endomorphisme de €°(R,R). En effet :

'Proposition/Définition (identité de E). L’application

IdE:{E — FE
r +—— X

est un endomorphisme appelé identité de E. On la note aussi idg

J

Proposition/Définition (homothéties de E). Pour tout a € K, ['application
aldg : x — ax est un endomorphisme appelé homothétie de E de rapport .

J

DEMONSTRATION.

ha(Ax +y) = Aha(z) + ha(y)

Il existe de nombreux exemples d'applications linéaires issues de la géométrie. Nous les
rencontrerons dans ce chapitre et en deuxiéme année. En vrac :
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On verra qu'il existe des
projections non orthogonales
dans le paragraphe V.1.

La aussi, il existe des symé-
tries non orthogonales, cf.

paragraphe V.2

Considérer la restriction de
f a E' revient simplement
a « oublier » que f est défi-
nie sur F tout entier. Dans
le second point, le fait que
f(E") C F’, garantit que les
images des vecteurs de E’
sont dans F’ et donc consi-
dérer la restriction de f a E’
et I’ revient 3 « supprimer »
les vecteurs de F' qui ne sont
pas dans F”.

e les rotations :

u(x i

e Les projections orthogonales :

AT

e Les symétries orthogonales

u(Ar) = \u

° & Une translation de vecteur non nul n'est pas linéaire puisqu’elle n'envoie pas 0
sur 0.

Il Opérations sur les applications linéaires

1) Restrictions d’une application linéaire a un sous-espace vectoriel

N

Proposition/Définition. Soit E' un sous-espace vectoriel de E et F' un sous-espace
vectoriel de F. Soit f € Z(E,F).

e On appelle restriction de f au sous-espace vectoriel E' I'application

El
f|E’:{ -

Il s’agit d’une application linéaire de E' dans F'

— F
—  f(z)

e Supposons que f(E') C F'. On appelle restriction de f aux sous-espaces vectoriels
E'" et F' I'application
F E'
715 { ;

Il s’agit d’une application linéaire de E' dans F".

— F
—  f(2)
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A

N DEMONSTRATION. Montrons le deuxiéme point (le premier revient a prendre F' = F).
Cela ne signifie pas que f

F
E

est surjective puisqu'on ne
sait pas si f(E') = F’.

[Définition. Soit f € £(E). Soit F un sous-espace vectoriel stable par f (c’est-a-dire
f(F) C F). La restriction f};: de f au sous-espace vectoriel F' au départ et a I'arrivée
est appelé endomorphisme induit par f sur F. On le note plus simplement f’F.

Ne pas oublier de vérifier la

stabilité avant de parlerd'en-  Exemple : Dans le paragraphe précédent, on a vu que d : P € K[X] — P’ est un

2) Z(E,F) est un espace vectoriel

Dans le chapitre 28, nous avons défini une addition et une multiplication externe sur
F(E,F), I'ensemble des applications de E dans F, qui le munissent d'une structure
d'espace vectoriel (car F' est un K-espace vectoriel). Rappelons que cela consiste a
définir :

La notion de produit d'ap-
plications linéaires n'a pas
de sens en général puisqu'on
ne ne peut pas multiplier
des vecteurs a priori (mais e pour tous f et g dans Z (E, F),
les produits scalaires sont au

programme de deuxieme an- f+g: {
née).

EFE — F
r — f(zx)+g(x)

e pour tous f € .F(E,F) et A € K,

X — FE
Af:{x s M)

rProposition. L'ensemble £ (E, F) est un K-espace vectoriel : si (f,g) € L (E,F)? et
NeK,alors f+ge Z(E,F) et \f ¢ Z(E,F).

DEMONSTRATION.
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En d’'autres termes, quand
elle est bien définie, une
composée d'applications li-
néaires est une application

linéaire.

C'est aussi vrai si f ou g ne

n'est pas linéaire.

La distributivité a droite est
en revanche fausse en géné-
ral (cf. contre exemples du

chapitre 17.

Cette proposition est vraie en particulier lorsque F' = E. Ainsi

[Corollaire. Z(F) est un espace vectoriel. ]

L'ensemble GL(F) des automorphismes de E n'est pas un espace vectoriel (car
I'application nulle sur E n'est pas bijective).

3) Composition d’applications linéaires

rProposition (composition d’applications linéaires). Si f € ZL(E,F) et
g€ Z(F,G), alors g o f est une application linéaire de E dans G.

DEMONSTRATION.

'Proposition. Soient f et g dans £ (E, F). Soit h dans £(F,G). Alors

ho(f4+g)=hof+hog.

.

DEMONSTRATION. Soit z € E. On a

ho(f+g)(x) =h((f +9)(x)) = h(f(z) + g(x)).

Puisque h est linéaire,

ho(f +9)(x) =h(f(2)) + hg(x)) = ho f(z) + hog(z)
et donc ho(f+g)(x)=(hof+hog)(z). Ainsiho(f+g)=hof+hog. O

Remarques :

e Autrement dit la composition est distributive a gauche par rapport a a |'addition
(quand tout est bien défini).

e La composition est aussi distributive a droite par rapport a |'addition (quand tout est
bien défini) : pour tout h dans Z(FE, F) et pour tous f et g dans Z(F,G),

(f+g)oh=foh+goh.

Mais cette propriété est vraie méme si les fonctions ne sont pas linéaires
(cf. chapitre 15 et 17).

e On a méme plus général :
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Avant de tout développer,
on changer l'indice de la

somme intérieure.

Puisque f~' est bijective

(c’est la bijection réci-
proque), il suffit de prouver

que 1 est linéaire.

... ou un isomorphisme de F'
dans E quitte a prendre la
réciproque. On vérifie aisé-
ment que « étre isomorphe »
est une relation d'équiva-

lence.

Proposition (bilinéarité de la composition d’applications linéaires). Soient

(f,9) € L(E,F). Soient (h,p) € Z(F,G). Soient (\, i, o, 3) € K*. On a :

(A + pp) o (af + Bg) = Aa(ho f) + AB(hog) + pa(po f) + pBp o g).

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Remarques :
e Encore une fois cette propriété reste valable si f ou g n'est pas linéaire.

e Cela se généralise encore davantage : soient (n,p) € (N*)2, f1,..., f, dans Z(E, F),

gi,--.,9n dans Z(F,G). Soient A1,..., Ay, 1, .., pp des scalaires. Alors :
n p n p
(Z )\igz) o (Z Mz‘fi) =Y Nkl o fi).
i=1 i=1 i=1 k=1

e Soit f € Z(F,G). Comme une application linéaire est nulle en 0, on a
Jo0gEr =0gEq)- Onaaussi0ypag =0gFq) o f mais cette égalité est vraie
méme si f n'est pas linéaire.

Proposition. Soient f € L (E,F), g € Z(F,G) et A € K. Alors :

A (f (@) = A\g)(f(2)) = g\ (@) = g(f(A\z)) = (g0 f)(Az).

~» DEMONSTRATION LAISSEE EN EXERCICE.

Ve € E,

4) Réciproque d’une bijection

'Proposition (isomorphisme réciproque). Si f est un isomorphisme de E dans F,
alors sa réciproque f~1 est un isomorphisme de F dans E.

DEMONSTRATION.

O]

(Définition. On dit que deux espaces vectoriels E et F' sont isomorphes si il existe un
isomorphisme de E sur F'.

On peut donc reformuler la proposition du chapitre 15 dans le cadre des applications
linéaires :

Théoreme. Soit f € L (E,F). S'il existe g € L (F,E) tel que fog = Idp et
go f =1dg, alors f est un isomorphisme de E dans F et f~! = g.

5) Z(E) est un anneau

a) Structure d’anneau

[Théoréme. (Z(E),+,0) est un anneau. ]

DEMONSTRATION. On sait que ((Z(E),+, -) est un K-espace vectoriel donc (Z(F), +)
est un groupe abélien. De plus on sait que la composition est associative et on a vu
dans le paragraphe 11.3 qu’elle est distributive par rapport a la somme. Enfin, Idg est un
élément neutre pour la composition, ce qui permet de conclure. O

Lycée Condorcet - MPSI2

9/30 Matthias Gorny



On utilise sans le dire |'asso-

jativité de la composition.

La notion de puissance n'a
aucun sens pour des appli-
cations linéaires qui ne sont

pas des endomorphismes !

Pour tout =z € E,
u?(x) = u(u(z)) et non pas
u(z) X u(z) (qui n'est pas

défini).

Toute puissance de u com-
mutent avec toute puissance
de u.

Remarques :
° & Ce n’est pas un anneau commutatif en général.

Par exemple f : (z,y) € R? — (2,y —x) et g : (v,y) € R? — (—x,y) sont
des endomorphismes de R? (je vous laisse le vérifier).

— Si(z,y) €R? ona fog(z,y) = f(—z,y) = (~x,y + ).
— Si(z,y) €R? onago f(z,y) = g(z,y — z) = (—z,y — x).
Les coordonnées ne sont pas les mémes, mais cela ne suffit pas pour prouver que
les applications sont distinctes : on ne peut pas dire que f o g(x,y) # go f(z,y)
car, par exemple, f o g(0,0) = go f(0,0). Il faut un contre-exemple explicite ! Il
suffit de voir que f o g(1,1) # go f(1,1) pour conclure que fog# go f.

Dans le chapitre 33, on verra que E n'est pas commutatif dés qu'il est de dimension

(finie) supérieure ou égale a 2.

° & Ce n’est pas non plus un anneau intégre en général.

Par exemple D : P — P’ est un endomorphisme de Ky[X].

° & On note parfois la loi o multiplicativement, c’est-a-dire que, lorsque u et v sont
dans Z(FE), on pourra écrire vu au lieu de vow. Il n'y a aucune ambiguité puisque la
notion de produit d'applications linéaires n'a pas de sens (plus généralement la notion
de produit n'a pas de sens sur un espace vectoriel, ce qu'est -Z(FE)) : aucun risque de
confusion.

e Comme dans tout anneau, on peut définir les notions de puissances d'endomorphismes
et d’endomorphismes qui commutent et toutes les propriétés vues dans le chapitre
17 sont vérifiées. Comme dans le chapitre 23, cet anneau revenant trés souvent,
faisons un récapitulatif détaillé :

Définition. Soit u € Z(E) et soit p € N*. On note uP = yowuo---ou.
~—_—

Par convention, on pose v’ = Idg. p fois

Remarques :

e Pourtousu € Z(E)etpeN, uP € Z(F).

o & Ne pas confondre uP(x) avec (u(z))? = u(x) x u(x) X - - - x u(x) ce qui n'a aucun
sens puisqu'il n'y a pas de produit sur E. La notation u? n’est donc pas génante.

e Les propriétés de .Z(FE) ressemblent donc beaucoup a celles de K sauf la commutati-
vité :

[Définition. On dit que deux endomorphismes u et v de E commutent siuov =1v o u]

Exemple : Pour tout A € K, I'"homothétie A\1dg commute avec tout endomorphisme
de E.

[ Proposition. Soient u € Z(E) et (p, k) € N2,

o u¥oul = ukoul = uktt.

° (u’“)g = (ug)k = ukx¢,

'Proposition. Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Alors, pour’
tout (k,£) € N2, vF o uf = uf o 0¥,

J
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L'hypothése que u et v com-

mutent est indispensable.

rProposition. Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Alors, pour’
tout k € N, (vou)k = vk ouk.

J

Théoréme (formule du binéme de Newton). Soient u et v deux endomorphismes
de E qui commutent. Alors, pour tout n € N,

(u+v)" = i (Z)uk ok,

k=0

. J

(Théoreme. Soient u et v deux endomorphismes de E qui commutent. Alors :

.

Exemple : Considérons I'application f : (z,y,2) € R® — (x+y+2z,y+2,2). Montrons
que c'est un endomorphisme de R3 et calculer ses puissances.

[ Corollaire. Pour tous n € N* et u € Z(E),

n—1
Idg —u" = (Id —u) o Zuk
L k=0
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Un groupe pour la com-
position bien siir (surtout
pas pour I'addition puisque
0z (m) ¢ GL(E)).

Cette notation n'a de sens
que sur GL(FE) puisque u ™"

n'existe que si u est bijectif.

Ne pas oublier de changer le

agp en aofo = aol, !

On ne peut rien conclure

avec cette méthode lorsque

Remarque : Comme pour les matrices (et plus généralement les éléments d'un anneau
quelconque), on définit la notion d'endomorphisme nilpotent. Un endomorphisme u est
nilpotent lorsqu'il existe n € N* tel que u™ = 0. On renvoie alors au paragraphe I11.5 du
chapitre 23 pour différentes propriétés des matrices nilpotentes (il suffit de remplacer les
matrices par des endomorphismes et le produit pas le composition dans les preuves).

b) Le groupe GL(E)

Proposition/Définition (groupe linéaire). L'ensemble des automorphismes de E
est un groupe noté GL(E) et est appelé groupe linéaire.

DEMONSTRATION. GL(E) est I'ensemble des éléments inversibles (pour la composition)
de I'anneau (Z(E), +,0) donc c’est un groupe. O

Remarques :

e En particulier, la composition de deux automorphismes de E et la réciproque d'un
automorphisme de E sont des automorphismes de FE.

o L'écriture GL(E) et sa ressemblance avec GL,(K) n'est pas un hasard : il y a un
lien étroit entre ces ensembles que I'on verra dans le chapitre 34.

Définition. Soit u € GL(E) et soit p € Z\N. On pose

w=utlou o ---ou!

—p fois

Remarque : L3 aussi, cette notation vérifie les mémes conditions que la notation puissance
sur R, hormis la commutativité.

c) Utilisation d’un polynémes annulateur

Soit f € Z(FE). On appelle polynéme en I'endomorphisme f tout endomorphisme qui
s'écrit comme combinaison linéaire de puissances de f. Supposons que I'on dispose d'un
polynéme

P=a,XP +a, 1 XP ' 4+ a1 X +ap

a coefficients dans K. Alors
P(f) = anfp+ap—1fp71 + -4+ au+aoldg

est un polyndme en f. On dit qu'il est annulateur de f si P(f) est I'endomorphisme nul.
On obtient alors
apf? +ap1fP1 + -+ aju = —agldg

donc
folapfP™ +ap 1ff2 4 +aldg) = —aoldg

et donc, lorsque le coefficient constant ag est non nul,
a Ap— a
fo <_pr—1 S 1IdE> =Idg.
agp agp ao

On a aussi

<apfp—1 aplfp—2+...alIdE) of=1Idg.
ap ao ao

On en déduit que f est un automorphisme de FE et que

_ ap pp 1 Op—1 a
o fl= Tyl T2 0 Tlyg,
ap ap ag
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Cela ne garantit pas non
plus de trouver facilement
les coefficients de la combi-
naison linéaire mais il y a
un lien avec les suites récur-
rentes linéaires, cf. exemple

ci-dessous.

On peut bien siir raisonner en terme de somme :

1 p
-1 -1
7= o kE_l agf°.

Exemple : Considérons f : P € K[X] — P(1)X + P. Il s’agit d’un endomorphisme
de K[X]. Cherchons un polynéme annulateur de f de degré 2 et montrons que f est un
automorphisme.

On peut aussi exprimer « facilement » les puissances successives d'un endomorphismes
a I'aide d'un polynéme annulateur. En effet, en reprenant les notations ci-dessus et en
supposant que a, # 0,

+1 1 — k 1 — k+1 ap—1 1 = k+1
o= (=S aft)of = —— Y af = - Ny
P

P k=0 P k=0 P k=0

Reste a remplacer fP par |'expression donnée par le polynéme annulateur une fois de plus
et on obtient une expression de fP*! en fonction de Idg, f, ..., fP~!. On peut reproduire

ce procédé et montrer par récurrence que, pour tout k > p, f* est une combinaison
linéaire de Idg, f,..., fP~L.

Exemple : Reprenons |'exemple ci-dessus oti f? = 3f — 21d (ou Id désigne ici Idgx) ).
On a alors

fP=flof=03f—2Id)of=3f2—2f =3(3f —21d)—2f =7f —61d
ff=fof=(1f—6Id)of=T7f2—6f=703f—21d)—6f=15f — 141d

Par récurrence immédiate, pour tout n € N, il existe (a,,b,) € K2 tels que
f* = anf + by 1d. De plus, pour tout n € N, an+1 = 3a, + b, et byr1 = —2ay.
Ainsi

Vn € N, bpto = —2an+1 = —2(3a, + by) = 3(—2ay,) — 2b, = 3bp41 — 20,.

On retombe sur une suite récurrente linéaire d’ordre 2 et, comme by = 1 et by = 0, on
trouve que, pour toutn € N, b, = 2 — 2™ puis a, = 2" — 1. Deés lors :

VneN, fr=2"-1f+(2-2"1d
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En d'autres termes, I'image
d’'un espace vectoriel par une
application linéaire est en-

core un espace vectoriel.

En particulier, si (z;):cr une
famille de vecteurs de F,
alors

f(Vect(zi)ier)
= Vect (f(zi)),;

Nous en reparlerons dans la

paragraphe 1V.1.a.

Preuve alternative pour
cette inclusion : on a
A C  Vect(A) donc

A < f(Vect(4)).

Ainsi  f(Vect(A)) est un
sous-espace vectoriel qui
contient f(A) et donc
Vect(f(A)) C f(Vect(A)).

Il Image et noyau d’une application linéaire

1) Image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire

rProposition. Soit f € Z(E,F). Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors f(E'")
est un sous-espace vectoriel de F'.
DEMONSTRATION.
O
rProposition. Sife Z(E,F). Soit A une partie non vide de E. Alors
f(Vect(A)) = Vect (f(A)).
DEMONSTRATION.
]

2) Image d’une application linéaire

Définition (image d’une application linéaire). Soit f € Z(E, F). Le sous-espace
vectoriel f(E) de F est appelé image de f et noté Im(f).
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rProposition. Soit f € Z(E, F). Supposons que E admette une famille génératrice
(zi)ier. Alors
Im(f) = Vect(f(x;))ier

Autrement dit (f(x;))icr est une famille génératrice de Im(f).

DEMONSTRATION.

O

Exemple : Soit f : (x,y,2) € R3 — (20 —y + 32,2 — 2y, —x — 2y — 42). Il s'agit d’un
endomorphisme de R? (je vous laisse le vérifier). Déterminons I'image de F.

e Méthode 1 : On résout un systéme.

e Méthode 2 : On utilise une famille génératrice.

Lycée Condorcet - MPSI2
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Exemple : Considérons f : P € K[X]| — X P. Il 'agit d’'un endomorphisme de K[ X].
En effet :

Déterminons Im(f).
e Méthode 1 :

e Méthode 2 :

Remarque : Terminons ce paragraphe par une inclusion ultra classique (que I'on pourrait
presque qualifier d'immédiate) et trés utile. Ne figurant par explicitement au programme,
Entparticaliceii el (&) il faut savoir la redémontrer et il faut y penser :

Im(f*) C Im(f). Si fe Z(E,F)etge Z(F,G), alors Im(g o f) C Im(g).

En effet :

L'inclusion contraire est
fausse en général (par
exemple si g est surjective 3)

iy : Image réciproque d’un sous-espace vectoriel d’'une application linéaire
mais f o g non).

Proposition. Soit Z(E,F). Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors f~1(F")
est un sous-espace vectoriel de E.

DEMONSTRATION.

4) Noyau d’une application linéaire

W oo By wp ssis Dans la proposition précédente, si on prend F’ = {0}, on obtient :

espace vectoriel de F'.

Définition (noyau d’une application linéaire). Soit f € Z(E,F). Le sous-espace
vectoriel f~1({0r}) = {z € E| f(z) = O} est appelé noyau de f et noté Ker(f).
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(z,y, z) € R? est un vecteur
de I'espace de départ de f.

On est face au méme
systéme linéaire que dans
le paragraphe précédent
mais dans le cas particu-
lier o' = ¢ = 2 = 0.
On réalise les mémes opé-

rations sur les lignes.

Exemple : Reprenons |'endomorphisme du paragraphe précédent
fi(zy,2) R — 20 —y+3z,2 — 2y, —x — 2y — 42)

Déterminons son noyau. On se donne (z,y,z) € R3.

Remarque : Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que F' est défini sous forme
paramétrée si on écrit F' comme l'image de E par une application linéaire.

Par ce méme le sous-espace vectoriel F = {(—2y+ 3z +t,y, 2,t) | (y, z,t) € R3} est
égal 3 Im(f) avec [ : (y,2,t) € R3 — (—2y + 3z +t,y,2,t).

On dit que F' est défini par une équation si on écrit F' comme le noyau d'une application
linéaire sur E.

Dans ce méme exemple, on écrit F = {(x,y,z,t) € R* |z = —2y + 32 +t} = Ker(g)
avec g : (x,y,2,t) ER*— z +2y — 32 — t.

On dit que F est défini par une famille génératrice (cf. chapitre 28).

Dans notre exemple, on a

(x,y,2z,t) € F <=
<

(x,y,2,t) = (—2y + 3z + t,y,2,1)
(x7 y? Z7 t) = y(_27 ]" 07 0) + 2(37 07 17 0) —"_ t(17 07 O? 1)

donc F = Vect ((—2,1,0,0), (3,0,1,0),(1,0,0,1)).

Exemples :

e Reprenons I'endomorphisme du paragraphe précédent f : P € K[X] — XP.
Déterminons son noyau.

e Soitn € N. Soit p: A € M, (K) — AT — A.

Montrons que Ker(p) = S, (K) et Im(yp) = A, (K).
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Puisque 0 € Ker(f), i
faut et il suffit que Ker(f) C
{0g} pour que f soit injec-

tive.

Ainsi, vérifier que 0 admet
0g pour unique antécédent,
permet de montrer que n'im-
porte quel vecteur de F' ad-
met un unique antécédent.

& Ce n'est vrai que

lorsque f est linéaire. Sinon
on revient a la méthode clas-

sique.

[Proposition. Soit f € Z(E,F). On a f injective si et seulement si Ker(f) = {0g}. ]
|

DEMONSTRATION.

e Supposons que f est injective. Soit x € Ker(f), alors f(z) = 0p = f(0g) (car f est
linéaire) et donc = = Og (par injectivité de f). Par conséquent Ker(f) C {Og} et
donc Ker(f) = {0g}.

e Réciproquement, supposons que Ker(f) = {Og}. On se donne x et y dans E tels que

f(z) = f(y). On a alors f(x) — f(y) = 0 et donc, par linéarité de f, f(x —y) = Op.
Par conséquent x — y € Ker(f) = {Og}. Ainsi z —y = O et donc x = y. D'ou
I'injectivité de f. O
Remarque : On a aussi f surjective si et seulement si Im(f) = F mais c'est une
propriété générale (bien qu’'on ne parle pas de Im(f) pour une application qui n’est pas
un morphisme de groupes) qui n'est pas propre aux applications linéaires.
Exemples :

e Reprenons encore une fois I'exemple de I'endomorphisme
fi(z,y,2) ER v (22 —y + 32,0 — 2y, —x — 2y — 42).
* On a Ker(f) = Vect ((—2,1,-1)) # {(0,0,0)} donc f n'est pas injective.
*x Onalm(f) ={(2',y,2') € R3|0 =4z’ — 5y’ + 32’} # R3 car (1,0,0) ¢ Im(f)

(en effet ce vecteur ne vérifie pas0 =4 x 1 —5x 043 x0). Ainsi f n'est pas
surjective.

e Considérons I'application g : P € R3[X]— (P(1), P'(1)).
* g est une application linéaire de R3[X] dans R%. En effet :

* Est-elle surjective ? Injective 7 Bijective ?
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En particulier, si f € Z(E),

Ker(f) C Ker(f?).

L'inclusion contraire est
fausse en général (par
exemple si f est injective

mais g o f non).

Si f est de plus surjective,
alors f(.#) engendre F.

e Notons u : f € €°(R,R) — f x sin. C'est un endomorphisme de €°(R,R). En
effet :

o Est-elle surjective ? Injective ? Bijective ?

e Soient f € X (E,F) et g € L(E,F). Montrons que go f = 0 si et seulement si
Im(f) C Ker(g).

Remarque : Terminons ce paragraphe par une inclusion ultra classique (que I'on pourrait
presque qualifier d'immédiate) et trés utile. Ne figurant par explicitement au programme,
il faut savoir la redémontrer et il faut y penser :

Si fe Z(E,F)etge Z(E,F), alors Ker(f) C Ker(go f).

En effet :

IV Détermination d’une application linéaire

1) Détermination par I'image d’une base

a) Image d’une famille génératrice, liée, libre

[ Définition. Soit F = (x;)icr une famille de vecteurs de E. On note f(.%) la famille)

(f (x4))ier-

J

\

[Proposition. Soit f € Z(E,F). Soit % une famille de vecteurs de E.
1. Si .Z engendre E, alors f(F) est une famille génératrice de Tm(f).
2. Si .7 est liée, alors f(.F) est une famille liée de F.

3 Si .F est libre et f injective, alors f(.%) est une famille libre de F'.
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Ce résultat est alaogue a ce-
lui de la rigidité des poly-
némes : savoir que deux po-
lynémes coincident en une
infinité de valeurs (méme
mieux : en un nombre de va-
leurs strictement supérieur
a leurs degrés) suffit pour

montrer qu'ils sont égaux.

Bien siir (\;)icr désigne une
famille presque nulle de sca-

laires (c'est sous-entendu).

DEMONSTRATION. Le point 1 a déja été montré dans le paragraphe I11.1.

b) Théoréme de caractérisation par I'image d’une base

Lorsque f et g sont deux applications linéaires de E dans F, elles sont égales si et
seulement si

Vr € E, f(x) =g(z).

Nous allons voir que, lorsque E admet une base, cette condition peut-étre considéra-
blement affaiblie : il suffit que f et g coincident sur une base de E. On dit que les
applications linéaires sont rigides.

Théoréme. Supposons que E admette une base B = (e;);cr. Soit F = (v;)ier une
famille quelconque d’éléments de F'. Alors il existe une unique application linéaire f de
E dans F telle que, pour tout i € I, f(e;) = v;. Autrement dit une application linéaire
de E dans F' est entierement déterminée par I'image d’'une base.

Remarque : On va méme montrer que |'application f (uniquement déterminée donc)
est

E —

f: Z)\Zel —

i€l el

F
)\ivi

DEMONSTRATION.
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O

[Corollaire. Si f et g sont deux applications linéaires de E dans F' qui coincident sur
une base de E, alors f = g.

Le théoreme précédent s'accompagne d'une caractérisation de son injectivité/surjectivi-
té/bijectivité par la nature de la famille des images :

[Théoreme. Soit g € Z(E,F). Soit A une base de E. Alors :
1. f est surjective si et seulement si f(%) est génératrice de F.
2. f est injective si et seulement si f (%) est libre.

3. f est bijective si et seulement si () est une base de E.
Ainsi une application linéaire

est un isomorphisme si et .

B DEMONSTRATION.
seulement si elle envoie une
base sur une base (sous
réserve d'existence d'une

base).

Lycée Condorcet - MPSI2 21/30 Matthias Gorny



Exemples : Notons (e1, es,e3) la base canonique de K3.

e Il existe une unique application linéaire f de K® dans K20?° telle que f(e1) = 0,
f(e2) =0 et f(es) = 0. Il s’agit de I'application nulle puisqu’elles coincident sur une
base de K3.

e Donnons 'unique application linéaire g de K3 dans K? telle que

9(61) = (17 1)’ 9(62) = (27 _1)7 9(63) = (173)'

et déterminons si elle est surjective/injective/bijective.

e Donnons I'unique application linéaire h de K3 dans Ko[X] telle que
he) =X, hles) = (X+1)%  hleg) = —2

et déterminons si elle est surjective/injective/bijective.

e Donnons I'unique application linéaire o de K3 dans K3[X] telle que
plen) =X2 =1, ple2) =X —X°,  gplez) =2+ X

et déterminons si elle est surjective/injective/bijective.
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Exemple : Montrons (autrement que dans le chapitre 21) que, pour tout (P, Q) € K[X]?,
(PQ) = P'Q+ PQ'. Pour cela notons D : P — P’.

2) Détermination par restriction a ses sous-espaces supplémentaire

L'idée est analogue a celle du paragraphe précédent : par linéarité, il suffit de connaftre
une application linéaire sur « deux morceaux qui engendrent tout |'espace ». Si en plus
les deux espaces sont supplémentaires, alors il y a existence. Si en plus les deux espaces
sont en somme directe, alors il y a unicité.

'Proposition. Soient E1 et Fy deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Soient f1 € L(E1, F) et fo € L (Es, F). Alors il existe une unique application linéaire
feZ(EF) telle que f‘El = fi et f‘EQ = fo. En d’autres termes, une application
linéaire de E dans F est entiérement déterminée par sa restriction a deux sous-espaces
ksupplémentaires.

DEMONSTRATION.
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V Projections, projecteurs, symétries, involutions

1) Projections et projecteurs

a) Projections vectorielles

Définition (projection). Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E qui sont.“1
La projection de p sur I pa- | /5 nlémentaires. Pour tout x € E, il existe alors un unique (ug,vy) € F X G tel que
rallelement a G est la fonc- T = uy + vy. L'application
tion qui a  dans E associe E — E
le morceau u, € F' de I'écri- e { T o Uy

ture de £ = uy + Uz

est appelée projection (vectorielle) sur F' parallélement a G.

J

%est arsreclé s divciion ¢ Exemples : Ci-dessous, on a a chaque fois deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
F et G, et on a p(x) = u,.

e Dans R? :

la projection s.

e Dans R? : Ia
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Ainsi ch n'est rien d'autre
que le projeté de exp (c'est-
a-dire I'image de exp par la
projection) sur P(R,R) pa-
rallélement 3 Z(R, R).

Remarque : Avec les notations de la définition, I'application

| E — FE
q’x»—>vx

est la projection (vectorielle) sur G parallelement a3 F'. On dit que p et ¢ sont des
projections associées. Remarquons que

p+q=1dg.

On obtient les propriétés de ¢ a partir de celles de g en échangeant F' et G.

Exemples :

On a vu dans le chapitre 28 que, lorsque w = (a1,b1) et v = (aa,b2) deux vecteurs
non colinéaires de R?, alors R? = Vect(u) ® Vect(v). De plus, pour tout (z,y) € R?,

xbo — yao ya; — xby
= 2 J7e b - by) .
(z,y) ai1by — asby (a1,b1) + a1by — asb; (a2,b2)
€Vect(u) EV;Crt(v)

Ainsi :

On a vu dans le chapitre 28 que R? = Fy @ Fy avec | = Vect((—1,0,1)) et
Fy={(r,y,2) € R®|x —y — z = 0}. De plus, pour tout (z,y, z) € R3,

_(rx—y—=z —x+y+=z r+y+z xT—y-+=z
(.’E,y,Z)— < 9 707 9 >+< 9 'Y, 2 )

S5 S

Ainsi :

On a vu dans le chapitre 28 que M,,(K) = §,(K) @ A, (K). De plus, pour tout
M e M, (K),

M+MT  M-—MT
-T2 T

€Sn(K) €An(K)

M

Ainsi :

On a vu dans le chapitre 28 que .# (R,R) = P(R,R) @ Z(R,R) ou P(R,R) dé-
signe I'ensemble des fonctions paires de R dans R et Z(R,R) I'ensemble des fonc-
tions impaires de R dans R. De plus, pour tout f € F(R,R), f = p+ i avec

p:x%w e Z(R,R) eti:x%w € J(R,R). Ainsi :
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Cela se voit bien sur un des-
sin : dans R?, si F est I'axe
des abscisses et G |'axe des
ordonnées, et si p est la pro-
jection sur F' parallélement

aG:

p(z) =0

De plus, sixz € F'i.e.six ap-
partient a I'axe des abscisses,
alors z sera laissé invariant
par F' (nous laissons le lec-
teur faire un dessin pour s'en

convaincre).

Rappelons que p? désigne
pop.

Lemme. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Soit p la
projection sur F' parallélement a G. Pour tout x € E, on a

e x € F si et seulement si p(z) = x.

o z € G si et seulement si p(x) = 0.

.

DEMONSTRATION.

O

[Proposition. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Soit p
la projection sur F parallélement a G. Alors :

1. pe Z(F), 3. Ker(p) = G = Im(Idg —p)
2. p?=p, 4. Im(p) = F = Ker(Idg —p).
DEMONSTRATION.
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Lorsqu'on demande de mon-
trer qu'une application f est
un projecteur, il y a deux
choses a montrer :

e f est un endomorphisme,
c’est-a-dire va de E dans E
et surtout est linéaire (cette
partie est trop souvent ou-
bliée par les candidats),

e fof = f (ou encore

=1

Pourquoi pense-t-on a cette
décomposition ? Non seule-
ment on veut montrer que
E = Im(p) + Ker(p) mais
aussi que pour tout x, dans
la décomposition en tant
que somme d'un vecteur de
Im(p) et de Ker(p), le vec-
teur de Im(p) est p(x). Mais
que le lecteur se rassure : s'il
n'y pense pas, une analyse-
synthése (pour montrer que
tout élément z € E s'écrit
de facon unique sous la
forme z = wu, + vy avec
ug € Im(p) et v, € Ker(p))
fait tout aussi bien |'affaire

et donne le méme résultat!

b) Projecteurs

On vient de voir qu'une projection p de E est un endomorphisme vérifiant p?> = p. On
dit qu'une projection est un projecteur. En effet, on définit plus généralement :

Définition (projecteurs). On dit qu'un endomorphisme f de E vérifiant f?> = f est
un projecteur.

Exemple : Notons f : (x,y,2) € R? — 22+ 3y — 2z, —x — 2y + 2z, —x — 3y + 22).
Je vous laisse montrer que c'est un endomorphisme de R3. Il s'agit d'un projecteur de E.
En effet, si (z,y, z) € R3,

fof(z,y,z2)=f(2x+3y—z,—x—2y+z,—x — 3y + 22)
= (2(2x+3y—z)—l—3(—x—2y+z)—(—x—3y+2z),
—(2x+3y—2)—2(—z—2y+2) + (—z — 3y + 2z2),
—(2x+3y—z)—3(—m—2y+z)+2(—x—3y+22)>
=QR2r+3y—z,—x—2y+z,—x—3y+2z2)= f(z,y,2).

Un projecteur est une projection et la réciproque est vraie :

[Théoreme. Soit p € Z(E) un projecteur. Alors E = Im(p) ® Ker(p) et p est la
projection sur Im(p) parallélement a Ker(p).
DEMONSTRATION.

]
Remarques :

e Dorénavant on confondra les notions de projecteurs et de projections car c'est la
méme chose (seul le point de vue change). Plus précisément, on emploiera ces deux
termes indifféremment.

e Si p est un projecteur, alors p est la projection sur Im(p) parallélement a Ker(p) et
donc Idg —p est la projection sur Ker(p) parallélement a Im(p). On retrouve donc le
fait que

Im(Idg —p) = Ker(p) et Ker(Idg —p) = Im(p).

Exemple : Déterminons I'image et le noyau du projecteur

fi(zy,2) eR v 20 +3y —2z,—x — 2y +2,—x — 3y + 22).
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La projection de p sur F' pa-
rallelement a G est la fonc-
tion qui a « dans E associe
le morceau u, € F' de I'écri-

ture de T = Uy + vU.

&st parfois appelé la direc-

tion de s.

On peut remarquer (ce qui
est contraire a l'intuition
mais c'est parce qu'on a I’ha-
bitude des symétries « or-
thogonales ») que z et s(z)
n‘ont pas « la méme lon-
gueur » : mais qu'est-ce que
la longueur dans un espace
vectoriel ? Qu'est-ce que la
longueur d’une suite, d’une
fonction, d'une matrice don-
née ? Réponse en deuxiéme

année!

2) Symétries et involutions

a) Symétries vectorielles

Définition (symétrie). Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E qui sont
supplémentaires. Pour tout x € E, il existe alors un unique (uz,v;) € F X G tel que
T = Uy + v;. L'application

s EFE — E
o — Uy — vy

est appelée symétrie (vectorielle) par rapport a F' parallélement a G.

J

-

Exemples : Ci-dessous, on a a chaque fois deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
F etG, etonas(z)=uy —vy.

e Dans R? :
e Dans R3 :
G
/
Uy L7
T
{7 7
F L >
Ve \ 7
4 7/
/7 \ /
7
_’l}z _____ %
s(z)
Exemples :

e On a vu dans le chapitre 28 que R3 = F} & I, avec Fy = Vect((—1,0,1)) et
F, = {(z,y,2) € R*|x —y — 2 = 0}. On reprend les notations du paragraphe
précédent (ou l'on a déterminé les projections) et on trouve que la symétrie par
rapport a Fy parallélement a F» est

rT—y—=z —r+tyt+z rT+y+z r—y+z
(9671/,2)%( 50— ) ( 5 Y )

c'est-a-dire (z,y,2) — (—y — z,—y, —x + ).
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e On a vu dans le chapitre 28 que M, (K) = S,,(K) & A, (K). On reprend les notations
du paragraphe précédent (o0 I'on a déterminé les projections) et on trouve que la
symétrie par rapport a S, (K) parallélement a A,,(K) est

M+MT  M-MT

MT.
2 2

M +—

Autrement dit il s'agit de la transposition sur M, (R)..

rProposition. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Notons
s la symétrie par rapport a F' parallélement a G et p le projecteur sur F' parallélement
aG. Alors s =2p — Idg.

DEMONSTRATION.

O

rProposition. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Notons
s la symétrie par rapport a F parallélement 3 G. Alors s € £ (E) et s> = Idp.

.

Rappelons que s® désigne

sos. DEMONSTRATION.

O

[Corollaire. Une symétrie est un automorphisme qui est sa propre bijection réciproque.]

DEMONSTRATION. Si s est une symétrie, on vient de voir que so s = Idg. On en
déduit que s est bijective et s7! = 5. Comme c’est un endomorphisme, il s’agit d'un
automorphisme. O

Proposition. Soient I’ et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Notons
s la symétrie par rapport a F' parallélement a G. Alors

F={xe F|s(x) =1z} et G={zreFE|s(zr)=—x}.

DEMONSTRATION. Notons A= {z € F|s(x) =z} et B={z € E|s(z) = —x}.
e Soitz € E£. On a

r€EA = sx)=2r <= 2p)-z=z <= p) ==

On en déduit que du lemme du paragraphe V.l.a que x € A si et seulement si x € F.
Dés lors A = F.

e Soitz € £.Ona
re€B — sx)=-zr <= 2px)-z=-1 <<= pz)=0.

On en déduit que du lemme du paragraphe V.1.a que = € B si et seulement si z € G.
Dés lors B = G. O

b) Involutions linéaires

[Définition. Une application f de E dans E est appelée involution lorsque f o f = IdE.J

Une involution est une bi-

jection de E dans E et sa.  On a vu qu'une symétrie est une involution linéaire. La réciproque est vraie :
réciproque est elle-méme.
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On pourrelxit aussi remarquer
que p = §(f+IdE) est un
projecteur et appliquer les

résultats du paragraphe V.1.

[Proposition. Soit f un endomorphisme de E qui est une involution de E. Notons
F={zeE|fx)=2} et G={zcE|f(x)=—-a}

Alors F' et G sont des sous-espaces vectoriels de EE qui sont supplémentaires et f est
la symétrie par rapport a F' parallélement a G. )

DEMONSTRATION.
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