Lycée Carnot - H1B Matthias Gorny

Correction de quelques exercices
de la feuille de TD 5

N

Exercice 1 (Formules de trigonométrie). Soient a et b deux réels. Montrer les formules de trigonométriel
suivantes :

1) Formules de soustraction :
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).
2) Formules de duplication :
sin(2a) = 2 cos(a) sin(a), cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a).
3) Formules de linéarisation :
1 . . 1
cos(a) cos(b) = = (cos(a +b) + cos(a — b)), sin(a)sin(b) = 5 (cos(a — b) — cos(a + b))

sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b)) , cos?(a) = COS(2;)+1, sin?(a) =

1 — cos(2a)
—

4) Formules de factorisation :

cos(a) + cos(b) = 2 cos (a + b) cos (a _ b) , cos(a) — cos(b) = 2sin (a—l—b) sin <b — a)
2 2 2 2
a—b

sin(a) + sin(b) = 2sin <“2+b> cos < . > sin(a) — sin(b) = 2 cos <“2+b) sin <a 5 b> .

5) Quelques relations entre les angles (faites un dessin) :

cos(a + 7) = — cos(a), sin(a + 7) = —sin(a), cos(m — a) = — cos(a)
sin(m — a) = sin(a), cos (g — a) = sin(a), sin (g - a) = cos(a).

Les formules de cet exercice ne sont pas a connaitre par cceur. Cependant elles sont trés utiles en pratique et
leurs démonstrations feront I'objet de questions récurrentes dans les sujets de concours, préliminaires a d’autres
questions. Bref : il faut a tout prix savoir les redémontrer.

J

Correction :
1) On utilise le fait que sin(—b) = —sin(b) et cos(—b) = cos(b) :

e cos(a —b) = cos(a+ (—b)) = COS( ) cos(—b) + sin(a) sin(—b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).

e sin(a — b) = sin(a + (—b)) = sin(a) cos(—b) + cos(a) sin(—b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).
2) e sin(2a) = sin(a + a) = sin(a) cos(a) + cos(a) sin(a) = 2 cos(a) sin(a).

e cos(2a) = cos(a + a) = cos(a) cos(a) — sin(a) sin(a) = cos?(a) — sin?(a).

Ensuite on utilise le fait que sin?(a) = 1 — cos?(a) : cos(2a) = 2cos?(a) — 1.
(2

Ensuite on utilise le fait que cos?(a) = 1 — sin?(a) : cos(2a) = 1 — 2sin?(a).

1. On utilisera uniquement les formules du cours : cos®(a) + sin®(a) = 1, cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b),
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b), les angles remarquables et les considérations géométriques classiques : cos(—a) = cos(a),

sin(—a) = —sin(a), cos(a + 27) = cos(a), sin(a + 27) = sin(a).



3) On part du terme de droite :

= —2sin (T) sin <

— 2sin (‘“L

a+b
2

a+b
2

e sin(a) + sin(b) = sin (

:Sin<

b
~+ sin <a—2}—> cos <

a—+

= QSin(

. % (cos(a + b) + cos(a — b)) = % (cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) + cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b))
- % 2 cos(a) cos(b) = cos(a) cos(b).
. %(cos(a _b) — cos(a+ b)) = %(Cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) — cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b))
% « 2sin(a) sin(b) = sin(a) sin(b).
. %(sin(a +b) + sin(a — b)) = %(Sm(a) cos(b) + cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b))
% x 2sin(a) cos(b) = sin(a) cos(b).
. cos(2g) +1  cos(a J; a)+1 cos?(a) — ;in2(a) +1 cos?(a) ;Lcos2(a) _ cos?(a),
, L—cos(2a) 1—cos(a+a) 1- cos?(a ) + sin?(a) sin2(a) + sin?(a) — in*(a).
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e sin(a) — sin(b) = sin (“b “—b> _

2ot (1150
sty ) () e () ()
o) e () ()

= 2cos ath sin a=b
e () (%5 )
5) e cos(a+ m) = cos(a) cos(m) — sin(a) sin(7) = cos(a) x (—1) —sin(a) x 0 = — cos(a).
( in(a) x (—1) — cos(a) x 0 = —sin(a).

) cos(w - a) = cos(m) cos(a) + sin(rm) sin(a) = (—1) x cos(a) + 0 x sin(a) = — cos(a).
0 x cos(a) — (—1) x sin(a) = sin(a).

e cos(m/2 — a) = cos(m/2) cos(a) + sin(mw/2) sin(a) = 0 x cos(a) + 1 x sin(a) = sin(a).

e sin(m/2 — a) = sin(7/2) cos(a) — cos(mw/2) sin(a) = 1 x cos(a) — 0 x sin(a) = cos(a).
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[Exercice 2. Montrer que, pour tout a € R, sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a).

Correction : Soit a € R. En utilisant plusieurs fois les formules d’addition du sinus et du cosinus :

sin(3a) = sin(a + 2a) = sin(a) cos(2a) + cos(a) sin(2a)
= sin(a) cos(a + a) — cos(a) sin(a + a)
= sin(a)(cos?(a) — sin®(a)) + cos(a)(sin(a) cos(a) + sin(a) cos(a))
= sm(a) cos?(a) — sin ( ) + 2 cos?(a) sin(a)
3 .

On utilise alors le fait que cos?(a) = 1 — sin?(a) :

sin(3a) = —sin®(a) + 3sin(a) — 3sin®(a) = 3sin(a) — 4sin®(a).

Exercice 3. Donner une valeur de

T . (T m . (T T . T
cos <—) , sin (—) , cos <—) , sin (—) , cos <—) et sin <—) .
8 8 16 16 12 12

Correction :

e Nous avons

0082<E> 1+cos(2-78r)_1+cos<1)_2+\/§.

8 2 2 4
. 7T m P 7T .
Puisque 3 € [O, 5} on en déduit que cos <§) > 0 et donc cos ( ) . Nous avons aussi
0 0
‘2<W)_1—cos<2-8)_1—cos(4> 22
sin” | =) = = .
2 2 4

2-+2

Puisque il € [0, g} on en déduit que sin (%) > 0 et donc sin (g) = 5

8
e Nous avons

s s
COSQ(W>_1+COS(2‘]_6)_1+COS<8>_2+ /2+\/§

16 2 a 2



24+ V242
Puisque 1—6 € [0, F] on en déduit que cos (i;) > 0 et donc cos (116) = 5 . Nous avons aussi

4 0
Sm2<w>_1—cos<2-16> _1+cos<§) 2- 2+ 2

16 2 2 o 4

2—V24+V2

2

T ™ T T
Puisque 16 € [0 } on en déduit que sin (16) 0 et donc sin (16)

e Nous avons

T s
cos? (1”2) 1+COS2<2'12> B HCO; (6) _ 1+\2/§/2 _ 2+4\/§.

24+3

Puisque % € {0 ;T} on en déduit que cos <17T—2) > 0 et donc cos (%) == Nous avons aussi

s s
2<7r) 1—COS(2-6)_1—COS(8>_2_\/§
sin = = .
12 2 2 4
23

Puisque i € [0, g} on en déduit que sin (%) 0 et donc sin (16) 5

12

Exercice 4. A I'aide des formules de trigonométrie de I'exercice 1, résoudre les équations ou inéquations
suivantes d'inconnue z € R :

1) 2cos(4z +m) =1, 5) cos(x) — cos(2z) = sin(3z),
2) cos(3z) — sin(z) = 0, 6) v/3cos(z) — sin(z) = —v/2.
3) sin(2x) + sin(6z) = 0, 7) 2sin(z) < —1.

4) sin(7z) + sin(3z) = v/3sin(5x), 8) sin?(z) + 3cos(w) < 1.

Pour les questions 7 et 8, on pourra s'aider d’un dessin. Mais, pour justifier correctement, on se raménera a des
cas de positivité de cosinus ou sinus.

J

Correction :

1) Traitée en cours.
2) Traitée en cours.
3) Soit x € R. On a

sin(2z) + sin(6x) =0 = sin(2x) = — sin(6x)
= sin(2z) = sin(—6x)
= 2x = —6x [27] ou 2z =7+ 6z [27]
= 8z = 0[2n7] ou — 4z = 7 [27]
7r T

T ™

(modulo —7/2, c’est la méme chose que modulo 7/2). On remarque que tout réel congru a 2 modulo 5
. N 7T T . . . N ™

est aussi congru a 0 modulo e Ainsi sin(2z) + sin(6z) = 0 si et seulement si 2 est a 0 modulo —.

4) Traitée en cours.



5) Soit z € R. On a

2 -2
cos(z) — cos(2x) = sin(3x) = —2sin x_; T ) sin <x ac> = sin(3z)
3z\ . /=% .
= 2sin [ — | sin (—) = sin(3z)
2 2
— 2sin sz in (E) in {2 or
)Ty Tt
= 20 (2 sin (2) = 2sin (2) cos (2
sin { - | sin (5 ) = 2sin ( o Jcos |
sin { - | = ou sin ( 5 ) = cos | 5
— in 33 0 =) = sz
S 5 ) = ou cos | —5 =cos | 3
= 3; =0[r] ou —— =3z[27] ou T 5 R [27]
2m
= =0 [3] ou T = Tz [47] ou x = —br [47]
— :UZ()2—7r ou r=_ am ou r=-2 am
N 3 ST 515
6) Traitée en cours.
7) Traitée en cours.
8) Soit z € R. On a
sin?(z) + 3cos(x) < 1 = 1 — cos®(x) 4+ 3cos(x) < 1
= cos(z)(3 — cos(z)) <0
= cos(z) <0
— 3keZ,x€]%+2kw;3§+2kw[.

- - Ve - b n
Exercice 5. Soient a et b deux réels qui ne sont pas congrus a 5 modulo 27 et leur somme non plus. Montrer

que
tan(a) + tan(b)

1 — tan(a) tan(b)

tan(a + b) =

. . . , . N
Correction : Soient a et b deux réels tels que a, b et a + b n’appartiennent pas a 5 +7Z. On a

cos(a) cos(b) — sin(a)sin(b)  cos(a + b)

1 — tan(a) tan(b) = cos(a) cos(b) ~ cos(a)cos(b)’

Ce terme est non nul donc on peut diviser :

tan(a) +tan(b)  cos(a)cos(b) (sin(a)  sin(b)
1 —tan(a) tan(b) cos(a +0b) (cos(a) * cos(b))
(

cos(a st D) sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b))

_ sin(a+0b)
~ cos(a+b) tan(a +).



[Exercice 6 (Somme de cosinus et sinus). Soit # € R. Pour tout n € N, posons

Cip = Z cos(kx) et Sy = Zsin(k:a:).
k=0 k=0

1) Calculer C,, et S, lorsque z est congru a 0 modulo 27
2) Supposons que x n'est pas congru a 0 modulo 27.

a) A I'aide d'une formule de linéarisation (cf. exercice 1) et d’'une somme télescopique, montrer que

2 sin (g) C), = sin (W) + sin (g) et 2sin (g) S, = cos (g) — Cos <(2n;r1):v>
b) A I'aide d'une formule de factorisation (cf. exercice 1), en déduire que
sin (m + 1)x> cos (E) sin ((n + 1)1‘) sin <@>
2 2 2 2
sin (g) sin (g) '

3) a) Une application : Simplifier la fraction

Cp =

et Sy =

sin(36) + sin(66) + sin(96)
1 + cos(30) + cos(66) + cos(96)

lorsque 8 € R est tel que le dénominateur est non nul.
b) Une autre application : Pour tout x n'étant pas congru a 0 modulo 27, déterminer un réel M (dépendant
de x mais pas de n) tel que

Vn € N, < M.

Z sin(kx)
k=0

Correction :

1) Traitée en cours.

2) a) e Traitée en cours pour la premiére.
e Pour la deuxieme :

n

2sin (;) Sp = kzo2sin (g) sin (kz) = (cos (g - k:x) — Cos (k::lc + g)) ,

k=0

par formule de linéarisation. Pour le premier terme, utilisons la parité du cosinus et remarquons que
c'est une somme télescopique :

2sin (£) 8, = 3 (cos (ke — %) — cos (ke + 2))
: (cos (k= 3) ) —eos (w1~ 3) <))
—cos ((0-3) ) —eos ((n+1-1) )
2sin (5) 8, = cos (5) = cos (22527,

et donc



x X
b) e Puisque 5 n'est pas congru a 0 modulo 7, on peut diviser par sin (5) :

s <(2n; Dx) + sin (g)
MO

b b— 2 1
Utilisons la formule de factorisation sin(a) + sin(b) = 2sin (CL;) cos ( 5 a) avec a = wx

2
a+b (n+1)x ta—b_nx).
2~ 2 ST T

(e

n = T
sin( )
2

etb= g (et donc

. X 1 X ivi i x
e Puisque 5 " est pas congru a 0 modulo 7, on peut diviser par sin (5) :

cos (%) ~ cos <<2n-;1>)
;)

S =

b b—
Utilisons la formule de factorisation cos(a) — cos(b) = 2sin <a—2|—> sin <2a> avec a = g et
_ (2n+1) a+b (2n+1)zr b—a nx
b= 5 x (et donc 5 = 5 et —— =

Sp =

an () ()
()

3) a) Soit # € R. D'un c6té :
sin(30) + sin(66) + sin(96) Zsm (k x 30) = Ss,
lorsque x = 360. De I'autre :
1 + cos(30) + cos(66) 4 cos(90) Z cos(k x 30) = Cs.

e Si 30 est congru a 0 modulo 27, on a S3 =0 et C5 = 4 donc le quotient existe est il est nul.

e Si 30 n'est pas congru a 0 modulo 27, on a

G L e g)

sin (g) sin (329

sin <(3+1)x> sin (356> sin (66) sin
2 2
Sz = T

et




. 90 .
Pour pouvoir diviser par Cs, il faut et il suffit que sin (66) cos <2> soit non nul. Or on a

0 9
sin (66) cos (92) =0 — sin (60) =0 ou cos (9) =

= sin (60) =0 ou cos (99> =0

2
—  60=0 %
=0[nr] ou 2_27r
T T | 2w

. , . T ., T 27 )
Ainsi, si 6 n’est congru ni a3 0 modulo 5 ni a 9 modulo 3" alors on peut former le quotient et

. (90
sin(36) + sin(66) +sin(99) Sz ( 2 ) o (90
1+ cos(30) + cos(66) +cos(99) C3 cos <99> N 2 )
2

4) Soitn € N. On a

o (52 ()] o (52 ()
B =TT R B TTC) R

Puisque sin est borné par 1, on obtient :

Z sin(kx)
k=0

1x1

isin(k‘x} TN
e

On ne majore surtout pas le tout par 1. Puisque le terme du dénominateur est majoré par 1, son inverse
est MINORE par 1 et donc on ne peut rien conclure... mais peu importe puisque c'est déja fini.

Exercice 7. Notons % le cercle trigonométrique dans un repére orthonormé et D le disque (d'aire 7) dont il

<

Ainsi, en posant M = , qui est bien indépendant de n, on a fini.

est la frontiére. Soit A le point de %" de coordonnées (1,0). Fixons 0 € }O ; % { et notons
—
e By le point du cercle ¢ tel que I'angle (OA,OBy) = 6.

e (y le point d'intersection de la droite (0By) avec la droite d'équation x = 1. ¢ 3
o Dy le secteur angulaire délimité par € et par les deux rayons [OA] et [OBy]. — 1 c
1) Sachant que I'aire de Dy est proportionnelle a I'angle 6, calculer son aire. By \ 3 ’
2) Calculer I'aire des triangles AOBy et AOCy. f Dy \\\l
3) En remarquant que AOBy C Dy C AOCy, en déduire que 1) A

6 cos(f) < sin(f) < 6.
Quelques remarques :

e ['inégalité de droite pouvait s'obtenir plus simplement en remarquant que la longueur du segment [ABy] (qui
est égale a 6) est nécessairement plus grande que la distance du point By a la droite (OAy) (qui est égale a

sin(9)).

o |l est plus usuel d'obtenir ces inégalités classiques a I'aide d’études de fonctions (cf. chapitre suivant).




in(6 in(0
) < 1 donc, par théoréme d’encadrement, lim ) =1
0 0—0+ 0

e Pour tout 0 € }O;g[, cos(f) <
(cf. chapitres 13 et 15).

Correction :
1) D’aprés I'énoncé, il existe A € R tel que Dy = A\ pour tout 6 € R. Puisque le périmétre de € est égal a 27 et

son aiream,onam=D; = )\27 et donc)\za.

1 x sin(6 1 x tan(6
2) L'aire du triangle AOBy est stm() et I'aide du triangle AOCYy est M.

3) L’aire de la portion de disque d’angle 6 (la zone en gris) est alors /2 et elle est comprise entre I'aire du
triangle AO By et I'aire du triangle AOCy. C'est-a-dire

sin(f) _ 0 . tan(0)
2 2

\]

Comme 0 € ]0; g [ on a sin(f) > 0 et cos(#) > 0. Par décroissance de la fonction inverse sur R* , on obtient

donc
2 < 2 < 2
tan(f) ~ 6  sin(d)
puis
cos(f) < sme(e) <1
et donc

0 cos(0) < sin(f) < 6.



