Lycée Carnot - H1B Matthias Gorny

Correction des exercices
de la feuille de TD 17

(Exercice 1. Soit n € N*. Déterminer le degré et le coefficient dominant des polyndmes suivants :
) P=(X-1)"—(X+7)",
2) P=(X+2)"+(1-X)",

4) P =[] (3X*+ 2mX +2024),

m

=il
n+1 n
3) P=[[(x*+X+1), 5) P = [[(64X5 + 2023X* + ).
k=2 (=1
Correction :

1) P est I'addition de deux polyndmes de degré n dont les coefficients dominants sont opposés I'un de I'autre. ||
appartient donc a R,,_1[X| mais on ne peut pas conclure directement quant a son degré simplement avec les
formules du cours sur le degré.

La formule du bindme de Newton entraine que

> <Z> SRS (Z) ik =3 (Z) Xb((=1ynk = 7nhy,

k=0 k=0 k=0
e Sik=mn, alors (—1)"% -7k =0,
e Sik=n—1,alors (-1)"F -1k =_1-7=-8
Ainsi P est de degré n — 1 et de coefficient dominant —8( " ) = —8n.

n—1

P

2) P est I'addition de deux polyndmes de degré n dont les coefficients dominants sont opposés |'un de I'autre
lorsque n est impair. Il appartient donc a R,,_1[X]| mais on ne peut pas conclure directement quant a son
degré simplement avec les formules du cours sur le degré. Si n est pair, alors P est de degré n et de coefficient
dominant 2.

Supposons que n est impair. La formule du binbme de Newton entraine que

n

p= kzn::o (Z) Xkgn—k +k§n::0 (Z) (~DFxF =% (Z) XF(2mF 4 (—1)h).

k=0
e Sik=mn,alors 2% 4 (=1)¥ =1 — 1 = 0 car n est impair.
e Sik=n—1alors2" % 4 (-1)F =2+1=3.

Ainsi P est de degré n — 1 et de coefficient dominant 3n.

3) Ona
n+1 n+1
B i B _(n+D)(n+2) . n(n+3)
deg(P) =) _ deg(X +X+1)—Zl<:_—2 1= ———
k=2 k=2
n+1
et son coefficient dominant est H 1=1.
k=2
4) On a

n
deg(P) = ) deg(3X? +2mX +2022) = » 2 =2n
m=1 m=1
n
et son coefficient dominant est H 3=3"

m=1



5) On a

deg(P Z deg((64X° + 2021 X% + 1) Z (% deg(64X° +2021X* + £) = > 6% =n(n+1)(2n + 1).
—1 —1 =1
et son coefficient dominant est H64£ 647 (n+1)(2n+1)/6 _ gn(n+1)(2n+1)
=1

(Exercice 2. Soient P et ( dans R[X] et A € R. Montrer, en n'utilisant que la définition formelle de la dérivée]
d'un polynéme que,

1) (P+Q) =P +@Q, 2)(\P) =P, 3)(PQ)=PQ+QF, 4) (PoQ)=Q x (P Q).

Pour le dernier point, on pourra commencer par étudier la dérivée du polynéme Q" avec n € N*.

J

P q
Correction : Soient P = Z apXFet Q= Z br. X" des polynémes de R[X] non constants (sinon c'est immédiat).

k=0 k=0
Sip<gq, onposeay1=---=a;=0et, sip>gq, onposeby1=--=0b,=0.
e Ona
P /
(P+Q) = (Z(ak + bk)Xk) Zk ar, + bp) XF! Zkaka 1y Zkb Xkl =p4qQ.
k=0 k=1
e Ona
P ! P P
(AP) = <Z(Aak)Xk> =3 ke X =0 kap XFT = AP
k=0 k=1 k=1
k
e Pour tout k € [0,p + q], posons ¢ = Zajbk—j- On a
j=0
ptaq " ptae p+q—1
= <Z cka> = kX = " (k+ Do X
k=0 k=1 k=0
On a aussi
p—1+q k
PQ= Z Cpp1 X avec, pour tout k € [0,p + ¢ — 1], = Z(] + 1)aj11bg—;
k=0 j=0
et
p+q-1 k
PQ = Z Cop1 XF avec, pour tout k € [0,p + g — 1], Z — 7+ 1)br—jq1-
k=0 =
Par conséquent
ptg—1
PQ+PQ = Y (@1 +0)XF = (PQ)
k=0
puisque, pour tout k € [0,p + g — 1],
k k
Chp1 + Chr1 = D _(F + Dajiabp—y + Y aj(k —j+ 1)bp_jpr
j=0 j=0
k+1 k
= ZjajbkfjJrl + Z(k —j + l)ajbk,jqu
j—l j=0

Z +k—j+Dajby—jy1 + (K + 1)ag1bo + (k4 1)aobkr1 = (kK + 1)cpya-
-



e Montrons par récurrence que (Q") = nQ'Q"~! pour tout n € N*. Il n'y a rien  faire si n = 1. Supposons que
cette propriété soit vrai au rang n pour un certain n fixé. On a alors

(Qn—i—l)/ — (QQn)/ — Q/Qn + (Qn)lQ _ QlQn 4 anQn—lQ — (n + I)Q/Qn
Donc la propriété est vraie au rang n + 1. D'ou le résultat par récurrence.
Ensuite, on a

p ! p P p
(PoQ) = (Z a;@’“) =Y an(@) =D akQ Q" = Q'Y kaQ" ' =Q x PoQ.
k=0 k=0

k=0 k=0

[Exercice 3. Soient n € N et P un polyndme de degré n. Montrer que Q = X2P' — nXP € R,[X]. J

Correction : Notons A le coefficient dominant de P.

o X2P' est de degré n + 1 est de coefficient dominant n\.

e —nXP est de degré n + 1 est de coefficient dominant —nA.

Ainsi deg(Q) < max(deg(X2P’),deg(—nXP)) = n + 1. Ainsi deg(Q) < n. On a bien @ € R,[X].

[Exercice 4. Déterminer I'ensemble de polynémes P de R[X] tels que P(X?) = (X2 + 1)P(X). ]

Correction : Déja le polyndme nul convient. Soit P polyndme non nul tel que P(X?) = (X2 + 1)P(X). Notons
d le degré de P. On a alors

2d = deg(P(X?)) = deg((XT1)P(X)) =2+d
donc d = 2. Il existe alors a € R* et (b,c) € R? tels que P = aX? + bX + c. Ainsi
aX*+0X? fe= (X2 + 1) (aX?+bX +¢) =aX? +bX3 + (c+a)X? +bX +c.
Par unicité des coefficient d'un polynéme, onab =0 et c+a = bdonc b = 0 et ¢ = —a. Finalement P = a(X?—1).

Réciproquement, supposons qu'il existe a € R tel que P = a(X2—1) (prendre a = 0, permet d’inclure le polynéme
nul, traité a part jusqu’a présent.). On a alors

P(XH =a(X*-1) e (X2+DPX)=a(X*+1)(X*-1)=a(X*-1).

Ainsi I'ensemble des solutions est I'ensemble des polynémes de la forme a(X? — 1), a € R.

Exercice 5. Déterminer I'ensemble de polyndmes P de R[X] tels que X (X + 1)P" + (X +2)P'— P =0.
On pourra s'intéresser au coefficient dominant.

Correction : Déja le polyndme nul convient. Soit P polynédme non nul tel que X (X +1)P"+ (X +2)P'— P =0.
Notons d son degré et a son coefficient dominant.

e X (X +1)P” est de degré d et de coefficient dominant d(d — 1)a.
o (X +2)P' est de degré d et de coefficient dominant da.
e — P’ est de degré d et de coefficient dominant —a.
On en déduit que d(d — 1)a + da — a = 0. Autrement dit a(d?> — 1) = 0. Comme a # 0 et d € N, on obtient que
d=1. Il existe b € R tel que P = aX + b et donc
0+a(X+2)—aX -b=XX+1)P"+(X+2)P —P=0.

On a donc 2a = b et donc P = a(X + 2).
Réciproquement, supposons qu'il existe a € R tel que P = a(X +2) (prendre a = 0, permet d'inclure le polynéme
nul, traité a part jusqu’a présent.). On a alors

XX+1)P'+(X+2)PP=P=0+a(X+2)—a(X +2)=0.

Ainsi I'ensemble des solutions est I'ensemble des polynémes de la forme a(X + 2), a € R.



Exercice 6. Effectuer la division euclidienne de
1) X4—5X3+3X2- X +2par B=X?+X -3.
2) X°+1 par X? - 2X.

Correction :

1)
2)

On trouve Q = X2 —6X + 12 et R = —31X + 38.
On trouve Q = X2 +2X2+4X +8et R=16X + 1.

Exercice 7. Soient n € N et § € R. Calculer le reste de la division euclidienne de

1) X7 -3X%-5X3+1par X — 2, 3) X® —4X +2 par X(X +1)(X —2),

2) (X +2)"+ (X +3)"—1par X>+5X +6, 4) (X —2)"+ X — 3 par (X —1)2

Correction :

1) Le reste de la division euclidienne de P = X7 — 3X5 —5X3 4 1 est P(2) =27 -3 x 25 -5 x 23 + 1 =
23(16 —12—5)+1=-8+1=—T.

2) D’apres le théoréme de la division euclidienne dans R[X], il existe des uniques polynémes () et R tels que
(X +2)2" + (X +3)"—1=(X?2+5X +6)Q + R et deg(R) < deg(X? +5X +6). Ainsi deg(R) < 1 et il
existe alors (a,b) € R? tel que R = aX +b. D'ob :

(X4+2)"+ (X +3)"—1=(X245X +6)Q +aX +b.
Ona X2 45X 46 = (X +2)(X +3). Evaluons en les racines —2 et —3 :
0+ (-243)"-1=0—2a+0b
(=342 4+0-1=0—-3a+b
donc 2a = b et 3a = b. On en déduit que a = b = 0. Finalement le reste est le polynéme nul.

3) D’apres le théoréme de la division euclidienne dans R[X], il existe des uniques polyndmes @ et R tels que
X" —4X +2=X(X+1)(X —2)Q + R et deg(R) < deg(X (X + 1)(X — 2)). Ainsi deg(R) < 2 et il existe
alors (a,b,c) € R3 tel que R =aX?+bX +c. D'ol :

X" —4X +2=X(X+1)(X —2)Q +aX? +bX +ec.
Evaluons en les racines du diviseur :
e En0:2=0+4+cdoncc=2
e En—-1:(-1)"+4+2=04+a—-b+cdonca=b+(-1)"+4
e En2:2"-8+2=0+4a+2b+cdonc2a+b=2"""1—4
o 1 1 nl _2(—1)" —12 |
Ainsi 2b+2(—1)"+8+b=2"" —4 donc 3b =2""" — 2(—1)" — 12 donc b = 3 puis
2n—l—2(—1)" — 12 2n=l (=) — 12+ 3(-1)"+12 2"l 4 (-1
a = ( ) +(_1)n+4: ( ) + ( ) + _ +( )
3 3 3
Finalement le reste est le polynéme
2= 4 (—1)" 2=t —2(—1)" — 12
P AED e, ) X +2.
3 3
4) D'aprés le théoréeme de la division euclidienne dans R[X], il existe des uniques polynémes ) et R tels que

(X =2)"4 X -3 =(X-12Q+Retdeg(R) < deg((X —1)2). Ainsi deg(R) < 1 et il existe alors (a,b) € R?
tel que R=aX +b. D'ou :

(X -2+ X -3=(X-1)’Q+aX +b.

Evaluons en la racine 1 de (X —1)2:(1-2)>" +1-3=a+bdonca+b=—3.



Il nous faut une autre équation. Puisque 1 est racine double du diviseur, I'astuce est de dérivée et de réévaluer
en 1.

Dérivons :
(X —2)"" 141 =2(X-1)Q + (X -1)°Q +a

et évaluonsen 1 :
2n(1 -2 4+1=0+0+a.

Ainsi a = —2n + 1 et donc b = —3 — a = —2n — 2. Par conséquent R = (—2n + 1) X —2(n + 1).

Exercice 8. Soit P un polynéme de R[X] qui n'est pas le monéme X.

1) Montrer que, pour tout k € N*, P(X)* — X* est divisible par P(X) — X.
On pourra s'aider de I'exercice 3 du TD n° 3.

2) Montrer que P(P(X)) — X est divisible par P(X) — X.

Correction : 1l
1) Soit k € N*. Pour tous (a,b) € R? et n € N*, " — b" = (a — b) Za”_l_kbk. Ainsi
k=0
n—1
P(X)F - XF = (P(X)- X)) _ Px)" ' Fx*
k=0
Qux)
et donc P(X)* — X% est divisible par P(X) — X.
P
2) Soit P = Zaka. On a
k=0
P(P(X)) = P(X) = P(P(X)) = P(X) + P(X) = X
P P
=> aP(X)" =Y apXF+ P(X) - X
k=0 k=0

K(P(X)F - X%) + P(X) - X

I
Eqﬁ

£
Il
o

I
M*B

ar(P(X) = X)Qr(X) + P(X) — X) = (P(X) - X) <1+Zaka(X)>
k=0

i
o

On en déduit que P(P(X)) — X est divisible par P(X) — X.

Exercice 9.
1) Déterminer le quotient et le reste R de la division euclidienne de X® — 1 par (X + 1)%(X + 2).
2) Montrer qu'il existe (a,b,c) € R? tel que

R(x) a b ¢
R\{~1; -2 - '
Vo € R\{-1; -2}, (z +1)2(z + 2) x+1+(x+1)2+x+2

On pourra attendre le chapitre suivant et se ramener a un systéme de trois équations d’inconnues a, b et ¢
que I'on mettra sous forme échelonnée via la méthode du pivot de Gauss.

z® —1
(x+1)%(x+2)

3) En déduire une primitive de x — (sur des intervalles a préciser).

Correction :



1) Ona (X +1)%(X +2) = X3 +4X2 +5X + 2 puis

X5 — 1 | X3 4+4X?2+5X +2
(X° + 4X* + 5X3 +2X?)|X2 — 4X + 11
— 4X* — 5X3 — 2X2 — 1
+ (4X* 4+ 16X3 + 20X2 + 8X)
11X3 + 18X%2 4+ 8X — 1
— (11X3 4 44X? + 55X + 22)
— 26X2 — 47X — 23

Ainsi X5 —1=Q(X +1)>(X +2)+ Ravec Q = X? —4X + 1l et R= —26X% — 47X — 23.
2) Soient (a,b,c) € R? et z € R\{—1,—2}. On a
LI b 4 € :a(as+1)(x—|—2)—|—b(a:+2)+c(x+1)2
r+1 (z+1)2 z+2 (x 4+ 1)%(z+2)
a(x? + 3z +2) +b(z +2) + c(z? + 22 + 1)
(x+1)%(x+2)
2*a+c)+z(Ba+b+2c)+2a+2b+c
- (z+1)%(z +2) '

De plus
a + ¢ = —-26 a + = —-26
3a + b + 2¢ = —47 = b - = 31 Lo+ Ly —3L4
20 + 2b + ¢ = -23 26 — ¢ = 29 L3<—L3—2L1
a + = —26
— b — = 31
= =33 L3%L3—2L2
c = —-33
<= b = =2
a = 7

Nous en déduisons que

R(x) T 2 33
vo € R\{-1, -2}, (+122z+2) z4+1 (z+1)2 z+2

3) Pour tout x € R\{—1,—2}, on a
25— 1 R(z 9 7 2 33
- =22 4z 111 - - :
i ety YO e ey T R T T a2
20 —1
(x+1)%(x+2)

Ainsi une primitive de x —

3 2
® sur |—oo, —2[ est x — T 9?11z TIn(—x — 1)+ —— —33In(—z — 2).
3 r+1
3

2
e sur |—2,—1[ est z —> L 92?4 11x + TIn(—x — 1) + —— — 331In(z + 2).
3 r+1

3
e sur |—1,+o0[ est z —> % 222 + 11z + Tln(z +1) +

2
— 331 2).
z+1 n@+2)

Exercice 10. Soit n € N*. Montrer qu'il existe un unique polynéme P de degré n tel que, pour tout k € [0;n],
P(k) = k™.

Correction : Il est immédiat que le polyndme X™ vérifie les conditions de I'énoncé.

Par ailleurs, si P est un polynéme de degré n tel que, pour tout k € [0;n], P(k) = k™, alors P et X™ sont deux
polynémes de degré n qui coincident en n + 1 racines. On en déduit que P = X". D'ou |'unicité.



[Exercice 11. Soit T' > 0. Que dire d'un polyndme a coefficient réels qui est T-périodique ? ]

Correction : Pour tout x € R, P(x + T) = P(x). Par récurrence, on a, pour tout k € Z, P(x + kT') = P(x).
Posons Q = P — P(0). Nous avons, pour tout k € Z, Q(kT) = P(kT) — P(0) = 0. Ainsi le polyndme @ a une
infinité de racines et donc il s’agit du polyndme nul. Par conséquent P = P(0) est bien constant.

[Exercice 12. Déterminer tous les polyndmes P € R[X] tels que (X —2)P(X + 1) = (X +1)P(X). ]

Correction : Soit P € R[X] tels que (X —2)P(X +1) = (X + 1)P(X).
e Evaluons en 2 : 0 = 3P(2) donc P admet 2 pour racine.
e Evaluons en —1 : —3P(0) = 0 donc P admet 0 pour racine.

e Evaluons en 0 : —2P(1) = 0 donc P admet 1 pour racine.
Il existe Q € R[X] tel que P = X (X —1)(X —2)Q. On a donc

(X —2)(X+ DX(X —1)QX +1) = (X —2)P(X +1) = (X + 1)P(X) = X(X — 1)(X — 2)Q(X)

donc Q(X +1) = Q(X), par intégrité. Ainsi ) est 1-périodique et I'exercice précédent entraine que () est constant.
Notons A cette constante. On en déduit que P = AX (X — 1)(X — 2).

Réciproquement, on vérifie que si P = AX (X —1)(X —2) avec A € R, alors (X —2)P(X +1) = (X +1)P(X).

Exercice 13. Soit k € N\{0;1}. Déterminer tous les polynémes non nuls de R[X] vérifiant Po P = P*.
On pourra utiliser, en le justifiant, que si P € R[X] est de degré supérieur ou égal a 1, alors P(R) est infini.

Correction :

e On remarque que le polynéme nul est solution.

k

e Soit P un polynéme constant non nul égal a @ € R. P est solution si et seulement si a = a” si et seulement si

a1 =1 si et seulement si a = 1 ou (a = —1 et k est impair).
e Soit P un polyndme de degré supérieur ou égal a 1 solution. On a Po P — P* = 0, c’est-a-dire Q o P = 0 avec
Q = P — X*. Autrement dit @ s'annule en tout point de P(R).

Mais P est continue donc P(R) est un intervalle d"'aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires. Puisque P est
non constant, P(R) est donc un intervalle non vide et non réduit a un point. Il s'agit donc d’un ensemble infini.
Le polynéme @ admet donc une infinité de racines (tous les réels de P(R)) si bien qu'il s’agit du polynéme nul.
Nous en déduisons que P = X*.

Réciproquement, X% o X* = (X*)* donc X* est bien solution.

Nous en déduisons I'ensemble des solutions est {—1,0,1, X*} si k est impair et {0,1, X*} si k est pair.

Exercice 14. Soit P € R[X] de degré n € N\{0; 1} ayant exactement n racines réelles distinctes. Combien P’
posséde-il de racines réelles?

Correction : Notons a1 < ag < --- < a, les n racines de P rangées dans |'ordre strictement croissant. Pour tout
ke l,n—1], P(ax) = P(ags+1), P est dérivable sur [a,ar,1] donc le théoreme de Rolle entraine qu'il existe
by € ]ak, ak+1[ tel que P,(bk) =0.

Ainsi P’ possede n — 1 racines (forcément deux a deux distinctes) by, ..., b,—1. Mais P’ est de degré n — 1 donc
il posseéde au plus m — 1 racines. Ainsi P’ possede exactement n — 1 racines réelles.

-1

1 1
Exercice 15. Que dire d'un polynéme P € R[X] tel que / P%(t)dt = / t2 P2(t) dt? ]
—il

1

Correction :Si P € R[X] vérifie cette condition alors, par linéarité / (1 —t*)P?(t) dt = 0. Mais la fonction
-1

t — (1 —t2)P(t) est continue et positive sur [—1, 1] donc elle est nulle. Nous en déduisons que P admet tous



les réels de |—1, 1] pour racine. Il admet donc une infinité de racines donc c'est le polyndme nul. Réciproquement,
le polyndme nul est bien solution.

Exercice 16. Soit n € N*. Déterminer |'ordre de multiplicité de la racine 1 du polynéme

P,=(n—1)X> —22n - 1)X" +2n°X — 2n% 4+ 3n — 1

Correction : Si n = 1, alors P, est le polyndme nul. Supposons que n > 2. Déja
P,(1)=(n—1)=2(2n—1)+2n*> — (2n*> = 3n + 1) = 0.

On dérive successivement :

o P/ =2n(n—1)X*""1 —2n(2n —1)X"" ! + 2n? donc P,(1) = 2n(n — 1) — 2n(2n — 1) + 2n? = 0.

e P/ =2n(n—-1)2n—-1)X*""2-2n(2n—1)(n—1)X"2 =2n(n—1)(2n—1)(X?*~2— X""2) donc P/(1) = 0.

o PP — 2n(n —1)(2n —1)((2n — 2)X?"73 — (n — 2)X"?) donc P,§3)(1) =2n?(n—1)2n—1) #0carn > 2.

Ainsi 1 est racine de P,, d'ordre de multiplicité 3.

Exercice 17. Soient n € N* et a € R. Soit P un polynéme de degré n a coefficients réels dont toutes les
dérivées successives en a sont strictement positives. Montrer que P ne s'annule pas sur [a; +00].

Correction : La formule de Taylor pour les polynémes entraine que

" pk) (g
Vx € la;+oo], P(a:):ZPk!( )
k=0

k> 0.

(z - a)

puisque P*)(a) > 0 pour tout k € [0;n]. Enfin P(O)(a) = P(a) # 0. Ainsi P ne s'annule pas sur [a; 4+0o].

N

n
Exercice 18 (Relations coefficients/racines). Donnons-nous P = Z ar X" € R[X] un polynéme de degré n
admettant n racines A1, ..., A, (distinctes ou non). Montrer que k=0

n
_ _(_1\» %0
Z)\k = et H/\k ( 1) an
k=1 k=1
Correction :
n
e OnaP=a, H(X — \g). Ainsi
k=1

ag=P H ) = an( 1)”HAk,

d’ou I'expression pour le produit des racines.

o Sin=10onamX +ay=P=ai(X —A)donc \j = Z‘l)
Sin=2onaaX?’+aX+a =P =a(X—2)(X — ) = asX?+ az(\1 + X2) X + az 1 Aa. Ainsi
A+ Ao = —%.

Ensuite procédons par récurrence. Supposons que cette propriété est vraie au rang n pour un certain n > 2. On

a alors
n

[Jex =M= (Z)\k)an + R,

k=1



avec R, € R,,_2[X]. Nous en déduisons que

n+1 n+1
Y apXt =P =an [J(X-M)
k=0 k=1
= Qpy1 (Xn - <Z Ak) Xty Rn> (X — Ang1)
k=1
n+1
= a1 X" — ant1 (Z Ak) X" + ant1Ans1 (Z /\k> Mt ap1 (X = A1) R
k=1 k=1

ERn_1[X]
Ainsi, par unicité des coefficients d'un polynéme,
n+1

Gp = —Qpit1 g Ak
k=1

D'ou le résultat par récurrence.

Exercice 19. Soit n € N*. Montrer que le polynéme 1 + X + X" € R[X] n'a que des racines simples
(s'il en a).

Correction : Notons P =1+ X + X". Sin =1, alors P = 2X + 1 admet une unique racine simplement :
—1/2. Supposons que n > 2. Si P admet une racine multlple (notons-la a), anrs Pla)=a"4+a+1=0et

1
na" ' +1 = P'(a) = 0. Ainsi na" ! = —1 donc —a™ = — % donca+1="2 donca <1 - > = —1 donc
n n n
n

a= )
1—n

n—1
z n —_ 1 1 "
Par conséquent n (1 ) = —1 donc n® = —(1 —n)"~ 1. C'est absurde (car n et 1 —n n'ont pas la méme

-n
parité donc leurs puissances non plus).

s ~

Exercice 20 (D’aprés I'oral de ESCP). Soit n € N\{0,1}. On recherche P = Zaka € R[X] un polyndme
de degré n tel que P’ divise P. k=0

1
1) Supposons qu'un tel P existe. Montrer alors qu'il existe o € R tel que, P = —(X — a)P’.
n

2) Etablir une relation de récurrence entre les coefficients de P puis en déduire P. Conclure.

3) Recommencer |'exercice en déterminant cette fois la multiplicité de a.

On utilisera encore la question 1 mais on ne déterminera pas de relation de récurrence.

- J

Correction :

1) Puisque P’ divise P, il existe Q € R[X] tel que P = QP’. On a donc deg(P) = deg(Q) + deg(P’) donc
n = deg(Q) + n — 1 et donc deg(Q) = 1. Il existe (a,b) € R* x R tel que Q@ = aX + b. De plus on a

a, = a X na, donc a = —. Il s’ensuit que Q@ = —(X —nb) = — (X — «) avec a = nb.
n n n

2) On a
Z ap Xk =P = —(X —a)P' = ! (X =) kap X*!

n

k=1
donc, en développant et en faisant un changement d'indice :
n n k n ak n k n—1 o
ap X" = —an— —ap X = fan— —(k + Dag1 X*.



.. , ~ . (&7
Par unicité des coefficients d'un polynéme, on obtient ayg = —ay et
n

k
Vk € [[1,71—1]], ak:ﬁak—%(lﬁ—i—l)akﬂ.

Ainsi (k4 1)
alk +
Vk S [[(),n — 1]], ap = —ﬁak_i_l.
2n(n — 1 Snin—1)(n—2
3) Dot ap—1 = —anay, ap—2 = ocn(g)am Qp_3 = _e n{n 5 )(n )an, etc. Par récurrence, on obtient
—a)nn—-1)(n—-2)---(n—k+1
L A e (Z> (—a)¥a.

Ainsi, d'aprés la formule du binéme de Newton,
P=a, Z (n i k) (—Oz)n_ka = an(X — Oz)k.

Récapitulons : si P est divisible par P, alors il existe o € R tel que P = a, (X — a)™. Réciproquement si il
1

existe a € R tel que P = a,(X — a)", alors P’ = a,n(X —a)" ! et donc P = —(X —a)P’ : P’ divise P.
n

4) Notons k la multiplicité de . Il existe Q tel que P = (X —a)*Q et Q(a) #0. Ona P' = k(X —a)*1Q +
1 1

(X —a)*Q’. Ainsi (X —a)*Q =P =P'B = —k(X —a)*Q + — (X — a)*T1Q’. Par intégrité, on obtient :
n n

Q= EQ + (X — a)Q'. Evaluons en a : Q(a) = EQ(oz). Comme Q(«) # 0, on en déduit que 1 = k et donc
n n n

k=n.

On en déduit que P = (X — a)"@Q. Mais comme P est de degré n, () est alors un coefficient constant, qui
vaut a,. Ainsi : P = a,(X — a)™.

(Exercice 21 (Polynéme de Lagrange). Soit n € N*. Soient aq, ..., a, des réels deux a deux distincts.

1) Pour tout i € [1;n], déterminer un polyndme L; de degré n — 1 vérifiant L;(a;) = 1 et, pour tout j € [1;n]
tel que j # 4, Li(aj) = 0.

2) Soient by, ...,b, des réels. Montrer qu'il existe un unique polynéme L € R,,_1[X] tel que, pour tout
Jje [[1;TL]], L((Zj) = bj.

3) Application : trouver I'unique polynéme P de R3[X] dont la courbe représentative (dans un repére orthonormé)
joint les points (—1,10), (0,8), (1,0) et (2, —8).

- J

Correction :
1) Soit i € [1;n]. On cherche L; de degré n — 1 admettant ay,...,a;—1,ait1,...,a, pour racines. Il s'écrit
donc sous la forme
L,L:)\ H (X—aj),
1<i<n
J#i

avec \ son coefficient dominant. On a aussi avoir

1= Ll(az) = H (ai - CL]')
1<gisn
j#i
1

ai—aj'

donc \ =

1<j<n
J#
Réciproquement, on vérifie que

G —
<ggn L

J#
convient.

10



2) Posons

Pour tout j € [1;n],
n
L(aj) =Y biLi(a;) =0+ +0+b; x 1+ 0+ x + 0 =1b;.
=1

Ainsi L convient.
Supposons P € R,,_1[X] vérifient aussi
Vi el;n], P(aj) = b;.
[l coincide avec L en n valeurs distinctes donc P = L. D'ou I'unicité.
3) Icionaa; =—-1,a2=0,a3=1,a4 =2, by =10, bo =8, b3 =0 et by = —8. On a donc

XX -1)(x-2) 1
R T T T

X +DX D)X -2 1
L= o-no=2 ¥ HDE-DX-2)
L3 = X DX(X —2) :—}(X+1)X(X—2),

A+n1-0(1-2) 2

X 4+DX(X-1) 1
L= 5 E 0@ =D = (X +1X(X - 1).

Le polyndme recherché est donc

L =101 + 8Ly +0 x Ly — 8Ly — —gx<x (X —2) +AX +1)(X = 1)(X —2) — %(X XX - 1)
X(X —1)

= = (X — 10 4+4X +4) + 4(X + (X~ 1)(X - 2)

= -X(X -1)(BX —2) +4(X + 1)(X — 1)(X —2)
= (X —1)(—3X? +2X +4X? —4X —8)

= (X —1)(X%?-2X —8)

= (X — 1)(X +2)(X —4).

Exercice 22 (Oral ESCP 2010).

1) Soit P un polynéme de R[X] qui peut s'écrire comme produit de polyndmes de degré 1. Montrer que
VreR, (P'(z))’> P(z)P"(z).

On pourra considérer la fonction In(|P|)... mais attention a son domaine de définition.

2) Réciproquement, supposons que P € R[X] est tel que (P’(ac))2 > P(x)P"(x) pour tout x € R. Peut-on
écrire P comme produit de polynémes de degré 17

- J

Correction :

1) Supposons P non constant (sinon le résultat est évident). Par hypothése

n

P=AJ](X = ax),

k=1

11



ol ay,...,q, désignent les racines de P (pas forcément deux a deux distinctes) et \ le coefficient dominant.
Soit k € [1,n —1]. Si z € Jag, ap+1],
n
In(|P(z)]) = In(]A) + ) In(z — ).
j=1

Ainsi In(|P|) est deux fois dérivable sur Jayg, ag+1[ et, pour tout = € |ay, ag41],

(n(1P)) (@) = > ———
j=1 !
puis .
(m(P))" @) =3 7 __;)2 <0
j=1 I
AN 2P () — /(o 2
Mais on a aussi (In(|P]))"(z) = <J;> () = P@)P (Pg(x)uj( ) . Ainsi

et donc (P'(z))” > P(x)P" ().

C'est immédiat si « est |'une des racines, puisque alors I'inégalité devient (P’(x)) > 0.

2) La réciproque est fausse. Par exemple P = X3 4+ X est tel que
(P2 —PP" = (3X%+1)? —6X (X3 4+ X)=3X"+1

est positif mais pourtant il n'admet pas de racines.

[Exercice 23 (Polynéme mystére).
1) Le polynéme P est degré 4 et vérifie P(1) = P(2) = P'(2) =0, P(0) =4 et P(3) = 1. Qui est-il ?

2) Le polynéme @ est de degré 2024, admet —3 pour racine d'ordre de multiplicité 795, 3 pour racine d'ordre
de multiplicité 1228, 1 pour racine simple et son coefficient constant est 32923, Qui est-il ?

"

3) Le polyndme R est de degré 4 vérifie R'(1) = R" (1) = R®) (1) =0, RW(1) = 12 et R(—1) = 0. Qui est-il ?

Correction :

1) Puisque P(1) = P(2) = P'(2) =0, le polyndme (X — 1)(X — 2)? divise P. Comme P est de degré 4, il existe
AMeERetacRtelsque P=\X —1)(X —2)%(X —a).
e On a P(0) =4 donc 4 = \(—1)(—2)%(—a) donc 1 = Xa. On a

1 1 3
e OnaP(3)=1doncl=Ax2x1%2x(3—a) donc§:3A—)\adonc§:3A—1donc§:3)\etdonc

1
A= — puisa = 2.
2pmsa

1
Finalement P = §(X —1)(X —2)3.

2) On sait que (X +3)™2(X —3)1227(X —1) divise Q. Comme 795+ 1228 +1 = 2024 et que @ est de degré 2023,
il existe A € R tel que Q = A\(X +3)"™3(X —3)1227(X —1). Son coefficient constant est égal 3 Q(0), c'est-a-dire
A3795(—3)1228( 1) = 32023 On en déduit que A = 1. Finalement Q = (X + 3)™5(X — 3)1287(X —1).

3) Le polyndme R’ est de degré 3 et admet 1 pour racine triple. Par conséquent il existe A € R tel que
R = MX —1)%. On a donc R" = 3\(X —1)2, R® = 6)\(X — 1) puis R® = 6X. On en déduit que

12



(X - 1)

A = 2. Finalement R’ = 2(X — 1)3. Il existe donc C € R tel que R = 5

(=2)*
2

+ C. On évalue en —1 :

0= +C=8+CdoncC =-8:

(X —1)4 e (X -1)*-16 _ ((X—1)2—4)((X—1)2+4).

2 2 2

R:

Le polyndme (X —1)? +4 = X2 — 2X + 5 n'admet pas de racines (puisque strictement positif). On a enfin

(X -1 —4=(X-1-4)(X —1+4) = (X —5)(X +3).

1
Finalement R = 5(X —5)(X +3)(X? —2X +5).

Exercice 24.

1) Factoriser (au maximum) —3X% — 2X3 + 49X? — 76X + 20 en commencant par montrer que 2 est racine
puis en déterminant son ordre de multiplicité.

2) Factoriser (au maximum) X4 4 X3 — 18X2 — 52X — 40 en commencant par montrer que —2 est racine puis
en déterminant son ordre de multiplicité.

3) Factoriser (au maximum) X° —4X* +8X3 —10X2 47X — 2 en cherchant d'abord une racine évidente puis
en déterminant son ordre de multiplicité.

4) Factoriser (au maximum) 2X6 + 3X5 — 8X% — 22X3 — 18X? — 5X en cherchant d'abord deux racines
évidentes puis en déterminant leurs ordres de multiplicité.

J

Correction :

1) Notons P = —3X% —2X3 +49X? — 76X +20. On a

P(2) = =3 x 2" —2x 23 449 x 22 — 76 x 2 + 20
= 3x2 -2 4+ (49 - 38 +5) x 22
= 20416 x 22 = 0.

Ainsi 2 est racine de P. Ensuite on a P/ = —12X3 — 6X2 + 98X — 76 et

P(2)=—-12x2—6x22+98x2—176
= -3x2°—3x24+49 x2% 19 x 22
=22(=3 x 2% — 3 x 2+ 30)
=22(—24 — 6 +30) = 0.

Ensuite on a P” = —36X? — 12X +98 et P”(2) = —70 donc 2 est racine double de P. En effectuant la division
euclidienne de P par (X —2)2, on obtient P = (X —2)%(—=3X? — 14X +5) = —3(X — 2)%(X — 1/3)(X +5).
2) Notons P = X* + X3 — 18X2? — 52X —40. On a

P(=2) = (=2)2 + (=2)3 = 18(—2)? = 52(—2) =40 =21 — 23 —9x 22 + 13 x 23 — 5 x 23
=23(2-1-9+13-5) =0.

Ainsi —2 est racine de P. Ensuite on a P/ = 4X3 +3X2 — 36X — 52 et

P'/(—2) =4(-2)3 +3(-2)% —=36(—2) — 52 = —2° + 3 x 22 + 9 x 23 — 13 x 2?
=2%(-8 43418 —13) = 0.

Ensuite on a P = 12X2 4+ 6X — 36 et

P"(—2)=12x4—-6x4—36=0.

13



Ensuite on a P®) = 24X + 6 et P®)(—3) # 0. Ainsi —2 est de multiplicité 3.

On en déduit que P est divisible par (X +2)3. Puisque P est de degré 4 et unitaire, il a la forme (X +2)3(X —a)
avec a tel que 23 x (—a) = —40 (ce qu’'on obtient en regardant les coefficients constants). Autrement dit

a = 5. Finalement :
P= (X +2)3X -5).

3) Onal—4+8—10+7—2=0donc 1 est racine de P = X® —4X* +8X3 —10X? 4 7X — 2. Cherchons
son ordre de multiplicité. On a P/ = 5X% — 16X3 +24X? — 20X + 7 et

P(1)=5-16+24—20+7=0
puis P = 20X3 — 48X? + 48X — 20 et
P'(1)=20-48+48-20=0
puis PG) = 60X2 — 96X + 48 et P()(1) # 0. Ainsi 1 est racine d’ordre 3. La division euclidienne de P par

(X —1)3=X3-3X2+3X —1donne P = (X —1)3(X? — X +2) et on s'arréte | puisque X?> — X +2 a
un discriminant strictement négatif.

4) Notons P = 2X6 + 3X° — 8X* — 22X3 — 18X2% — 5X. Bien slir X est racine : P = XQ avec Q =
2X°%4+3X*-8X3-22X? — 18X — 5. On a

Q(-1)=-2+3+8-22+18-5=0.
Ainsi —1 est racine de Q. On a Q' = 10X% +12X3 — 24X?2 — 44X — 18 et
Q(-1)=10-12—-244+44—-18 = 0.
Ensuite Q" = 40X3 +36X?% — 48X — 44 et
Q"(—1) = —40 + 36 + 48 — 44 = 0.
Ensuite Q3 = 120X2 4 72X — 48 et
Q¥ (-1) =120 — 72 — 48 = 0.

Ensuite Q) = 240X + 72 et QY (—1) # 0. Ainsi —1 est de multiplicité 4. Puisque Q est de degré 5, il existe
. )
a € R tel que Q = 2(X + 1)*(X — a). En regardant le coefficient constant, on a —5 = 2(—a) donc a = 7

Finalement
P=2X(X - 1)*X —5/2).

Exercice 25. Factoriser (au maximum) les polynémes suivants :
P=—-2X*4+X2+3, Q=X*"+5X%+6, R=3X*—17X24+10 e S=4X*-3X2+1.

On se ramera a un trinbme du second degré ou on fera apparaitre le début d’une identité remarquable.

Correction :
o P=A(X?)avec A= —-2X?+ X +3=-2(X +1)(X — 3/2). Ainsi

P=—-2(X?4+1)(X%2-3/2) = -2(X2+1) (X — g) (X + 2) .

e Q=DB(X?) avec B=X2+5X +6= (X +2)(X + 3). Ainsi

Q= (X*+2)(X?+3).
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e R=C(X?) avec C =3X?— 17X + 10. Le discriminant de C est A = (—17)2 —4 x 10 x 3 = 289 — 120 =

+1
’ » 33, i.e. 5et2/3. Ainsi C = 3(X —5)(X —2/3) et donc

R:S(X2—5)(X2—2/3):3<X—\/5> (X+\/5) (X— ;) <X+ 3)

e S =D(X?) avec D =4X? —3X + 1 mais D n'admet pas de racine. On essaye de faire apparaitre une identité
remarquable :

169 = 132 donc il admet deux racines :

S=4X%-3X?+1=(2X%24+1)? —4X% -3Xx?
2X2+1) —7X*?
2X% 4+ 1)? — (V7X)?

(
= (
= (
= (2X2 - VTX + 1)(2X2 +V7X +1).

Exercice 26. Factoriser (au maximum) X6 + 11X* + 59X2 + 49.
On commencera par se ramener a un polynéme de degré 3 puis on lui cherchera une racine évidente.

Correction : Notons P = X6 4+ 11X% 4+ 59X2 4+ 49. On a P = Q(X?) avec Q = X3 + 11X? + 39X +49. On
remarque que Q(—1) = =1+ 11 — 59 + 49 = 0 donc on peut factoriser @ par X + 1. Une division euclidienne de
Q par X + 1 donne Q = (X + 1)(X2 + 10X + 49). Le trindbme X2 — 10X + 49 a un discriminant strictement
négatif donc pas de racine. On a

P=(X?+1)(X*+10X2 4 49).

Faisons apparaitre une identité remarquable :
X'+ 10X%2 449 = (X2 +7)2 - 14X? + 10X?
= (X2 +7)? —4x?
= (X2 —2X + ) (X* +2X + 7).

Ainsi
P=(X2+1)(X?2-2X +7)(X2+2X + 7).

Exercice 27. Factoriser (au maximum) les polynémes suivant :
1) X% -1, X%+ 1 puis X* 1.

2) X* 41 puis X8 — 1.

3) X8 +1 puis X0 -1

Correction :
1) e X2 -1=(X-1)(X+1)
e X241 est déja factorisé
e X1 1=(X24+1)(X?2-1)=(X2+1)(X - 1)(X +1).
Xt 4+1=X*+2X%2+1-2X%2=(X?2+1)2 - (v/2X)? donc

N
~
[ ]

X441 =(X2+V2X +1)(X% - V2X +1).
e X8 —1=(X*"+1)(X*-1) donc
X 1= (X - D)X +D(X?+D(X24+V2X +1)(X? —V2X +1).

3) @ X8+ 1=(X2)*+1=(X*+v2X%2+1)(X* - +/2X? +1). On factoriser chacun des deux polyndmes en
faisant apparaitre une identité remarquable :
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— X1+ V2X?2+1=(X?+1)2 —2X2+V2X?2 = (X2 +1)? — (V2 — v2X)? donc

X4+ V2X? 4 1= (X242 - V2X + 1) (X% — /2 - V2X +1).
XP—V2X2 1= (X2 + 2+ V2X + 1)(X2 /2 +V2X +1).
Ainsi

X84 1= (X2 4+ /2 V2X +1)(X? —\/2 - V2X + 1)(X2 + /2 4+ V2X + 1)(X%2 - /2 +V2X +1).

o X16_1=(X8+1)(X®-1) donc

— De méme :

XU 1= (X )X+ D)X+ 1D)(X2+V2X +1)(X2 - V2X + 1)(X2+ /2 - V2X +1)

(X2 =2 = V2X + 1)(X2+1/2+ V2X + 1)(X? —\/2+V2X +1)

Exercice 28. Factoriser (au maximum) les polyndmes suivant :
1) X3 -1, X3+ 1 puis X — 1.
2) X641 puis X2 -1

Correction :
1) ¢ X3 —1=(X— )(X2+X+1)_
e X34+1=(X+1)(X2-X+1).
e X6 1 =(X3 D)X+ =X -DX+D)X2-X+1)(X2+X+1).
2) @ X04+1=(X2)2+1=(X2+1)(X*—- X2 +1). On fait apparaitre un trindme du second degré :
X' X2 41=(X2+1)2-3X2= (X2 - VB3X + 1)(X?2+V3X +1).
Ainsi

XO41=(X2+1)(X2 - V3X + 1)(X2+V3X +1).
e X2 1= (X5-1)(X%+1) donc

X2 1=(X-DX+DX?2 =X+ DX+ X+ D)(X2+1)(X2 - VBX +1)(X2 +V3X +1).

Exercice 29. En utilisant les deux exercices précédents, ainsi que I'exercice 3 de la feuille d’exercice 3, factoriser
(au maximum) les polyndmes X2 + X2 + X +1et X° + X* + X3+ X2 + X + 1.

Correction :
e OnaX*—1=(X-1)(X3+X2+X +1) et aussi

X 1= (X2 4+ 1)(X - 1)(X +1).
En simplifiant par X — 1, on obtient :
X+ X2+ X +1=(X2+1)(X +1).
eOnaXf—1=(X-1)X°+X*+ X34+ X2+ X +1) et aussi
X 1=(X-DX+ D)X= X +1)(X?+ X +1).
En simplifiant par X — 1, on obtient :

X4+ X4 X+ X2+ X +1 =X +1)(X2 - X+ D(X2+ X +1).
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(Exercice 30. Développer les deux polynémes suivants
<X2 LS \[X + 1) (X2 M 4 _2\/5)( + 1) et (X2 ! +2‘/5X + 1) <X2 . _QﬁX + 1> .

En déduire une factorisation de X° — 1 et X° + 1.
| On utilisera I'exercice 3 de la feuille d’exercice 3. )

Correction : On obtient

1 1-5
(X2 +fX+1> <X2+2\[X+1> =X+ X34+ X2+ X +1

et
<X2—1+2\/5X+1) <X2— 1_2\/5X+1> =X'-X*+X*-X+1.
Ainsi
X'—1=(X-DX*+ X34+ X2+ X +1)=(X—-1) (X2+1+2\/5X+1> <X2+12\/5X+1>
et

2 2

XH1l=X+DX*' - X3+ X2 -X+1)=(X-1) <X2—1+\/5X+1) <X2—1_\/5X+1>.

1
Exercice 31. Soit P € R[X] de degré n € N* vérifiant, pour tout k € [1;n+ 1], P(k) = —.
k
Calculer P(n + 2).
On pourra introduire Q = X P — 1.

Correction : On réécrit la derniére condition en terme de « un polynéme admet des racines ».

Posons Q = XP — 1.

e Le polyndme @ est de degré n + 1.

e Pour tout k € [1,n+ 1], Q(k) =kP(k) —1=0.
Nous en déduisons qu'il existe A € R tel que

n+1

Q=[x k).

k=1

Evaluons en un autre point : Q(0) = 0 x P(0) — 1 = —1 donc

n+1
—1=2X ﬁ(o —k) = A=1D)"" (n+ 1)

oy (=
Ainsi A T 1)
OnaP(n+1) Qnt+2)+1
n-+ 2
n n+1 n n+1
Q(n+2) IH n+2—k +1‘H]—
1+ (-1)
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