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Fiche n° 1. Fractions

Réponses

4 —10 3
lla).ooooiiiiiii. 1.3C) i, —_— 1.7 n"tn
5 3 n+1
11b) o L3d) o 1 000 1.8 2) 40
Ba).ooooiaaiii -
6
1.1C) i 14 . 16
3k—2 35 1.8 b) 1 1
1.1d) ..o 2x3r== _——  1.8b)............. +—
1.52) o 2 022 k-1
1
1.2a). i, - 1 5
) P pT I ¥
2 T —2
7
1.2b) T 1.5 C) e I
1.5d) ..o 2 3_ 5
1.2C) i [9] ) 1.108) oot =>3
-1
1 1.6a)...............
1.2d) . — 1)2 12 10
) E nin+1) 110D). .o ==
2 11 12
1.3a)...cooiiiiiiii. 247 a
) 1 6 b) ................. 7a — b 125 105
203 1.10 C) ............ —_ =
i 25 21
1.3b)eei
24 1.6 3
C) e ST LA L Non
112 o
Corrigés
32 8x4 4
L1a)  5=8x5 5
1.1b Sy L= (2xay? P X L= =D
)8><4—2(><)><—2—><><4—2—><_
27—1 % 42 (33)71 % (22)2 34
Lle) S = gaxm w0
(=2 3P (22) x (=2)F X3 x 3T (=2) x 4P x 3% 3k 3k—2
1.1d) On a: VRV = 3% %3 = YLRVEE =-2x3 .
sme dénomi (2_1_2x3 1x4 6 4 _6-4 2 1
1.2 a) On met au méme dénominateur : 1 3°1x3 3x4-"12 12- 12 “ 128
1.2 b) On transforme 0, 2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2702727372><107 2x3 20 6 _20-6_14 _ 7Tx2 T
3 7773 10 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :
%X§X5—%x§x§—36><15><5—12X3X5X3X5—3X3—9—9
25 12 2571271 25x12x1 S5x5x12x1 1 1 7
1.2 d) Pour diviser une fraction par une autre, on la multiplie par la fraction inverse de la deuxiéme fraction :

2 6 2 5 2 5 2x5 2x5 1
R ) R B R -1
15 5 15 6 15 6 15x6 3x5x2x3 9
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1 1 2X3XxbXT7T 2x3x5xT7 2x3x5x7 2x3x5x7

= + + +

2 3 5 7
=3XOXTH+2X5XT7T+2Xx3xT7T+2x3x5=105+ 70+ 42+ 30 = 247.

Wl =
ot
-3

(136 28 62) 21 (136 28 31) 7

ot xS = -+ ) x
15 5 10 24 15 5 5 8
(B 8y I, 2y I M T » T
~\15 5/78 \15 15/78 15 "8 378 24°
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

519 x 78 — 25° x 492 510 x 78 — 510 x 74 59 x 71 -7 5x(=6) —10

(125 x7)P +59 x 148 BOx 7 +59xT2x 2 5 x7m3(1+2) 9 3

1978 x197941980 x21 41958 1978 x197941 979 x 21 42141 958

19801979 —-1978 x 1 979 1979 x (1 980 — 1 978)
C1979x(19784+21)4+1979 1979 x (1978 4+21+1) 1979 x 2 000
- 1979 x 2 B 1979 x 2 o 1979x2
=1 000.
1.4 On calcule :
G5-%+8 05-3+43-02_F-$+d i-i+i-i
5_5 1 5 T _ 7.7 5_ 5 1 5 T _ 7.7 _ 7
s-wtx  s5-1t3z—35 Fgo-wtm s 1t3Ta
_Beowmtw)  s-sti-g 3116
(ks TG i+i-D 5 7 ®
1.5 a) On connait l'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
Donc : 2 022 _ 2022 _ 2 022 — 92022

(—2022)2 + (—2 021)(2 023)  (2022)2 + (1 —2022) x (1+2022) (2 022)2 + 1 — 2 0222

2 0217 B 2 0217
20202 +20222 -2 (2021 —1)24(2021+1)2 -2
2 0212
T 20212 —2x202lx14+1+20212+2x202L x L +1—2
2 0212 2 021 1

T 20212 _2x2021x1 420212 12x2021x1 2021 —2+420214+2 2

1.5 c) En posant a =1234,ona:1235=a+1et 2469 = 2a+ 1.

Done . 1235 x2469-1234 _ (a+1)(2a+1)—a 2a* +2a+1
" 1234x2469+1235  a(2a+1)+a+1  2a2+2a+1

1.5 d) En posant a =1 000, ona:99=a—-1,1001=a+1,1002=a+ 2 et 4 002 = 2a + 2.

. 4 002 B da + 2 _ 2(2a 4 1) _2@a+1) _,
"1000x1002—-999x1001 a(a+2)—(a—1(a+1) a2+2a—(a2—-1) 2a+1 7

Donc
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1.6 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :

1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nm+1)—(n+1)>
n+1)2 n+1 n nn+1)?2 nn+1)2 nn+1) n(n +1)2
Cn+nP+n—mP+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T n(n+1)2°

1.6 b) On rappelle la formule : a®> — b* = (a — b) (ab +a® + bz). Cela donne :

a® —b® (a+b)2_(a—b)(ab+a2+b2) (a+b)2_ab+a2+b27a2+2ab+b2_7 ab

(a—b2 a—b (a —b)2 a—b a—1b a—1b a—>b

1.6 c) Pour n € N*\ {1}, on a:

6(n+1)
n(n—1)(2n—2) 6(n+1) " n’(n—1?%  6(n+1) L =1 3
2n+2 ~ n(n-1)(2n-2) 2n+2  2n—1)" 2(n+1) 2
n2(n —1)2
...................................................... nz
" N G B . ;
1.7 DeZk:M,ona:k:O _ 2 :n(n +1) 2 :n(n —|—1):n +n.
2 n n(n+1) 2 n(n+1) n+1 n+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x64+5 5
1.8 Ont — = =4+ -.
a) n trouve — 5 +6
k k—1+1 1
1.8 b) Ontrouvek_l— - —1+m.
-1 3(&-2)+5 5
1.8 ¢) On trouve —5 = —5 —3+f2
1.9 Pour t e R\ {—1},on a:
U S S ¢ & S 1+¢ it (1447 2t
Tl+2 (1402 +e)(1+0)2 A+2)1+1)2 0 1+e)A+0)2 0 (1+2)(1+¢)2
Donc, AB = 2t X (L+2)(141)* =2t
’ (14+82)(1+1)? ’
27 5 25
1.1 S22
02) 5579 5
125 105
1.1 — =5=——
09 55 =5~
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impairs, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

5 6
01 P = 10T
D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10" + 10" +10° + 1.
D’autre part : (10° +1)* = 10" +2 x 10° + 1.

Comme (10° 4 1) x (107 4+ 1) > (10° + 1)x (10° + 1), on obtient : A > B.

1.12 On ré-écrit A =

. Nous allons étudier les produits en croix.
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Fiche n° 2. Puissances

Réponses

21a).... 10® 2.2b)........... 576 2.3b)......... 2.52) ..., il
2.1b) .o 2.20) .. 2.3¢)

2.1C) ... 102 2.2d)........ (=772 2.3d)....... 2.5Db) e T —2
2.1 d) ........ 1072 2.9 e) 2-4 a) .............. 21’

2.2f) ... 2.49) =0 .
— Ac) .
2.1f)....aln. 1078 2.3 a) ...... 25d)......... po—

Corrigés

3,32 3. 92 3. 92 3. 92
2.3 a) 2°-3 _ 2°-3 _ 2°-3 :2 3 93T . 3273 _
34.928 .61 34.98.9-1.3-1 34-1.98-1 33.97

2.3 d) On simplifie en appliquant les régles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que
8

(32 . (_2)4) _ 316 . 232 _ 238 . 326

((=3)3 - 23) -2 3-10.2-6 '

Q7 .66 9317 96 3—6  951—6 36
2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 : 95 9B — 32() giz — 36,91 — 21512 —

552121721257  (5-11)%-(11%)72.(5%)?  5%.1172
275-605-2-25% ~ 52.11-(112-5)=2.(52)4  58.11-3

, . _ 127215 (2%)7%.37%.3*.5*  27'.3%.5"
2.4 c) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 184 = ((52))2 o1 (32)- =9 i 385"

36°-70°-10%  20.3%.2°.5°.7°.2%2.5% 21%.30.57.7°

(—a)™ = a™ lorsque n est pair :

=11.

2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

a , ; . _ o6
2.4d) Meéme méthode que précédemment : 145 982 156 — 95.73 . 94.73.36 . 56— 97 .36 5675 — 27 . 5.
. . . R - . . x 2 2
2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires : — — =
z—1 z+1 22-1
rz+1)—2(z—-1) 2 _m2+w—2x—|—2_ 2 _ P oz
(z—=1D(z+1) 22—1 " (z+1)(z—-1) (z+D(z—-1) (z+)(x—-1) =z+1
. , 2 1 8 2(x—2) — (x+2) 8 20 —4—x—2+38 1
2.5b M thode : — = = =
) e e 2 @ -4 (2+2@-2) @+2@-2) z+2)(z-2) z-2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x> 22z T 20 z(w+1+z-1) 2x 2P —22 2z

x27x+x3+x2_x3fx m71+x+1_3c271_ (z—1D(z+1) (z4+D(x—-1) (z+D(x—-1) =z+1
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Fiche n° 3. Calcul littéral

B4 C) i (x+1)(z+2)
34d).......... 3<x+’7$/37> (m+7+6\/3>7>
34e)........ 2<x+341/ﬁ) <x+ ?Hr:{@)
34f) . —5(x —1) <x . é)
35a) i ‘(x—l—y—z)(x—i—y—i—z)‘
35 D) i [3(142 + 3y) (42 + )|
8.5 C) (z+D(y+1)
35 d) i (x—1D(y—1)
B3.50) e (@ +y)(@+1)?]
3.5f) . (a® + %) (y — 422) (y + 42?)
36a). ... (z—1)(z+1)(2*+1)
3.6Db) .. —8(2? +1)(z — 4)(z +4)
36C). i (m2—|—x+1)(x2—x+1)
36d) ... (a® + %) (* + d°)
36¢e)...... (a2—|—b2—|—02 —|—d2) (p2—|—q2 + 72 +52)

Réponses

3 1
3.1a) i 8x° 6x2+§x—§
31b)i ‘x5—2x4+x3—x2+2x—1‘
B1C) i ‘3:5 x3+r2—1‘
31d)...o ‘x5+2m4+x3—x2—2$—1‘
B1€) i ‘x fx3fx2+1‘
Bl f) ot 2?1
3.28). |—2+ 120 — 172% + 8% — 3|
B.2b)
B2C) i ‘2+x37x47x5‘
32d). |—1— 32— 3" +4°
8:200) i
3.26) . 1420 +30% + 22° + 2
B.38) —6(6z +7)
3.3 D) e 452 + 4)(~5x + 1) |
3.3C) i 2(3z — 4)(10z + 3) |
3.3d). |—8(z+1)(z + 16)
B4 a). (x—1)2
B4 D) (z +2)?

Corrigés

3.1a)  On utilise directement Iidentité remarquable (a + b)® = a® + 3ab + 3ab® + b°.
3.1b)

“efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (ax")(bz?) = abx

On peut écrire : (z — 1)3 (x2 +x+ 1) = (xS —32° + 3z — 1) (mQ +x+ 1) = 2”2z +2° —2°+22—1. Pour étre

n+p).

Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné
par (—3) x 1+3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, I’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (a effectuer et a retenir), on peut

(éventuellement) se passer de ’écrire.

(.13+1)2(.13—1)(.Z‘2—l‘+1) :[(a:—!—l)(x—1)][(x+1)(:52—x+1)] = (mz—l)(a:3+1) =2 -2+ -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires 7
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3.1e) On calcule : (z — 1) (z + 1)(:L‘2 +z+ 1) = (m2 — 1) (123 - 1) =2 -2 — 241

2 2
34e) La forme canonique est 2 |:<$ + %) — 33:| .

3.6 ¢c) On calcule z* +2° + 1 =2" + 22> +1—2° = (ZE2 + 1) —z? = (a:2 +x+ 1) (m2 -+ 1). La factorisation est

alors terminée sur R puisque les deux équations, z° +z + 1 =0 et 2> — z + 1 = 0, n’ont pas de solutions réelles.

(ac+ bd)* + (ad — be)® = a®® + b*d® + d*d® + b° = (a2 + b2) (c2 + d2).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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Fiche n° 4. Racines carrées

Réponses
da)oooooooon 1 - —
4.1 a) 4.3 a) 2—[—\/5—1—5\/6 45¢C). i 1+vVz—-1
1B T
4.5d)........ -
4.3b) ... 3—-2V2 ) 2x—1
4.1¢) . —V3+42
43¢). .. [1- V10 + Vi3] is z(r —2)
41d)..o VT -2 Be) (z— vz 1
410) 4.3d).... |[VI5+ V0 — V6 - 2]
Ty 4.5f) ... —4(x —1)2
A1) 3—al] 43 ~(V2+V3) %
4.6a). ... V2
4.22) i 431 C3+V2+V3+ V6
' 2 46Db) .. 2v2
4.2b) ... 9445
4.38). i V2| 4ra). ~11+5V5
4.20). .. 1+3
43h) ... 50—-25v3| 47 b). 14+v2
4.2d). .. 3+V2
V242V ame) 1++2
4.2€). . 12v7|  Ad 1 ) 1+ /2]
4.26) 45 a) z AT )
Ba)
10 VE—1]  g4me) 1+v5
4.28). ... 9— 3\/5 ) -
45b) ... x—a2 -1 47t In(1+v2)
4.2h)
4.8 o
Corrigés
4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3 —asia <3 eta—3sia>3.
4.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :
Va+2v3=vV1+2V3+3=1/(1+V3)2 =1+ V3.
4.3 a) On calcule :
2-v3 2-3 " 2-v2  (2—3)(2-V2)
24+4vV2  24V2 2-v2 (2+V2)(2-V2)
C2-V3)(2-Vv2) 4-2V2-2V3+6
o 22 —2 N 2
=2 V3 VB4 VR
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R I (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

4.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4v3-6v2-4+2V6 _2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-6
1+v2+V3 4

Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :

1 1+v2-43 _1+v2-Vv3_ v2+2-V6

1+vV2+V3  (1+v2+V3)(1+v2— V3) 2v2 4

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

(\/3+\/Sf\/3f\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/520,d0nc \/3+\f7\/37\/5:\/§.

4.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3 / 125 3 / 125

Plutot que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A Dlaide de Pidentité remarquable. On a

A® =a® —3a°8+3a8° — 8% =o® — B° — 3a8(a — B)

125 125
A3 =6—-3A4°3 i _ 229
6—3 <3+ 9+ 27)( 34+4/9+ 27)

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
'équation t> + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est 'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.

ce qui donne

8 Fiche n°4. Racines carrées



Fiche n° 5. Expressions algébriques

Réponses

5.1b) a?—1|  5.3d) i
510) .............. 4a2_a_3 5.4&) ........................
5L ) T g] BAD

Bed C)riii 1
5.20) covereeere. )

5.4d) i
5.2b) . i )

5.4€) i
5.2C) i, 18 — 261

54T
5.2d). i —9 — 46

5.5a) i a® +2

5.1 b) De a® = a® — 1, on déduit a® = a®(a® — 1) = a® — a® et donc a® —a

=a®. De plus ad=ad*—1.

5.1 c) On commence par a® = (a*)? = (®* —1)> = a* — 2a° + 1 = —a® — a puis a'® = (=a® — a)® = a* 4 2a° + o*.
4 e s 3 2 4 . 2 . 1 2 1
5.1 d) L’égalité a” — a” + 1 peut s’écrire a(a — a”) = 1 ce qui montre que a # 0 et — = a — a”. Alors —=1-a.
a a

= —64 + 48iv/5 + 60 — 5iV/5.

5.3c)  On développe : (—4 +iV5)? = —4% +3-4°(iV5) — 3-4'(iV5)® + (iV5)*

5.3 d) On développe : (—3 +z§)‘57—7—|—3 z‘?3+3 %—z%
5.4 a) De a° = 1, on déduit a’” = a? et a® = a donc tous les termes se simplifient sauf deux : 4 — 1 = 3.

Fiche n° 5. Expressions algébriques



1234 2341

104123 _ 4 4 10 512 . 1 .
5.4 b) On commence par a =(a") " xa" =a cara = (a’)° = 1. De méme a = a, etc. et on obtient
3 10

donc finalement a* x a' x a% x a® = a'® = 1.

1234
1234 x (1234 + 1
5.4 ¢) Ceci vaut a® ot § = Z k= % est un entier multiple de 5.
k=0
. . PO a®—1
5.4 d) Cette somme partielle de suite géométrique vaut T
@ —
99 _ . 00 _, 1_g
5.4 e) Cette somme géométrique vaut Xa = = =-1
-1 a—1 a—1
5.4 f) En réordonnant les facteurs et en développant, on obtient :

2—a")Y2-a")2-a>)2-d*) = (5-2(a+a")(5—-2(a®+a®)) =25 —-10(a+ a* + a® + a*) + 4(a + a*)(a® + a?).

Ora+a’+d®+a"=—-1let (a+a")a®+a’)=d®+a®+a" +a" =a+a®+d®+a" = -1 aussi.

5.6 ¢) Le développement (z +y + 2)® = 2® +4° + 2° + 3[w2(y +2)+ 9y (z+ )+ 2@+ y)] + 6zyz conduit par
soustraction & a® — 3(ab — 3c) — 6¢ d’apres Vexpression précédente.
5.6 d) Premiére solution : on développe et on obtient une combinaison des expressions précédentes.

Deuziéme solution : on reconnait (a — z)(a — z)(a —y) = a® — (x + y + 2)a* + (zy + yz + zz)a — zy=.

5.7 b) Premiére solution : on développe (z 4y + z)4 puis on conclut par soustraction a l’aide des calculs précédents.

Deugiéme solution : on remarque qu’il s’agit de calculer (z°)? + (y°)° + (22)% = (2° +y* + 2%)® — 2(a®y® + 2% + 2%2?),
donc qu'’il suffit de développer (a® — 2b)? — 2(b* — 2ac).

10 Fiche n° 5. Expressions algébriques



5.7 d) On réduit au méme dénominateur (z — y)(y — 2)(z — x) puis on factorise le numérateur par (z — y) :

P—y)+yi@—2)+2 y—2) =2z —y)+ (1 — 22z —yz(y — 2)
=(z—y)[a® - (y+2)z +yz],

et on reconnait pour le dernier facteur : z° — (y + 2)z +yz = (z —y)z — (z — y)z = (z — y)(z — 2).

P-y+yi@ -2+ Y —2) =2z —y) + @’ -2 -y - 2°)

=(z—y[2* - (' +yz+ ) +yz(y + 2)]
[

=(z—y)[@® -y )z —yz(z —y) — 2*(z — p)]
=(z-y@-y|[@+yz—yz— 2]
=(z-y(@—y)|[@" -2+ (@@ -2y
=(z—y)(@—y)(z-2)(=+2)+yl

Fiche n° 5. Expressions algébriques
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Fiche n° 6. Equations du second degré

Réponses

...............
...............

.......... | —1 donc —19/5]

......................

’1d0nc (a—b)/(b—c)‘

’ 1 donc ¢(a —b)/(a(b — ¢)) ‘

6.4C) i [m done —(m +a+b)|
6.4d). ... | m done m(a—b)/(b— )|
6.4€) oo
6.4 ) [+ b puis 2ab/(a +b). |
6.5 8) i [o? =222+ 117 = 0
6.5 D) |? — 62 — 187 = 0
6.5C) o [ —dz+1=0]
6.5 A) e 2% — 2ma +3 = 0]
6.5¢)..... |22% — (4m + )z + (2m® +m — 15) = 0

6.5f).... ’m/2x2+(m—2m2)a:+(m2—m—2):0‘

6.6a)........oiiiii. ’m:—3/4 etm:3/4‘

6.6Db)... ’mz—letxz—Q,oumz?etm:2/3‘

6.6¢)...... m=letz=-loum=—letz=1]
6.7 ). oo
6.7 D) la=—2etb=1]
6.7C) e la=-3etb=5]
6.7 ) oo la=1/2etb=38]
6.7 €)oo la=1etb=3V7]
6.88) it ] — 00,1] U [V2, +0o0]
B8 D) i [-3,5]
B.8C) uninia []— 00, —1]U[2/3, o0
6.8d). . [ — 00, —1/2[U [4, +00]

6.1 c) Le nombre 2 est racine évidente, ’autre est donc —6 en regardant le produit des racines qui vaut —12.
6.1¢) La racine 0 est la racine évidente par excellence ; la somme des racines valant ici 5 I'autre racine est 5.
6.1 g) La fonction @ — 222 + 3 est strictement postivie car elle est minorée par 3, donc elle ne s’annule pas.
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6.2 a) Ici on cherche des racines un peu moins évidentes : on remplace le probléme par le probléme équivalent de la

détermination de deux nombres x1,x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xT7et 13 =6+ 7.

6.4 ¢) En réduisant au méme dénominateur de part et d’autre Péquation devient m(z* + ab) = x(m? + ab) qui est

une équation du second degré. Sur la forme initiale de I’équation on lit que m est racine évidente, ’autre est donc ab/m.
Peut-étre aurait-on pu voir cette racine « évidente » directement ?

6.4 f) Le nombre 0 est bien tentant, mais n’est pas racine de I’équation. En revanche a + b convient. L’équation se
réécrit (a+b)(z —a)(z —b) = ab(2z — (a+b)), d’ott une équation du second degré dont le coefficient devant z* vaut a + b
N . . . 2ab
et le terme constant 2ab(a + b), donc la deuxieéme solution de cette équation est P
a

6.6 a) Une équation du second degré admet une racine double si, et seulement si, son discriminant est nul.
Ici, le discriminant vaut A = (2m + 3)> — 4m? = 3(4m — 3). Ainsi, I'équation admet une racine double si, et seulement
si, m vaut —3/4 ce qui donne z = 3/4.

6.6 b) Ici, le déterminant vaut A = 4(m” — 6m — 7), donc une racine évidente est —1 donc l’autre vaut 7. Pour

m = —1 on trouve z = —2 et pour m = 7 on trouve z = 2/3.
6.6 c) Ici le discriminant vaut A = 4((3m +1)* — (m 4 3)?) = 32(m” — 1) donc I’équation admet une racine double

si et seulement si m vaut 1, auquel cas 'équation s’écrit z° + 2z + 1 = 0 et la racine double est —1, ou m vaut -1, auquel
cas ’équation s’écrit z? — 22+ 1 = 0 dont la racine double est 1.

6.8 a) Un trinéme est du signe du coefficient dominant a l'extérieur de I'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur | — oo, 1{U]v/2, +00[ et strictement
négatif sur |1, V2.

6.8 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U |5, +00[ et strictement

positif sur ] — 3, 5].

6.8 c) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, 400 et strictement
négatif sur | — 1,2/3][.

Fiche n° 6. Equations du second degré 13



Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme

Réponses
0 ) R 7.5 b) T T8a) i
TAD) 2] as )
1
% N <) I —3In2 TDC) i — T8 C) i 1
) . 1] s
1) Ly T T
Ad) o —In
2 Th5d). g T.98) i
A e :
T5€) i —= T9b).
7). 2In2+2In3 2 1+
728 T3 am2] g B T o1
7.2b) .. 2In3 — 21In2 N 1
6a).....coiiiiiii -2 79d).... -
T2C) .. In3+ 111n2 ) 2] 1tz
1 z
72d) 3In5+21n2 THBD) o T96€) i, (1+=x)
_ In12
T2¢e) ... 2In5+4In2 TBC) v —17 7.108).......... T > n 3+5
T2H) o 25— 22| 76d) .
7.10b) .o z €0,1]
73 —2In2-2I5|  7.6e) ..o
2
25 TO6f). el 7A0C). >z
TAa). = (V2 1) )) 7.10 ¢) T2 2
T7a) i impaire
:
7A4b) . 174122 7.7b) . 7.10d) ... T
TAC) 0] 77e) T10€) oo
Tdd) o) gray. 100 U5
TBa). e T e D)
Corrigés
7.1 a) On a 16 = 4> = 2" donc In16 = 41n 2.
7.1 c) On a 0,125 = 1 donc In0,125 = —In8 = —31In 2.
71e) Ona72=8x9=2"x3"doncn72—2In3=(3In2+2m3)—2In3=3In2.
7
7.2 c) On a 0,875 = 3 donc
In21+42In14 — 31n(0,875) = (In3+1In7) + 2(In2+1In7) — 3(In7 — In8)
=In3+2In3+3x3In2=3In3+11In2.
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7.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) + (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 52,
d’ott le résultat A = —2(In2 + In5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In P = kg_l(lnk —In(k+1))

100

99 99 99
=) k=Y (k+1)=) k- Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =In1 —In100 = —2(In2 + In5).

V2+1

7 7 ) 17
o= 161n(3+2\/§) 4In(V2+1) = 161]r1((1+\/§) )+4ln7\/§+1 = 81n(1+\@)+41n
1 1 25 1 25

+41n = —In = In(v2-1).
1+v2 V241 08 V241 8 ( )

d’ou finalement o = —g In

1
—Inln2 _ (=1)In(In2) — (In?2 -1 _
7.6b) Onae e (In2) s
7.6 e) On a ln( exp(—lneQ)) = 7ln(exp(—lne )) = Z(—Ine*)) = % x (=2)=-1

7.7 a) f1 est définie sur | — 2021, +2021[ qui est symétrique par rapport a 0 et

2021 — 1 2021 + z
Vz € ] — 2021, 42021 ) =1 — 202tz
v €]—2021,42021[,  f(=2) =Ingem—— =1n 2071ta " 5021 — 2

7.7 b) OnaVz eR, z<|z|]<+/x2+1donc f2 est définie sur R et pour tout réel z on a

fo(—z) =In(—z +/(—2)? + 1)
=In(—z+ 22+ 1)
(—z+ Va2 + 1)(z + Va2 +1)

=In
T+ vVr2+1
2 2
- + @ +1) =1 ! —fa(z).

n =
T+ vVaZ+1 r+vVaZ+1

7.10 f)  Attention a l’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — oo, —7[), qui est I’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | —oco, —5[N (] — 00, —T7[U]61, +oo[) , 'est-a~dire dans 'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel z appartenant a | — co, —7][ est solution de I’équation si et seulement si  vérifie z? 4+ 13z — 26 = 0.

—13— /273 R —134+/273
o 2

Or, ce trindbme admet deux racines réelles : 11 = —————— et 2

3 . Seul z1 convient car 1 € | — oo, —7[
et xo ¢ | — 00, —T7].
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Fiche n° 8. Trigonométrie

Réponses
8L ) et “om _
) L T (==
8L D)t [0] 3 3
8L C) et —1-V3|  87b)..... {%-ﬁ-%w,kez}u{%-i-%wkez}
1
8.1d) e =
) 2] BT C) e {?,1?}
8.2 )ttt [0]
8.2D) .o 8T C) oo {_56”,_2}

B2 ). 8.70).... {5 +umhezfu{ =T +um ez
V6 — /2 3m Tm
8.3a) .o 8.7 d) e —
) 4 ) {4’ 4}
V6 +v2 3
8.3 D) i 8.7 d) . T on
4 ) 474
Vo2 ;
83C) ................................... 1 87d) ........................ {Z—f—kﬂ',kez
8.3 d) i V-1 8.7 ) ™ 37 5rTnm
\/§+1 ........................... 47 4, 4 4
B 8) oot —
1 8.76) ........................ { 4, Z’Z’Z
8.4 D) oo —
s s
8ed ) e [0] 8T {1+k§’kez
8dd) ..o ’4cos3x—?>cosx‘ 8.7 1 {w St T 117r}
L R R I B R N g,?,F’?
2++2
8.5 A) it 5 o o 5o
8-7 f) ....................... {_6,_6’676
2-v2
8.5 D) e 5 - —
876) i {g+kn,k€Z}U{€+kw,k€Z
8.68) i
m 117 137 237
BB D). 2 T e —_— =, =
) 8.7¢) {12’ 12’12’12}
86C). i 8 cos* x — 8 cos :c+1‘
I 7 « 1llnw
BT 8) e —— e, ——
T 5T 12 12712 1
BT a) i {3,3}
8.7¢8)...... {%Mw,kez}u{%mmkez
BT a) it { }
om 3
- BT o) {z.2.51
8.7Ta)...... {§+2lm,kez}u{——+2knkez} 66 2
T m 5T
4w b L=
BT D) e {” } BB { 2’6’6}
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T 27 T om
8T ). Tkl ken 8.8C) . e [— 7f]u o
) {6 + 3 } c) e {6 7T_
m 13w s o Tw 117
T 1) e T oon 88d). i, [o,f]u SUNRKN NN R
0 {7 7 } ) 6 [ 66 ] [ 6 "
T
BT ) {-2.2} I T A e
1) 77 8.8(1) ........... |: ™, 6 U 676 U 6,7'('
. T m
871i)...... {?+2kw,kez}u{f?+2kw,kez} T 5r 37
8.8 ). e [f, f[ o o
¢) 12 [ 1772
. 5t 9w
8.7J) .................................. {14714} 8.8 ) 3Ir T U|:7r 7T|:
Be)o - == -, =
47 2 4’2
ot 9w
8.7 j) .................................. { } 3 7 5 3 3 7
14’ 14 ﬁﬁ[ ]Ei [i l{ ]li
8.8f)..... {4,2u2,4_u 4,2u2,4
. 5 9 -
873 . ... {ﬂ+2kw,kez}u{ﬂ+2kw,kez} 8.8 f) {—ﬁ,—ﬁ[u}—ﬁ,—quF,f[uF,?’i
4 2 2 4 42 2 4 ]
3 57 _ ] =
Ba) oo — — 3 7
8.8a) {0’4}U{4’2ﬂ BB E) i 0,—7T U 1,27'(
- 4 4 |
3r 3 -
BB ) it [— — T 37
’ B8 ) —_, —
47 4 | g) { 12
8.8 b) r o | 3r] [7r llx]| [157
Ll S O R I Y 77 8-8 h .......... 0 il U - - U - 2
373 ) [,8] {8,8]{8,w
m T ]
8.8 b) ......................... —777—*:| U |:777T 57'[' T 37'( 777
3 3 88h)......... —m——|U |2, —|U|=
) 7T7 8 87 8 8 77T
0 57 |
8.8C) erne [O,—} ul2Z 9
c) 5 { 52T
Corrigés
8.3 b) On peut utiliser = g - % puis les formules d’addition.
8.4 b) On a
sin2z  cos2z _ sin2zcosz —cos2xsinr _ sin(2z —z) 1
sinx cost sin x cos x " sinzcosx  cosz
On peut aussi faire cette simplification a ’aide des formules de duplication :
Sin2$7COS2ZIj_QSin:IZCOSl'72COSQ.%'71_ 1
sinx cosr sinx cos T ~ cosz
8.44d) On calcule
cos(3x) = cos(2z + x) = cos(2z) cos x — sin(2x) sinz = (2cos” & — 1) cosz — 2 cos xsin” z
=2cos’ z — cos — 2cos (1 — cos® ) = 4 cos® & — 3cos .
241
8.5 a) On a cos — = 2cos” — — 1 donc cos® = = 22+ = \/54—’— . De plus, cos = > 0 donc cos — = 2;_\/5
8.5 b) Onasin® - =1- SQEZZ_ﬂetsinE>OdoncsinE: 2_\/5.
8 4 8 2
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1 — cos(2x) 2sin” x

8.6 On a cos(2x) = 1 — 2sin’ z d =
a) n a cos(2x) e ) 2sinx cos

8.6 b) On a sin3z  cos3x _ sin3zcosz —cos3wsine _ sin(3z — ) _ sin(2z) _ 2sinzcosz

sinx coszT sin x cos T sin x cos T sinx sinx cos T

V2

. N 2
8.7 ¢) Cela revient a résoudre « cosx = 5 oucosT=——- ».

8.7 g) Si on résout avec = € [0, 2x], alors ¢t = 2z € [0, 4x].

V3 7 117 137 23«7 7 117 137 23«
Or, dans [0, 47], st = ~= t {————} t d {———f}
r, dans [0,47], on a cos 5 POUNTE |\ oy =™~y TgT €L AONC POUr T E (1o om0 g

. T . (m  w\ . 5T _. , .. om
8.7j) On a cos 7= sm(2 7) = sin 7R Finalement, on résout sin z = sin 7R
8.8 d) Cela revient a résoudre —= < sinz < %
8.8 f) On résout « tanz > 1 ou tanz < —1 »
8.8 g) Sixze [0,27r},alorst:x—% € —7r727r — 1. On résout donc cost > 0 pour t € [ Z,Qﬂ'—%] ce qui
T 3m Tm 3m T
Iy U | or].
donnete[4,2}U{2,4}etdoncx6[0,4}u{4,71'}
8.8 h) Si z € [0,2n], alors t = 2z — % S [—27471' - %} On résout donc cost > 0 pour t € [—1,471' g} ce qui
donnete[—ﬁ E}UP—W 5—W}UV—W 15—71 uisxe{o 3—W}U[?—7T H—W}U{w—ﬂ 27’l’i|
12 22 24 )P '8 88 g 7]
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Fiche n° 9. Dérivation

Réponses
9.1 8) ittt 9.5 a) (22 +3)(2sin(x) + 3) — (a2 + 32) X 2c05(2)
Sa)...... Zeim(a) 1 32
9.1 D). 52" — 6% + 4o — 15] —
5 9.5 D) A
9.1C) i ’ (22° — 2z + 10) exp(2x) ‘ 2/z(3x + 2)2
322 -z (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
9.1d)..oiiiiit (6x —1)In(z —2) + o 9.5¢)...... -2 @25 1)
9.2 8) it [5(a — 52)" (20— 5) | | (4z + 3)In(z) — 2z — 3
9.5 d).ueiiiiieiin (o)
9.2b) e 4(22° + 42 — 1)(32% + 2)|
.1
9.2 C) ............. ’8(3082((5) 76COS($) sin(x) 74‘ 9.6 a) ........................ 2z sin (E) — COs (7)
9.2d)....... ’ —3(3cos(z) — sin(x))*(3sin(z) + cos(x)) ‘ 9.6 b) 9
2 BDb) RN
9.3 18) et e -
T 9:6C) it —
1 11—z
9.3 D) i :
xln(z) 9.6 d) x cos(x) — sin(z)
9.3C)c i, ’ (=227 4 32 + 1) exp(2® + z) ‘ zsin(z)
10x -5
9.3d)...iii |6cos(2z) exp(3sin(2w)) | T ) o B2+ a2
6z 222 — 1
9.42a) . it cos 2 1+3 1-v3
) (22 +1)2 <:1:2+1) 9.7b)......... x+1<x+ )(x—l— 3 )
222 + 27 — 8 2z +1 92
9.4b) .o i 7 +2w+5
) @2 1 4)? 111(902—&-4) 9.7C) i EFSICESIE
cos(z) 2
9.4 C) i ) x
2 Sin(x) 9-7 d) ................................... (x + 1)2
cos(y/a) >
9.4d). i NG 9.7€) i 2(1 - In(z))?
Corrigés
9.1 a) On calcule : f'(z) = (22 + 3)(2z — 5) + (z° + 3z + 2) x 2 = 62° 4 2z — 11.
9.1 b) On caleule : f'(z) = (32° 4+ 3)(2® — 5) + (¢ + 3z + 2) x 22 = 5z — 62 + 4z — 15.
9.1 ¢c) On calcule : f'(z) = (2¢ — 2) exp(2z) + (2° — 2z + 6) x 2exp(2z) = (22> — 22 4 10) exp(2z)
9.1d)  Oncaleule : f'(z) = (62 — 1) In(w — 2) + (32" —2) x —— = (62— ) In(z — 2) + 35_‘2“‘
9.2 a) On calcule : f'(z) = 5(z® — 5z)* (22 — 5)

Fiche n®9. Dérivation
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f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin®(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(z) — 4(1 — cos®(x)) + 4 cos” (x)
= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.
9.2d)  On calcule : f'(x) = 3(3cos(z) — sin(x))*(—3sin(z) — cos(x)) = —3(3 cos(z) — sin(z))?(3sin(x) 4 cos(z)).
En développant, on trouve : f'(z) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” (z) — 9sin(x) + 51 cos(z).

9.3 a) On calcule : f'(z) = ac22—T— T C’est une application directe de la formule de dérivation quand f = Inow.
1/x 1

9.3 ¢) On calcule :

fl(x) = (=) exp(z® +x) + (2 — ) exp(z® + ) x 2z + 1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
= (=1+4z+2—22" —x)exp(a® + z) = (—22° + 3z + 1) exp(z® + z).

222 — 1\ 4a® + 4o — 42° + 2z

by 207 — 1\ _ da(z®+1)— (22° —1) x 2z
f(x)—cos(x2+1)>< (z2+1)2 _cos(m2+1 (2 41)2
_ 61' COS(2$2_1)
(z2 +1)2 2+1

2z +1 2(x? 4+ 4) — (22 4+ 1) x 2z . 2z +1 227 4+ 8 — 4z? — 22
) x = —sin ( )

2+4 (x2 +4)2 N z2 44 (x2 + 4)?
20422 -8 (2x—|—1)
T (z2+4)2 z2+47
/ cos(z)
9.4 c) On calcule : f'(z) = cos(z) =
24/sin(x) 24/sin(x)

............................................ 2x+3)(28m(w)+3)_(m2+3x)XQCOS(I)

9.5 a) On calcule : f'(z) = ( (2sin(z) + 3)2

. En développant le numérateur, on trouve

~ —2z% cos(z) + 4z sin(x) — 6z cos(z) + 6sin(z) + 6z + 9

fle) = (2sin(z) + 3)2
9.5 b) Oncalcule'f’(;t)—ﬁ(?’x—’_m_ﬁxg_323:\;52_3\/32?5/%\/5_ 3r4+2—-6z = 2-3zx
’ ’ N (3z +2)2 T (Bz+2)2 2y/x(Bx+2)2 2y/x(3x +2)2

_ —2sin(2z+1) x (z? + 1) —cos(2z + 1) x 2z 9 (:c2 + 1)sin(2z + 1) + zcos(2z + 1)

(z2 +1)? (x2+1)2

9.5 ¢) On calcule : f'(x)
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9.5 d) On calcule : f'(x) = T —

9.6 ¢) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
1

! x u'(x) x

2¢/u — ) u(x)

o 2 . 7 !
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

Fla) = 1 » 1(z—1) —7(:E—2i-1) x 1 1
r+1 (z—1) r+1
rz—1 z—1
1 -2 -1
P T @1 T @rDe-1)
r—1
s 1

, cos(x) X x —sin(x) x 1 T x cos(x) — sin(x
9.6 d) On calcule : f'(z) = (@) e (2) X () a(csin(x) ()
. —(=1) -1 (2+2)?-0B-12)?® 10z —5
9.7a)  Oneladle: f0) = G s Y G2 = GoorP@re? | B0+
p— 2 p—
9.7 b) On calcule : f'(z) = 2z — . i 7= Q:B(a:x—:—ll) 1_2 ;rfgi !

Pour le trindéme 22° 4 2z — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (—=1) = 12. On a deux racines :

C—2-y12  —2-2V3 -1-+/3 143
To2x2 4 T2 o2

T2

2z - =B @ - =B 9 (w+ 1+\/§)(m+ 1—\/3).

z+1 +1 2 2
2z 41 Ix(z-1)—-(z+2)x1 2z +1 3
9.7 On calcule : f'(z) = - = '
c) n calcule : f'(x) 2 irio (x —1)2 m2-‘,—m—2+(1‘—1)2

On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 2o = 1. D’ott la forme factorisée : z° +x — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1)(z — 1 2 2

Alors : /() = 2z +1 n 3 :(x—|— )z )+ 3(x+2) _ 20" +2x45 .

(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z4+2)(z—1)2 (z+2)(xz+1)2 (z+2)(x—1)2
Le trindme 22> + 2z 4+ 5 dont le discriminant est A =4 —4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

22° +2x +5

(z+2)(z—1)%"

9.7 d) On calcule :

Ona: f'(x) =

oy Ix(z+1)—xx1 11 2 14 (z+1)>—2(x+1)
fle)= (x+1)2 +1_2x+1_(x+1)2+1_17+1_ (z+1)?
1+’ +2041-20-2  2?
B (z+1)2 GRS
g Al-l(@)-(l4@)gt i-mEglpbe 2 g
(S| On colove: fi(z) = 0@ 0-m@)z (G- @)7 2l - (@)
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Fiche n° 10. Primitives

Réponses
10.108) o0 In|t 41
10.1b) oo —H%
3
10.1C) e I
4
101 d) e —Cosi 2
3 3 4
10.28) oo S+ =1
10.2b) i L2ty
1
10.2C) i gArctan(?)t)
2 3
10.38) o0t [+
1 oo g
10.3 D). g(+2)
10.3C) v —V1-t
3 2 2
103 ). FICRIOE
10.3€) e ~In(1 + 3t?)
1
10.3 ) 0 e
4
10048) oo —In"t
10.4 D) oo 2vInt
2
10.4C) i Gy
2
10.4d). oo 3
1004 €) e |1 — et +ef|]
10,4 £) o —et
10.58) coeinii ——cos®t
H05B) oo
105 C) cviii e —1In|cost|
105 d). e —In|l —sint|

R
1.
10.5 ) oo —sin(mnt)
T
105 ) oo
L
10.5h) ..o 3 tan® ¢ + In | cos t|
. Lo 4
105 1) oo Ztan t
105 3) « e 2v/tant
1
105 K)o e
10.5 1) 1
B > [T —sm1)?
1
10.5 M) oo §Arctan(2t)
105 0) e Arctan(e’)
t 2t
106 8) .o 5+ bmi )
106 D) ..o —Cosé4t) - Cosft)
10.6C) v —cost + = cos> t
106 d) .. In(1 4 sin?t)
10.6 €)oot
1
106 1) oo 1 In | tan 2¢|
10.7 a) ............................. t+ln‘t| — ;
10.7 b) ............................... In |t| ﬁ
8
107 C) oot bhg e
2t
10.7d) oo R
107 €) v t—2In|t+ 1|
U
107 €)oo t—5+ g i+
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t4

2t sin % ~+ cos

1

L puis cos i

2et

(2+¢)

5 puis In(2 + ¢”)

2cost+ 3
(2 + 3cost)?

puis

1
—§1n|2+3cost|

1
572 puis —v/1 —¢2

(1-#%)

3cos?t—1 .
———————— puis
(1 + cos?t)? P

—1In(1 4 cos*(t))

1
(1-— 2t2)e_t2 puis —§e_t

2

Int —2
................. 2

1
puis Int — 5 In®t

1+1Int
t2Int

puis In |In|

12

coslnt —sinlnt¢

puis — cos(Int))

el(e? —1)

T

puis Arctan(e’)

1
10.78) e, B In(1 + t?) — Arctan(t) 10.8 j)
10.7 h 1 1 !
0. ) .......................... D|t+ |+m 10.8 k)
10.8 a) 2(t — 1) puis e yn
Ba). oo 3 10.8 1)
1/2 1
10.8b)...coinnn.. ——|-+1 is —— +In|t
) t2<t+ )puls I 0.8 m
10.8 c) L+ 2 puis 2et 4
8BC) —— + — puis - —
ovi P 2t 10.8 n)
4 31 11 2
10.8d)............ —— ———5 puis ———= — —
) v 22 P T3E T 10.8 o)
ot gt Lo 1 gy
10.8¢€)............ 2e* —3e” " puis —e”" — —e
2 10.8 p)
1
108 1) oo 3e372 puis —e3 72
3 10.8 q)
t(t3 +2) 1 3
10.8g)..... R CETFSE puis 7 In(|]¢” — 1) 10.8 1)
3t —2t—3 3. 2
10.8 h ——————— puis — In(¢* + 1) — Arctan(t
) (t*+ 1) 1 ) “ 10.8 )
. 2 : 1 3
10.81i)............ cost(3 cos” ¢t — 2) puis —3 co8 t
Corrigés
10.1 a) Admet des primitives sur | — oo, —1[ ou ] — 1, 4o0][.
10.1 b) Admet des primitives sur | — oo, —2[ ou | — 2, +o0|.
10.1 ¢) Admet des primitives sur | — oo, —2[ ou ] — 2, 00|
10.1 d) Admet des primitives sur R.
10.2 a) Admet des primitives sur ]0, +00]
10.2 b) Admet des primitives sur R.
10.2 ¢) Admet des primitives sur R.
t t
10.5 g) / tan® 0 dg = / (1 +tan?0) — 1)d6 = tant — t + cte
t t
10.5 h) / tan® 9 df = / ((tan®@ + 1) tan § — tan ) df = —
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10.6 b) Ona

/ cos(0) sin(360) d9 = / %(Sin(?ﬁ +0) +sin(30 — 0)) o

- ‘1. ) _ cos(4t)  cos(2t)
= / E(sm(49) +sin(20))d0 = ——— — ——=

3 1 + cte.
.................. s
10.6 c) /sin39d0:/(1—c0829)sin9d0:—Cost—i—fcos?’t—}—cte
t . to o
sin(20) 2sin 6 cos @ . 2
. S g9 = [ 2T T 49 — (1
10.6 d) / 1+sin29d6 / T+ 520 df = In(1 + sin” t) + cte
.................. tdetcosze+81n26t608981n0
10.6 e) - = - do = ( — + )d@:ln\sinﬂ—ln|cost|+cte:ln\tant|—|—cte
sin 6 cos 6 sin 6 cos 6 sinf = cosf
10.6 f) Ona
toae _ * cos?(26) + sin?(20) a0
sin(46) 2sin(26) cos(20)

t .
1 2cos(20) = 2sin(20) 1 . 1 1
= - = —In|sin(2t)| — =1 3(2 =-1 2 .
/ 4( Sn(20) + <0s(20) dé 1 n |sin(2t)| 1 n | cos(2t)| + cte 1 n | tan 2t| + cte

4

t .3 t 93 _ t B 2y 2 3
10.7 f) /Ldez/ wd@:/ (9+1)(10+91+9) 1d0:t7%+%71n\t+1|+cte

t t t
0 o (fe+1-1 1 1 B 1
10.7 h) / de_/ de—/ (6+1 (6+1)2>d9—ln|t+1|+t+1+cte
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Fiche n° 11. Calcul d’intégrales

Réponses

e Ao oo iti 1 1
11.10) s V2| 117 =

1) [Negawt]  L80f RS ]Te o S
11.1 ¢) 11.36)......... 2 11.5e)............. @ 11.7¢) it

1
11.2h) o 1LADb) oo, S 0 117 €)oo -3
147
el 1
11 2 C) .......... 2 11.4 C) ........... ]_]_6 b) ............. @ 11 7 f) ............. E
8
11.2d). =4 114d) . 11.6¢)..... 1n(2> =
11.2 o) 0] V3 11.8a)............ E
............. 1140, [2_oF :
5 _ 99
.26 Sl aan. 11.6d)........ 331|  11.8D)......... -
11.5a)............ 78 1 1
11.3 3) ............. ) - 11.6 e) 5 (1 _ > 11.8 C) g
; o)l 11.8¢) ...
11.3b) ..o 11.5b)..... 2(e” - 1) 3
7 2w
11.3¢) ervnnnnnnn g 11.50). |~ ln(l n g) 11.66) ..o | 18 d). o
11
11.3d) ... [0] 11.7 a) 5o
Corrigés

-3 5
11.1 b) / |sin7z|dz = f/ |sin 7z| dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut

5 -3
Iinterpréter comme une aire. Elle est positive car on intégre une fonction positive.

-1 0
11.1 ¢) / sinzdr = — / sin z dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut l'interpréter
0

-1
0

comme une aire. sin est négative sur [—m, 0] donc sur [—1,0], / sinz dz est donc négative.
-1

11.2 a) 1l s’agit de l'aire d’un rectangle de largeur 2 et de longueur 7.

-3 7 7
11.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dx = —/ —5dz = / 5dx. Cette
7 - _

derniere intégrale est l'aire d’un rectangle dont les c6tés mesurent 10 et 5.

11.2 ¢) Il s’agit de laire du triangle dont les sommets sont l'origine O, le point A(7;0) et B(7;21). Ce triangle est

1
rectangle en A et son aire est 5 x AO x AB.

11.2d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter I'intégrale comme une aire algébrique. Sur

I'intervalle [2, 8], la courbe de f(xz) =1 — 2z est située sous ’axe des abscisses, l'aire algébrique sera négative.
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11 s’agit de calculer l'aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8;—15) et D(2; —3). L’aire de
ce trapeéze rectangle est % x AB x (AD + BC) = % X 6 x (34 15).

2 0 2
11.2 e) Avec la relation de Chasles, on a / sinzdr = / sinz dx + / sin z dz.La fonction sinus étant impaire,
0

-2 -2
0

les aires algébriques /

-2

2
sinzdr et / sin x dx sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
0

11.2 f) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 a 0 et de 0 & 1).

11.3 a) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique d’un rectangle.

1
.................. 22
11.4 e) / e’ dr = [eﬁ] =’ —e?
5 -3
_1d _1
11.4 f) / — = [ln\m|] =—In3
4 -3
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®o 2 el 2
11.5 —d :{7 3 —&-1} =—-(10-1) =
o | Vg s gVt =500- 1)
2 ™ 2 1 V3
11.5 f) /Wcos(f—x) dx = [—sm(g—mﬂﬂr —sm(—7> —|—sm( 3 ) 5" 3
11.6 a) 3m772d3c—[ In(z? 74:r+5)r—0
’ , r2—dx 45 L

% s 6
11.6 d) / smz(cosx)5d = [—f(cos:c)f’] ’ _1 (1)
-z -z 6\2
1
11.6 e) / we™ "ldg = [EGZZ71:| _1 (1 - 1)
. 2 0 2
1 1
x 1-1 1 7
11.6 f) / { } -
o (@2+1)4 2 3 (z2+41)3 , 48

1 x 1 x 1
€ € 1 1 1
11.7 ¢ qx= —& 9 :{_ } __ 1
2) /0 2y 2er 110 /O e+ Teril,” er1 2

3 -1 3

11.7 b) z+1 est négatif sur [-2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit : / |lz+1| dz = / fmflder/ r+1dz.
—2 2 —1

Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

N
[NE)
Q
o
%3}
—
[\
8
~
wn
=
=
—
N2
(oW
8
|
o\
[NE)
—
[\
Q
[}
wn
—
8
N2
—
—
@,
]
—
8
~
[N
8
I
[\
o\
[SE)
Q
[}
wn
—
N2
&
=
—
(ol
8
|
o\
[N
z
=3
8
~
(ol
8

I I
11.7 f) / |coszsinz|dz = /
_% —

et positif sur [0, %} , il suit que

1 1 (%
\5 sin(2z)|dz = 5/ |sin(2z)| dz. Le signe de sin(2z) est négatif sur {—g,O}

ol
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Fiche n° 12. Intégration par parties

Réponses
s
12.108) 0ot ~ -1 R—R
5 12.28) 0o { s (ot 2)e"
12,1 D) o 4
) RI - R
n(2))%2n(2) _ 91p(2) — 2In(2) 1 9 12.2 b) ...................... 1+ Inx
12.1¢)........ (n(2) n(2) ha T ——
(In(2))
R—R
12.10d) et 1220) ... ) .
3 x — zarctan(z) — iln(l + %)
12.1€) i 2In2 — 1
— 123 8) e 3 _ e
12,1 6) oo In(2) —2+ 2 2
1
T 123 D) 62;
12,0 @) oo - — =
g) 173
R—+R
2v2 4 12.4 . 1
12.1h) ..o —T\f + 3 ) x 5(— cos(z)sh(z) + sin(z)ch(x))
4 8 4 R* — R
12.10) oo “V2In(2) — =V2 + = . +
) 3V2In(2) -5 5| 124b)..... { o rln?r — 2rlng 4 2
1 2 .
121 9) e T Zme-T R% — R
4 2 321 12.40)...... o1, 5 2 2
z—= 2’| -In“z—-lnzx+ —
3 9 27
Corrigés

™

x B
tcostdt = [tsint]? —/ Sintdtzg—l.
0

[NE

12.1 a) On choisit v/ (t) = cost et v(t) = t. /
0

0

In(2) In(2) . In(2) 1 In(2) @
12.1¢) On choisit v(t) = t et u/(t) = 2. / t2'dt = / te" ™) gt = {t 2{| - —/ M@ qp =
L L In(2) In(2) /,

gl _ _2 1 1) — (In(2))%2"® — 21n(2) — 2" 4 2

In(2)  (In(2))?" " (In(2))?

2 2
12.1e¢) On choisit u'(t) =t et v(t)zlnt./ tlntdt:[ﬂ?lnt} —/ %tdt:anz—f[tQ]Q:m 2—%

1 1 1
.............................................................................. 111t2
12.1f)  On choisit «'(t) = 1 et v(t) = In(1 + ¢°). / In(1 + ) dt = [tln(l—i—tz)}o — 2/ e dt = In(2) —

0
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12.1 g) On choisit u'(t) =t et v(t) = arctant. On a

1

1 2 1 2 1
t 1 t T 1 1 T 1

tarctantdt = | — arctant| — - a=T_21 (1_7)&:*_,.
/O arctan [Qarcan}o 2/0 11 ] 2/0 1412 4 9

12.1i) Onchoisit u'(t) = V1 + tetv(t) = In(1+t / V1+tin(1+¢)dt = [%(1 + t)% In(1+ t)} 2 / V1i4tdt=

)-
A am@e) - 2 [3(1 +t))%} A sme) - Svas g

0

™ ks 2771 x 2 2
1+ tan®¢. On obtient [t tan¢]f — / tantdt — [t] =24 [Incos(t)]y — == = Z — %an -
0 0

12.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit * € R, en choisissant

x

w'(t) =e' etv(t) = —t+1,0ona / (—t+1)e"dt = [(—t+ 1)et]§+/ e'dt = (—x+1)e” +e” —2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0
est une primitive sur R de z — (—x + 1)e”

12.2 b) Cette fonction est définie sur R}, y est continue et admet donc des primitives. Soit z > 0, par intégration

1 Int Int 1 1 1 1
Parpartiesavecu/(t):*tg et v(t) = Int, Ona/ *n dt = _7n / S dt= —7nx—7+1 Ainsi, gy 2T HL
x
1

est donc une primitive sur R}, de f

12.2 c) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit z € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

/ arctan(t) dt = [t arctan ]y — / 5 dt = warctan(z) — 5 In(1 + z°). D’ott une primitive.
0 0

12.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiére, u’(t) = e et v(t) = t?+3t—4 et ainsi

1 2t 1 1 2t
/ (t* + 3t —4)e* dt = [(t2 + 3t — 4)62] — / (2t + 3)% dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0 0
2t 1 2t 2¢71 1
’ _e ) s L € _ e 1 2t _11 52 12t1_5 2
et u'(t) = = d'on .7/0 (2t+3)—dt =2 {(2t+3)4L+2/0 edt = — — e +Z[e ]0_57e .
7 = Bl
12.3 b) On choisit d’abord v’ = exp et v = sin; d’oti : / e'sintdt = [et sin t}O? — / e’ costdt. Ensuite v’ = exp
0 0
s z % + % t s
et v =cos, d’ol : €2 — [e cost] 2 — e sintdt. Finalement, 2 e sintdt =e2 + 1.
0 0

12.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour = € R, / sin(¢)sh(t) d¢. On
0
commence par choisir v' = sin et v = sh cela donne / sin(t)sh(t) dt = [— cos(t)sh(t)]; +/ cos(t)ch(¢) d¢. Puis, on
0 0
choisit v’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch(t)]; —/ sin(¢)sh(t) dt. Finalement, / sin(¢)sh(t) dt =
0 0

%(f cos(z)sh(x) + sin(x)ch(x)).

12.4 b) Cette fonction est définie sur R*. et y est continue. Soit = > 0, en choisissant ' (t) = 1 et v(t) = In” ¢ on obtient

T

/ In®tdt = [t In® t}f—/ 21Intdt. Puis, en choisissant u/(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient = In* z —2[t lnt]gf—|—2/ 1dt =
1 1 1
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zln’z —2zlnz + 2z — 2. Ainsi, x — zln®z — 2zlnz + 2z est une primitive sur R} de z — In®z.

12.4 ¢) La fonction est définie et continue sur R;.. Si z > 0, alors, avec u’(t) = > et v(t) = In*(t), on a: / t*In’tdt =
1

22 In’z

3

i Yoo [T , s 2 a2 7
s In®t| —= t* Int dt puis avec v/ (t) = t* et v(t) = In(t), on obtient L m?e-Z [t3 In t] += t*dt =
3 3 3 9 179/,

2 2
§z3 Inz+ E(xg —1). D’ott une primitive.
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Fiche n° 13. Changements de variable

Réponses

-
w
-
=

—_

w"‘ A= o] o]y
-
w
w
93
S—
o
@D
()

13.3b) ... ... —2(VB-1)In(v3—1) —4+23
13.10C) oot
s
13.4a)........ }0’5{ - R
13.1d) r +~ tanz + Intan(v)
RY — R
3 +
13.1€) v 21n(2> 134Db) ..o { v v 2arctan(ver — 1)
13.2 a) . R, » R
...................................... 3\/3 13.4C)................ - H gln(l‘%+l)
1 2e+1
13.2Db) oo —1In 1 S R
) ( 3 > 13.4d)......... 1, ool
r + arctany/z? —1
13.2 ¢) bym
3 I 13
Corrigés
13.1 a) On pose t =sin6 avec 6 € {,g’ g} On a % = cos 6 et donc

1 % % %
/ 1—t2dt:/ \/1—sin29cos0d9=/ c0529d0:/ cos20) +1 _ 7
—1 — — —

Jusy
2

’ ! d v 2u d 2{& cta ]\/E 2(7T W) T
= U= rctan u =25 )==-
1 \/i =+ V t3 1 + US 1 3 4 6
s du ! z
13.1 ¢) On poseu =sint avect € [0, 5} .Ona T cost et donc du = costdt. Ainsi, / uwddu = / sin® ¢ cos t dt.
0 0
Finalement, on trouve
% 3 4 1 1
sin” tcostdt = [7u } = -
o 4 1o 4
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13.1d) Remarquons qu’on a cos® t = 1- sin® t) cost. On pose u = sint avec t € [O, ;T}

1 jus
d 2
On a d—? = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 - u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

6

z 1
/0 sin3tcos3tdt:[iu4flu6} :ifé:i

13.1e) On pose u =1 avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. On a — = 2u.

Y 7 2 2
Ainsi, at= | - qu=2] —a :2[1 1+ } = 2(In(3) — In(2)).
1n51/1t+\/£ /1u2—|—u U /11—|—u U n( u)l (In(3) — In(2))

1 s .
1
13.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a du = —sint. Ainsi, ———du = _sint dt et finalement,
dt 3+ u? o 3+ cos?t
/ _sint g 1/1 1du_1{manu]l _
o 3-+cos?t 3/ 1+(L)2 V3 V3 1 3v3
V3
t dt 1 1
13.2b) Onposeu=¢e avect € [0,1], donct=Inuet u €[l,e]. On a W donc dt = adu.

1 e e
1 1 1 1 1 ¢ 1 2e +1
Final t, —dt = ———du = —d :[71 2 1} :,1( )
inalemen /02—|—e*t /12+11Lu U ‘/12u+1 U 2n(u-l—)1 2n 3

13.2 ¢) On pose t = tanu avec u € [0,4} Ona%:(l—&—tanQu).

1 us jus s
o 1 1 1 1 1 cos(2u) +1 1 7
A1n51,/ 7dt:/ 7du:/ cos2udu:/ ————du=-+ -.

o (1+12)2 o l4tan®u 0 0 2 4 8

2 u dt u
13.2d) On pose u=1In(t) avec t € [e, €], donc t =e" et u € [1,2]. Onad—:e et
u

13.3a) On pose u =/t avec t € [1,4], donc on a t = u? avec u € [1,2].

4 2
dt w s . sy .
On a alors Ei 2u d’ol / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
u 1 1

1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} — / 2e" du = 26°.
1 1

dt ‘In(vE-1 > In(u—1 2

On a alors — = 2u d’ou / gdt = / w%ﬂu = 2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit V3 U V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/\/§ln(u—1)du:2[(u—1)ln(u—1)]\/3—2/ du=—2((v3-1)In(v3—1) —4+2V3.
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2
13.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, % [ .

x t int x + sinf
On calcule m dt qui est aussi ——Cost ¢ en posant u = tant.
. sintcos?t . cos?t

1 L * cost + sint tanx 1 tan z
On a dt = du et, ainsi, ——dt = (1 + E) du = {u +In u} = tanz + Intan(z) + C.
a t.

cos?t sint cos? ¢ tana

ana

13.4 b) La fonction est définie sur R’ et y est continue.

dt 2
Avec le changement de variable u = v/et — 1, on a ¢ = In(1 + »*) et ainsi, 0= TUQ
u u

S VETTl gy T
Soit z > 0. On a ainsi ——dt = — du =2 [arctan u} = 2arctan(v/e* — 1) + C.
/1 Vet —1 /Jﬁ ul+u? ( )

13.4 ¢) La fonction est définie et continue sur R} .

. dt
Le changement de variable v = v/t donne t = u® et ainsi, T 3u’. Soit # > 0. On a
U

z Yz 2 e 3
1 3u 3u 3 5 Ve o3 2
- dt= — du= du:{flnu +1] =—In(z3 +1)+C.
[ mma= ] das [ e [ineo0] = fme 4

13.4 d) La fonction est définie et continue sur |1, +o0].

dt U
Le changement de variable u = 4/t> — 1 donne ¢t = y/u? + 1 et ainsi, — = ———. Soita >1let z > 1. On a
& du Vvu? +1

x 1 / 2 -1 1 u / x2-1 1
—dt = du = ———du = arctan/z2 — 1+ C.
/a WE T ) w1 a W
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Fiche n° 14. Systemes linéaires

Réponses
14.1a) oo {3, 1)} 144 a) oo {(2,-1,3)}
14.1b) oo {(7,2)} 14.4Db) i {(-1,4,2)}
1 2 144 C) o
I T (5,2) )
3’3 9 —
14.4d)................ {(—7 %~ ,z);zeR}
2 2
141 d) oo {(‘[,\f)}
32 14.58) oo {(1,1/2,1/2)}
-1
14.28) oo {(I_Z’2+za)} 145 D)
14.5¢) oo [{(52,1-42,2) ; 2 €R}]
14.2b) .o (2,-3) ! .
145 )i 1, ——, )
14.2 ¢) (ia—&—icﬂ —a—iaQ) at?at?
2C) 13 3% 13 13
14.68) ..o {(5,3,-1)}
2 2
142d) ’(“*2‘““*“)‘ 146 D)oo
14.3a8) i, ’{(1+z,—z,z);z€R}‘ Zta-1 &®—atl —atatt
14.6 C) ( a3—1 7 a3-1 7 a3-1 )
14.3b) ..o ’{(1,y,3+2y);y€R}‘
14.7a) o {(0,0,0)}
1 1 4 e
14.3¢).......... {(63—22,—3—1—32,2);26R}
14.7Db) .o {(amy, —z—y); (z,y) € RQ}
-5 3 =25 7
14.3d)........ _— -, — — — R 14.7¢) e r,z,zr);x €R
34 {0 -3 - Janocr) ) [(r,0,0)5 2 € R
Corrigés
14.1 a) On calcule :
r—2y=1 r=142y r=142y 10y = 10 y=1
{ 3z + 4y = 13 ‘i’{ 3(1+2y) +4y = 13 ‘i’{ 10y +3 =13 ‘i’{ r=1+2y @{ €=
) 2z +y =16 y =16 — 2z 3r=5+16=21 =17
14.1 b) Oncalcule.{ _y=5 <:>{x—16+2a::5 <:>{y:16—2x <:>{y=16—14=2
y 2
) 3z—-6y=-3 z—2y=-1 z—2y=—1 =3
14.1 ) Oncalcule.{2I+2y_2 <:>{x+y—1 L247<[:/ZL1{3y—2 & x:—1+2><g:1
3 3
14.1d) On calcule :
Bz —dy = —v2 3z —dy = —V2 L Be-ay=—V2
62+ 2y =3V2 LocLs—2L, 8y + 2y = 2v2 + 3v2 10y = 5v/2
_ V2
y= V2 T2
& 2 3 &
31::4><7—\/§:\/§ x—@
3
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a
3+ 2y =2 —17§ —17§ IZI_Z
14.2 a) Oncalcule:{ 5 4y: e YT 27 el Y= ¥ &
T+dy=a 2r+4—6x=a —4dr=a—4 —1—§+§a—_—1+§a
V=T 9TRY T2 T
14.2 b) On calcule :
T —ay=3a+2 rz=ay+3a+2 N z=ay+3a+2
ar+y=2a—3 dly+3d®+2a+y=2a—3 (a2+1)y:2a—3—3a2—2a
-3 —3a”
y=——"" —_3
14+ a2
14+a2#£0
r=-3a+3a+2=2
14.2 ¢) On calcule :
x*ia—i—iaQ
3z + 5y =a y=2x—a2 y=2x—a2 13 13
2 -~ 2 <~ 2 <~
2r—y=a 3z+5x(2x—a’)=a 13x —5a" =a 1 5 , , 2 3,
y—2x(1—3a+ﬁa)—a —Tga—ﬁa
14.2 d) On calcule :
x4+ 2y =3a 42y =3a y:a+a2
{ 2x+3y:5a7a2 L2<—L2—2L1{ fy:5afa276a:fa27a <:>{ x:3a72(a+a2)—a72a2
) c+2y+z=1 r+2y+z=1 Yy=—z r=1+z2
14.3 a) Oncalcule.{ Sty -9z =3 ngf}:ml{ By —Br=0 @{x—2z+z:1 Yy s
) 3x —2y+2==6 4y =4 r=1 r=1
14.3 b) Oncalcule.{ T2 — 5= —2 L1<—<:>L1+L2{ v 2y — =2 4:){ 29— 2= —3 (:){ s =243
14.3 ¢) On calcule :
T — +32’*§ T—y—+3z *_—l—i—éz
yreE=g yrerTy V=73 73
Lo+ Lo—L <
3 lecle—la 3 5 -1 4 5
— = — — = - — — = -1 = — -2 — —
T+2y—=z 5 3y — 4z 575 3 +3z 32+2
1.4
V=3T3
-
_ B35
6 3
14.3 d) On calcule :
5 5 5 5 =25
5m+y+2z——§ y——§—5x—2z 7m+4z——§—§—T
< <
2m—y+2z:—g 2x+g+5x+2z+2z=—g y:—g—5w—2z
_Z»_ 7,
24 4
-
5 % T, -5 3
Y=73 272" 7127 2
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14.4 a) On calcule :

r+2y—z=-3 r4+2y—z=-3 r+2y—z=-3
2c —y+2=38 = —5y+3z2=14 = -5y +3z=14
3x4+y+2z=11 L2+ L2—2Ly —5y+5z=20 etletlz | 9,—¢
L3 <+ L3 —3L1
= r+2y—3=-3 & z+2y=0 & y=—1
—by+3x3=14 —by=14—-9=5 r=—2y=
14.4 b) On calcule :
a—b—c=-7 a—b—c=-7 a—b—c=-7
3a+2b—c=3 = 50+ 2c =24 = 5b+2c =24
da+b+2=4 L2+ L2—3L1 | s5b+6c=32 P72 | 4c=38
L3<—L3*4L1
c=2 c=2
= a-b-—2=-7 < b=4
50+2x2=24 a=-5+4=-1
r+3y+z=1 r+3y+z=1 r+3y+z=1
14.4 ¢) On calcule : 2r—y+2z2=-1 — —T7y=-3 — —Ty=-3
2+ 10y +2=0 Ly < L2 — 2L, Ty =—1 Fstobatla | = 4
L3 <+ L3 — L1

Le systéme est incompatible car ’équation 0 = —4 n’a pas de solution.

3x+2y+32=0 y=2x+2z+1 y=2zr+2z+1
{2m—y+2z——1 @{3x+4$+4z+2+3z—0 @{7:6—4—7,2——2
dr+5y+4z=1 4 +10x + 10z +5+42=1 14x + 14z = —4
_ 2
y=2r+2z+1 T="F77
= 5”:_2_2 = 4 3
7 y:—22—?+22+1:?

14.5 a) On calcule :

r+y—z=1 r=2—-2y r=2—-2y r=2—-2y
T+2y=2 < 2-2y+y—2z=1 & —y—z=-1 S y=1—2z
1

20 +22=3 4—-—4y+22z=3 —dy 42z =— 444z +2z2=-1
r=2-2y z=3/6=1/2
S y=1l—-2z &< y=1-1/2=1/2
6z = r=2-1=1

14.5 b) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
T+2y—2z=2 <~ y—z=1 <= —z=1
L3« L3+4L>

Yy
20 —2y+22=3 Lo La—1In —dy+4z=1 0=5
Ls <+ L3 —2Ly

Le systéme est incompatible car I’équation 0 = 5 n’a pas de solution.

14.5 ¢) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 y=1—4z

T+2y+32=2 = y+4z=1 <:>{ ~ _ _ .

90 13y +2:-3 Lo Lo—ILa e —1 r=—1-42)+2+1=52—1+1=5z
Ls <+ Ls—2Ly
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14.5 d) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
z+2y+az=2 — y+(a+1)z=1 = y+(a+1)z=1
20 +ay+2z=3 Lo Lo—1Ls (a—2)y+42=1 LseLst(@-a)la 4+ (2—-a)(a+1)z=3—-a
L3(—L3—2L1
r+y—z=1 r+y—z=1
S yt+(at+1)z=1 &< y+(a+1)z=1
(4+a+2-d°)z2=3-a (—a®* +a+6)z2=3—a
On factorise le trinome —(a”> — a — 6) = —(a + 2)(a — 3) qui est non nul dans le cas étudié.
_ 3—a 1 _ 1
T “(@+2)(a—3) a+2 a+2
z+y—z=1
a+2—-a—-1 1
D’ou : y+(a+1l)z=1 2N 1 s y= —
=1—(a+1)x
(—a* +a+6)z=3-a v (et )x 335 a@+2 a+2
=1 P —— L _
v=l-y+z o a+2 a+2

14.6 a) On calcule :

r—2z="7 r="T+42z r="T+42z =742z z=-1
20 —y=7 & MU44z—y=7 &< y=7+4z SC y=74+4z &S ¢ y=7—-4=3
20—2z2=17 20 —2=17 144+82—2=17

14.6 b) On calcule :

r—az==c r=c—+ az r=c+az
{ ar—y=-c @{ alc+az)—y=c << y=(a—1)c+a’z
ay—z=c ay—z=c a((afl)c+a2z)fz:c
r=c+az
e y=(a—1)c+ad’z
(@®—1)z=(14a—-d)c

Dans R, I’équation a®-1=0a pour unique solution a = 1 (fonction ¢ — t> strictement croissante). Or a # 1, donc
a® — 1+ 0, on peut déterminer z dans la troisiéme équation.

—a’+a+1 _fa2+a+1
(a—1)(a2+a+1  a3-1

Z=cC C

r=c+az 5 1 9 1
y=(a—1)c+a’z = y:(a—l)c+a2_a I+a+ Lo —atl,

(@®=1)z=0+a—d)c a® -1 a® -1

ot fa2+a+1c az+a71C
T = a =
ad —1 a’ —1

14.7 a) On calcule :

dx+y+z==x 3x+y+2=0 z=-3x—y z=-3r—y

z4+4dy+z=y &< x+3y+2z=0 &< z2+3y—3z—y=0 S =y

r+y+dz=2z2 r+y+32=0 x+y+3x(=3xz—y)=0 —102z =0
Sr=y=2=0
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dr+y+z2=3z z+y+z2z=0
14.7b) Oncalcule:{ z4+4y+2=3y << z+y+2=0 Sz=—-x—y
r+y+4z =3z z+y+2=0

14.7 ¢) On calcule :

dx+y+z =6z —2z4+y+2=0 z=2xr—y z=2xr—y
z4+4dy+2=06y ¢ z—2y+2=0 S z—2y+2x—y=0 &< 3r—-3y=0
=0

z+y+4z =062 r+y—22=0 r+y—2x(2x—y) —3z+3y=0

=y
<:>{ z=2r—x==x
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Fiche n° 15. Sommes et produits

Réponses
15.1a)....cooeinn.... n(n + 2) 15.3b) ..o nintl) 156 d) oo n+l
2n
15.1D) ... . T+ 1)(n+4) | 158¢)................ 5" (n)? .
15.7a). ...covenen. 1-
15.3d) e [0] n+l
15.1 ¢) n(d5n + 1) . :
e 2 D 157b) . -
— 15.4a) .............. 5 ) 5 713
n—2)(n—-7
15.1d)..on 5 15.4D) oo [0] 158a)................ 22 + n
15.4¢c)...... 2"t 4 2(1— 2" 1
2w, [WEIEED] 1840 [T RAD] gy 41
n?(n+1)2
154d)............
15.2b).... [n(n+1)(n* +n+4)| : 4 15.98) . ooooiin. n*(n+1)
2
9, . 15.5a) .......... (n+3)% — 23
15.2¢) ..ooennn.. 5(3 2.1) o n(n +3)
155b) ..., In(n +1) Bb) 4
) 5n+1 _ 2n+1
15.2d)........... _ 1 n(n? —1)
3 15.5¢) cooiinnn 1- 15.9¢). ... _
) CES] 5.9 ¢) 5
7 n
15.2¢)... 6(7 —1)+n(n+4) 15.5d)............ (n+1)!—1 15.9d) .. n(n+1)(7ri22+13n+4)
n+1 156a).................. n+1
15.2 €)oo 5 ) 15.9 o) n(n+1)1 ()
9ge)........ —— In(n!
15.6 D) ..o 2
15.3a).....ccccieinn. 24— pt1 - YT
15.6C) oo 1 1591, n(n+ Didn—1)
n 6
Corrigés
n—+2 n+2
15.1 a) On utilise la formule suivante : Zn = nz 1=(n+2-141)xn=n(n+2).
k=1 k=1
n+2
15.1 b) On utilise la formule présente en prérequis : Z Tk=17X (nt+2-2 +21)(n +2+2) = T+ 1;(71 + 4).
k=2
15.1 ¢) On utilise la linéarité de la somme :
Y @Bk+n-1)=3Y k+(n-1) 1:%%1(71—1):@.
k=1 k=1 k=1

15.1 d) On utilise la linéarité de la somme :

3 D D3 M) B G e
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15.2 a) On développe et utilise la linéarité de la somme Z k(k+1)= Z K+ k= K+ Z k.
k=1 k=1 k=1 k=1

, . , 2 4+ 1)2n+1) n(n+1)(n+2)
Puis, on utilise la formule suivante : ; k* = —s D’ou ; E(k+1)= —

15.2 b) On utilise la linéarité de la somme :

S (kR +2) =43 K +8Y k= 4"2(": D s"("; D (4 1)(n(n+1) +4) = n(n+1)(n +n + 4).
k=0 k=0 k=0

n—1
1—3n =2+ 9
15.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a 23'“ =3 13 = 5(3” 1)
k=2

15.2 d) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :

kb h a2\ 1= (ot (2 -
225 A— Zz’“s’“:5 Z(g) =5 3 =5ntt :;:’ = 2
k=0 k=0 k=0 5

15.2 ¢) On utilise la linéarité de la somme :

i _ K - - =1 n(n+1)  Tin
DT +ak—n+2)= 744 k+(-n+2)> 1=7 sttt n= (T =D 4t
k=1 k=1 k=1 k=1
s . 1 2 n 1« n+1
15.2 f)  On utilise la formule suivante ﬁ+—2+ +ﬁ ?;k— o

k=1

15.4 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a

k=mn+41—j, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans le bon ordre. On a

oo . "o
ZE_Zank:ZE_Z}‘
k=1 k=1 k=1 j=1
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15.4 ¢) Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2"

k=1
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sp=> (G412 =) g 4y 2T =2y i 42y "
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0
- 1—2"
_ ‘0l _ n — _ _ n+1l _on
=2|) 2 —n2 +25 5 =25, —n2 2(1—2")
Jj=1
Dot S, =n2"t +2(1-2") = (n—1)2""" +2
n+2 n 2
3 _ 3_n (n+1)
15.4d) Onay (k-2)°= = T
k=3 7j=1
15.5 a) On reconnait une somme télescopique
n+2
D+1)P -k =8 -2 44— 4 4 (n43)° - (n+2)° = (n+3)° - 2°
k=2

15.5¢c) Enécrivant k=k+1—1,0ona:
)P ol L£5 G § PR o U5 SRS S N o [ MNND S O S
P (k+1)!_,€,1 (k+1)! _kﬂ (k+1)!  (k+1)! _kil Ko (k+1D!| (n+ 1)

15.5d) Enécrivant k=k+1—1,0ona:

D hxE =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)!—k]=(n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
15.6 a) Onécritn%:%x%x ”lenirl_rwﬂ

2%k+1 3 5 7T 2n—1)4+1 _ 2n+1
= — X - X=X X X
Hop—3~ 17173 2(n—1)—3  2n—3
2(n—1 1 2 1
-2 ,1)+ X n1+ =-2n-2+1)2n+1)=—(2n-1)(2n +1) =1 — 4n°.
15.6 ¢) En mettant au méme dénominateur g(l-i)—g(kkl);xgx Xn;lf%

15.6 d) Il faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

— 1 k2 —1 (k= 1)(k+1) k-1 Tk
0~ 5) -11("% >:H2kxk :<Hk>><<kl_[2k>
nfl)x(?; %X‘..Xn+1>:ixn;rl:n;;1
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1 b
15.7 a) D’aprés la décomposition en éléments simples, on a RUESY = % + Pl En réduisant au méme dénomi-

nateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

1 1 1 1
D’ou —_ = - — =1- en reconnaissant une somme télescopique.
> % T — piq

15.7 b) D’apres la décomposition en éléments simples, on a ) =7 2 tirs
dénominateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.

D’ou Z 1 = Y ! — L _ l — ———, en reconnaissant une somme télescopique
~(h+2)(k+3) 4=k+2 k+3 2 n+3 prate.

2n
Z(_l)kk2: Z (—l)kki2+ Z (_l)kk2: Z k2+ Z (_
k=0 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n 0<k<2n
k pair k impair k pair k impair
n n—1 n—1
=> @)= @+1)° Z4p = (497 +ap+1)
p=0 p=0 p=0
n—1 n—1 n—1
—4Zp —4Zp —42;9 Zl—4n —4 (2 D
=4n?2

15.8 b) Séparons les termes plus petits que n et les autres. On a :

2n n 2n
Z min(k,n) = Zmin(k,n) + Z min(k, n)
k=0 k=0 k=n+1
n 2n
_ _n(n+1) _n(n+1) 2 n(3n+1)
_;k+k;rln_ 3 +n2n—(n+1)+1] = 5 +n” = 5 .

15.9 a) Comme il n’y a que l'indice j dans la somme, nous pouvons factoriser :

B

Jj=1

15.9 b) On somme d’abord sur 'indice 7; on calcule donc

_ j@+1 + 1) 1 1 _n(n+3)
> s ZZ Z ZZ Z 521“ s k=—7
1<z<]§n Jj=1 i=1 i= j=1 k=2
Signalons, qu’en revanche, 'autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.
15.9 ¢) Il faut faire attention a l'inégalité stricte :
n j—1 j—1 j—1 n ( 1)
‘ S\ Jjj - o
STRE HYBUES 30 SS9 I ol LS ST
1<i<j<n j=2 i=1 j=2 i=1 i=1 j=2
_2”33,2,_3’.2"‘2_3 ~2) (S g
-y [ao -] =3 <3| (L) - () +
j=2 Jj=2 Jj=2 j=1 j=1
_ 3[n(n+1)(2n—|—1) B n(n+1):| C3nn+1)(2n+1-3) nn+1)(n-1) n®n’>-1)

6 2 3xX2x2 2 2
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15.9 d) On développe d’abord puis on choisit 'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

SooGH)t= Y @EH2j+)= > 42 > i+ 5

1<i<isn 1<isysn 1<isgsn 1<isgsn 1<i<isn
n J n J n n n J n J
() e (L) o (B) - (v ) e () e ()
i=1 \ j=i =1 \i=1 j=1 \i=1 = = j— i=1 = i=1

—i¢2(ni+1)+22jj(j;1)+ij Z (n+1) -4 +2;] i )JFM
(n+1 Z ZZ+ZJ +Z L ”+1)

_ (n+2)n(n+ 1)6(2n+1) L (n4—|— 1)?
~ n(n+1)(7Tn® + 13n + 4)
N 12 '

15.9¢) On calcule :

Z In(i/) = Z JIn(7) (Z]) (Zln )-Tl(rgmln(Hi)—n(n;l)ln(n!).

15.9 f) On fait une sommation par paquets :

Z max(i,j) = Z max(i,7) + Z max(%,j) + Z max (i, j)

1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<ign 1<j=i<n
n
= Dt D i)
1<i<j<n 1<j<ikn i=1
n j—1
n+ s
:25 E ) + ———— par symétrie
Jj=2 i=1

—ZZJ]—I 7—22‘]]—1 ;_1)

{n(n +1)(@2n+1) n(m+1)

n(n+1)
5 =

(]

+
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Fiche n° 16. Coeflicients binomiaux

Réponses
16.1a).........c.oenen. 10100 - 1(n—-2 16.5d)..........c.t 12 x 15"
) 16.3b)....... n(n ()S(” ) )
16.1b) ... 720 lz] "
1 k+1 16.6a)......... 2><Z< )
16.3c)..................
16.1C).ueeeiiiin %0 c) p— =\
16.1d) ..o 16.3d)......... (n+2)(n+1) 16.6b) ..o, 2n !
16.1€) . 0oveeani 165 ¢) 1 16.78) oo
Be) i
|
16.16) oo 140 D 67 b) o1
9! n! x (n—3) n—2
16.28) oot S| 1630 | 1670 n(n +1)2
antl 1
9 (n+1)3 16.7d) ...
16.2b). ..o 164a)........... —_—
) <4) 2) n X (n+2)! ntl
2n
16.2¢) ..o, 2" x n! 16.4 b) 3B3n+2)(3n+1) 16.8a).......ccovnnn... .
A4b)..... F(n+ 1)
(2n+1)!
16.2d).............. , n N2
on x nl 16.5a) . ccvnieeii.. 16.8Db)............. Z (k)
-1 16.5b) e =0
16.32) ..oooeen... ”(”2 ) ) [o]
n 2
16.5C) oo 16.81C).vvveiiiiiiinnnns ")
n
Corrigés
101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
16.1 a) On calcule : 901 = 001 = 99! =101 x 100 = 10100.
! !
16.1b) On calcule 173,: 1()><9;8><7. =10 % 9 x 8 = 720.
1 1 5 1 5—1 4 4 1
16:1c) Oncaleule: 1= & = o = 5 = 51 ~ 5 5xdx3x3 30
6 6! 6x5x4 6x5
16.1d) On calcule 2> Soieal s axdl - 3 15.
8 8! 8Xx7x6x5 8xT7x6
16.1 e) Oncalcule.<3>3!x5' TRV = 5x3 =8 x 7 =56.
7 7! AxTx6x5x4x3 Tx6x5x4
16.1 f) On calcule : 4 X (4) =4 TRV IR = 553 = 140.
1
16.2 a) Pardéﬁnitiom9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!x6><7><8><9.Donc,6><7><8><9:9—;
1
16.2 b) Comme pour le calcul précédent, on a 6 X 7 x 8 x 9 = % Or, 2 x 3 x 4 = 4!. Ainsi,

6x7x8x9 9

2x3x4 5!

<a=(0)=()
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16.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 X 6 X --- x (2n), produit qui contient n

facteurs. Ainsi,
2X4x6x---x(2n)=2"x(1x2x3x---xn)=2"xnl

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)!.

Donc, on a
(2n+1)! (2n+1)!

3XHEXTX--x(2n+1)

:2><4><6><~--><(2n) 27 xnl
s n n! nx(n—1)xnmn-2) nn-1)
16.3 Par définit = = =
8), Par définition, (2) 0% (n— 2)! 2% (n— 2)! 2

PP n\ _ n! nx(n—1)xn-=-2)x(n-3)! n(n-1)(n-2)
16.3 b) Par définition, (3> = X (no3) 3% (n—3)! = 5
16.3 ¢) On calcule
(v) RG] nl (k+1)! % (n— (k+1))!
ny Tl :k'x(n—k)' % n!
(k+1) FFDIX (n—(kFD)! : : :

Ck+ D) xEx(n—k-1)! k+1
Tk xm-kxmh-k—-1)!" n—k

16.3 d) On calcule = o =Mn+2)(n+1)
L . . . n  n+l n _ (n+l)—-n 1
16.3 ) On réduit au méme dénominateur T mrD) it xnl mEDl . mEDl it

16.3 f)  On réduit au méme dénominateur

(n+1)! ! (n+1)!  2°xnl (m+1)!—4xn! (n+1)xnl—4xn! nlx(n-23)

22(n+1)  92n 92n+2 92 w 92n 22n+2 - 92n+2 - 92n+2

16.4 a) On met chaque terme au méme dénominateur, a savoir 2n(n + 2)!) :

1 2n(n+1)(n+2)

n!  nlx2n(n+1)(n+2)
1 . n+2
2nx (n+ 1) 2nx (n+1) x (n+2)
ot 1 _ n

2x(n+2)! 2x(n+2)!'xn’

Do,
1 1 1 2nn+1)(n+2)+n+2+n
— + + =
n!l 2nx(n+1)!  2x(n+2)! 2n x (n+2)!
_2n+1D(nn+2)+1)  (n+1)(n”+2n+1)
- 2n x (n+2)! N n(n + 2)!
Ainsi,
1 1 1 _ (n+1)°

A ) T 2x et nxm+2)l
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16.4b) Ona

B(n+1))! . (B3n)! (3n+3)! a®™ x (nh)?
a3t % (n+ )3 * a3 x (n))?  a® 3 x ((n+1)!)3 % 3Bn)!
Or,
Bn+3)!=0Bn+3)x(Bn+2)x (3n+1) x (3n)!
a3n+3 — aSn % (13
(n4+ 1) = ((n+1) xn)® = (n+1)° x (n)>.
Ainsi,
Br+D) 3 @BrnE3)Br+2BEn+)
a3+ x ((n4+1)1)3 * adn x (nl)3 a’® x (n+1)3
C3(n+1)Bn+2)Bn+1)  3(3n+2)(3n+1)
N a® X (n+1)3 - ad(n+1)2
16.5 a) On constate que i 2k (Z) = " (k) Fx1m P =241 =3"
k=0 k=0

k=0

16.5d) On calcule

k+2 (T 2n—k+1 __ 2 k n n+1 n—k
Zz <k>><3 _22 x 2 ><<k>><3 x 3
k=0

k=0

_ n+1 n\ K n—k
=4x3 x;(k)2 x 3

=4x3" X (243)" =4 x 3" x 5" =4 x3x3" x5" =12 x 15™.

16.6 ) On développe (1+1)" +(1—1)" =Y <:> +> (=1 (Z) =3 (Z) (14 (=1)%).

k=0 k=0 k=0

Or, 1+ (—l)k = 2sik est pairet 1+ (—l)k = 0 si k est impair. Ainsi, on notant P = {k € N, 0 < k < n et k pair}, on a

A+ +(-1" =) (Z) x2=2xY (:)

keP keP

Or, si k € P, il existe p € N tel que k = 2p. CommeO<kén,onaalorsOéQpénetdoncOépgg.
Comme p € N, on peut aussi écrire 0 < p < ng

Ainsi,
L5 L5)
n n n
= t (1+1)" 1-1)"=2
2 ()= (5) = orvrooreny (3)
keP p=0 p=0
L5 1
16.6 b) On déduit de la premiére question que Z (;p) = 5((1 + D) (1 -1 =2"""
p=0
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16.7 a) On développe (14 2)" = (n) #*. On évalue en z = 1 pour obtenir (14 1)" = (n>

Ainsi, Y (Z) — 9",
k=0

16.7 b) On dérive par rapport a x la relation (1+ z)" = (n) z".

On obtient n(1 +z)" ' = Z (Z) X kx a7t

k=1

On évalue en z = 1 pour obtenir n(1+1)""" = (Z) x k. Ainsi, Z (Z) x k= (Z) X k=n2"""1.

16.7 ¢) On dérive deux fois par rapport & z la relation (1 + z)" <n> z*.

On obtient n(n — 1)(1 4+ z)" > = <Z> X kx (k—1)xz"2.

k=2
n

Z _ . _ n—2 __ n _ . . n _ _ _ n—2
On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(1+1) = Z (k) x kx(k—1). Ainsi, Z (k) xkx(k—=1)=n(n—-1)2""".

k=2 k=2

Or, par linéarité, on a Z (’;) xkx(k—1)= <Z> xkx(k—1)= Z (:) S Z (Z) x k. Donc,

k=2 k=0 k=0

n

(Z) x k=" (Z) xkx(k—1)+ (Z) xk=n(n—1)2""24n2""" =n(n+1)2""2

n
1 1 n 1
1 ntl _ k1
n—|—1( +) n+1 ()X v

On évalue en x = 1 pour obtenir

2n
2 2
16.8 a) On développe (14 z)*" = ( n) 2¥. Ainsi, le coefficient de z™ vaut (:)

16.8 b) On obtient une contribution en 2™ dans le produit (1+z)"(1+2)" & chaque fois que I’on multiplie un terme de

k . —k .
la forme arx” dans le premier facteur avec un terme de la forme b,,_,z" ™" dans le deuxiéme facteur, et ce pour toutes les

valeurs de k entiéres naturelles et inférieures ou égales & n. Or, (1+x)" x (1+z)" = <Z (Z) mk> X (Z (Z) x"_k> .

k=0 k=0
n 2
. n n
Donc, le coefficient de =" vaut kgio (k) .
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Fiche n° 17. Suites numériques

Réponses
12 Ba). ...
17.08). i 12| 17.6a)
17.6b) .o 10000
170b) 17.6C)eevereeeeneen) 2001
n+3
171¢) .. (2n+55) 2 17.6d).....oooeee. ...
17
17.7a) oo —
2 1 .23n+2
17.1d)...... 32+ 5) 24
1
17.28) o 17.7D) e 2
17.2b) i, 178 3
T . a) ................... m
17.83a) i 28
3069
17.3b) e 281 17.8b) oo 512
17.48) e, 3
17.8¢) v —
17.4D) i, ) 1024
17.5a) ..ot 2nln(n) 1 6141
T8d) . 031
17.5b) ... 4n1n(2n)
Corrigés

17.1a) wo

17.11 b)
17.12 a)
17.12 b)
17.12 ¢)

17.12 d)

17.12 ¢)

17.12 f)
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17.5a) t2, = In((2n)*") — In(2*") = 2n1n(2) + 2n1n(n) — 2nIn(2) = 2nIn(n).

100 x (1 +199) 100 x 200

17.6 b) s100 = =100 = 10000.

101 x (1 + 201) _ 101 x 202 — 1012 = 10201.

2 2

177a)b102_b101;b103_§;j81;;)_;1 ......................................................................................
177b)r_u102_u101;1_§_214 .....................................................................................................
17.8a) go=3x (%)9—2%—5—?2

BB 010 = g0 x 11—_2i _ 621;3 1 3 ><511§23 _ 3501629.

2'' —1 3 %2047 6141
211 T 1024 1024°

17.10 a) L équation caractéristique est 7> — 7 — 6 = 0 dont les racines sont 3 et —2. Ainsi u, = 3" + §(—2)" avec

a =1
a, B € R. Les conditions initiales conduisent au systéme linéaire {3 + BQﬁ ) dont les solutions sont @ = 3 = 1.
o — =

5 5

17.10 b) D’aprés le a) : us = 3° + (—2)° = 3% — 2° = 211.

17.11 a) L’équation caractéristique est ici r°> — 2 — 1 = 0. Ses racines sont 1 +v2 et 1 — V2 et v, = A3" + u(—2)"
1

1
avec A, € R. Les conditions initiales donnent ici A = 5 et = —5

17.11 b) Le plus simple (pour un si petit indice) est d’utiliser la relation de récurrence de la suite : vo2 = 2v1 +vo = 2V/2.

(1+Vv2)-(1-v2)? 34+2v/2-(3-2v2) _
5 = 5 = 2V/2.

Pour travailler les identités remarquables, d’aprés le a) : va =
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17.12¢) (Fo1—1)>%+1= (22"‘1) +1=2""""2 419" L 1=-F,.

17.12d) F, x (F, —2) = (22" + 1) (22" - 1) = (22”“ - 1) = Fo1—2.

n+1 n+1
1712f) Froy —2(F —1)° = Fpy2+2-2° —2(Fpy1 —1) = Fpyo +2-2°
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Fiche n° 18. Développements limités

18.1 a)

In(1 + z). On écrit donc f(x) = 2(

Réponses

5
. .2 9.3 3
................................................................... e(1+1a: x 61x )—&—Ioo(m )

3 4

2, T 4

3z x+2 5 T_)()(:C)

3, 11, 25, .,

x—ix + 690 —Em 7c_)()(x)
3 5 6

2 X T X 6

T T T3 T g0 L%

1lez?  T7ex3 2447ea:4+
24 16 5760 z—0

1 1 19
1— = 2_ - ,4_ _~Y 6 O 7
17 796 60" .9

1—z+ g(a:— 1)2—|—Igl((x— 1)%)

S )
e e e R )
—1+% )4—;:;(1‘7;)6*75%((“2)7)

Corrigés

zgo(x

11 suffit d’effectuer la somme des parties réguliéres des dévelopements limités & 1'ordre 4 en 0 de sin(z) et

3 £C4

z—0 2

4)>—|—m—x—|— o (x4):3x—x2—|—x——?+ o (z%).
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18.1 b) 1l suffit d’effectuer le produit des parties réguliéres des dévelopements limités & 1'ordre 4 en 0 de In(1 + z) et

1
1 et de ne conserver que les termes de degré au plus 4. Observez que le développement limité a 'odre 3 de 1
T T

suffit puisque celui de In(1 4 x) & son terme constant nul. On écrit donc

A 4 2 3 3 2 3 4
flx) = m———&—?—Z—i— o (z7) (1—w+m —z°+ o (z )):m—ix +F:r - 3% + o (z7).

z—0

18.1 ¢) 1l suffit d’écrire :

2 3 4 5 3 5 3 5 6
o sin(z) = <1+m+x+$+x+m+ o (w5)> <w—m+x+zgo(w6)> —rta’+ o o (@),

18.2 a) En utilisant les développements limités en 0 de In(1

+
1 In(1+ z) x  x? 5 at 5 r 2* 2 2! 5
a:(l1+x) exp( = > exp( 2+3 +=—+ O (z°) eexp| —5 + 3 4+5+ O (z°)

+
Puis: (1+z) =e[ 1+ _f_’_ﬁ_ﬁ_’_ﬁ -l-1 _£+£2_£3 2-1—1 —£+£2 3+i(_f)4 + 0 (2%
' - 23 4 5) 2\ 23 4/) "6\ 2 3) 24\ 2/ | S0 7

Observez qu’il n’est pas utile de faire apparaitre tous les termes de la partie réguliere du développement limité de
In(1+ )
T

8l

selon la puissance a laquelle on la considere.

ex  1llex® Tex®  244Tex?

1
Dou : (1 T=e— — - %).
o: (I+a)r =e— S +— 6t 560 T .90
18.2b) Ona
z2 2t z° 7
=1-= 4= =
cos(z) 5 t21 720 7.9,
1 1
Vi=142w—-1)— =12+ —@u-1°+ 0 ((u—-1)"
2 16 u—1
puis ]
1 22 gt 8 1 22zt ? 1 z2 ’ 7
Vcos(x)_1+2(2+24720>8<2+24 T\ T7) T.9E)
1 2 1 4 19 6 7
— 1t gt
1% T 56% " me0” T.9,@)
ic - > a2 3 x (z — 1)2 (z — 1)3 3
18.2¢c) Ona:e —1+1m—5—1€+zgo(:r)ete =e+te(z—1)+e 3 +e 5 +Igl((:v—l))

ix 2 3 7 iz)3
Dol : e° —e+e(im—x—ix)+e +e(m) + o (:cs):e(1+im—a:2—gia:3)+ o (z%).

2 6 2 6 =0 =0
. : ) - In(2 - ) X o
18.2 d) Etablir 'existence et donner le développement limité de f(z) = ————,en 14 lordre 2, revient a le
T

In(1 —¢ 2

faire, en 0 & 'ordre 2, pour l’application g définie par g(t) = f(1+1t) = M OrIn(l —t) = -t — = + o (tz) et
(1 —+ t)2 2 t—0

_r (1—t+ 0 (t))2—1—2t+ o (1) Dongt) = (—t— L+ o () (1—2t+ o (t)) — 4321 o (1)

(1+t)2 t—0 - t—0" g = 2 150 t—0 N 2 t—0

et f(z) =g(x—1) :1fx+g(x71)2+zgl((xfl)2).

18.3 a) La formule de Taylor-Young affirme que cos(z) =

sera suffisant!) et
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3
18.3 b) On sait que tan(t) =t + % + Oo(t4). Ainsi,
t—

3
I+t+—+ O (Y 3
1+ tan(t t 4
tan(t—t—z) _ Latan(t) 3 20 (1441 4+ 0@ (1+t+t2+—t3+ 0 (t4)>
4 1 — tan(t) t 3 t=0 3 t—0
1—-t——=+ O (t*)
3 t—0
4242+ 584 0 (th).
3 t—0
m\2? 8 3 m\*
D’ou finalement tan(z) =1+ 2(;10 — 7) —|—2<az — f) + 7<1’ — f) + O (m — f)
. 1 m\?2 1 m\4 m\°
18.3 ¢) La formule de Taylor-Young affirme que sin(z) = 1—= (m — 7) +— (:c — f) + o <ZE — —) (observez
2 2) T21 2) "0z 2
1
que Vordre 5 sera suffisant!) et cos(t) = —1 + E(t -1+ o ((t — 77)3) (observez que l'ordre 3 sera suffisant !).
t—m
D’ou :
T ™\ A m\7
cos(msin(z)) = —1+ 2(_2( -3) *ail—3) ) t.0 ((5” -3) >
1 n* T\* 7 m\ 6 m\7
__ +§(m_§) B 48(5”_5) T (x_E)
18.4a) Ona
b1 1 L
z(e —1) 22 N . 22
S G IR TP
1 1
=2 2 3 1 -1
Tl 2 g o (@)
2 6 24 120  z—o0
_i _E_ﬁ_é_x4+ E_f_lj_’_lj 2_ E_’_i 3+(£)4+ 0(334)
S22\ 2 6 24 120 26 24 6 2 20
_ 1.1 _ 1 2 (m2)
2¢ 12 720 z—0
n(3)
sin( =
18.4 b) Etablir lexistence et donner le développement limité de f(z) = _:61 , en +o0o a lordre 5, revient a le
x
1 tsin(t t* ~
faire, en 0 & Vordre 5, pour l'application g définie par g(t) = f(;) = fl_r:_(t) Or tsin(t) = t* — 3 + tOO(tf’) et
—

1 2 3 4 N 2 3 5 4 5 5 6 . 1 1 5 5 1 >
= 1—t+t—t D’ =234 241 = t =42 2 —
1+t b +t9>0(t ). Dot g(t) ="~ +6t 6t +,Q,(t), puis f(z) x2  z® 6zt 6ab zﬂqﬁoo x6
18.4¢) Ona:zln(x+1)— (z+1)In(z) = —In(z) +xln(1+ l) =—In(z)+1- = + LI + o (i)

’ ' x) 2 3x2  4x3 st \T3/)’
18.4d) Ona:

cen(# (1o e o (1)
- xp r 222 373  4dxt  sotoo\z?
— e T ex ifiJr o (i)

- P 333 4332 Tr—+oo 3;‘2

e E 2 6)
- 3x 36.’1)2 T—400 ZE2
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Fiche n°19. Polynémes

Réponses
_ 2 _ 3 _ 2
191 8) v Q=X 42X 41 19.3 D). [R=—2X*—3Xx241]
19.3¢).00ooinn. |R = —8X*+21X” — 20X +5]
Q=X?—4X+7 — 3 5
19.1D) oo o ax s 19.3d)............ |R=—20X° + 11X2 42X — 1|
19.48) . iuniiiiiiei | R=—36X +24]
Q=X>-1
19.1¢) e Re — X214 X 41 194 D) oo 24 — 36i
5 19.58) countiiiiaee |R=-108X — 150 |
Q=13X + 2
19.1d) . ceeeinnnnn.. 1 2 19.5 D) it —150 — 108v/2
R=5(20X* - 5X - 23)

19,6 8) - oovereoooeeoeee e

192 @) B 106 b) oo 8 — 2061
19.2 D) oo

197 8) e oo (X - 1)*(x 1)
19.2C) oo, |[R=—2nX +4n 1|
- 19.7D) coeveennn. . (X? —2X +2)(X% — 2X +5)|
19.2d) .0 [R=X’+Xx-1]
19,3 8)- oo 19.7¢) o (X -1’7 4 DX+ 1)(X ~2)]
Corrigés
19.1 a)
X 4 X? - X + 1 X -1
—(x* - X?) X7 F2X +1
2X7 — + 1
—(2X° - 2X)
X + 1
X -1
2

19.2 a) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,

X"=Qx(X—-1)+R, oudeg(R)<deg(B)=1.

Ainsi, R est un polynome constant. On évalue la relation précédente en 1. On obtient alors 1" = Q(1) x (1 — 1) + R(1).
Donc, R =1.

19.2 b) On constate que X3nt2 L xsntl o xdn _ x3n (X2 + X +1). Ainsi, X2+ X+ 1|X3"+2 + X3ty x3n
Donc, R = 0.

19.2 ¢) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,
() (X =3)"+(X-2)"-2=Q x (X —2)°+R, oideg(R) < deg(B) = 2.
Ainsi, R est de la forme R = aX + b. On évalue la relation () en 2. On obtient alors

(2-3)*"+(2-2)"-2=Q(2) x (2—2)° + R(2).
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Donc, —1 = 2a + b. On dérive la relation (x). On obtient alors
X =3 (X —2)" 1 =Q x (X -2+ Qx2(X-2)+R
On évalue cette derniére relation en 2. On obtient ainsi
(2 =3 422" =Q(2) x (2—-2)* + Q(2) x 2(2—2) + R'(2).

Donc, —2n = a. On en déduit que a = —2n puis que b = —1 — 2a = 4n — 1. Ainsi, R= —2nX +4n — 1.

19.2 d) Notons Q le quotient de la division euclidienne de A par B. Ainsi,

() X" X" X" =Qx (X®—-2X +1)+ R, o deg(R) < deg(B) = 3.

Ainsi, R est de la forme R = a(X” + bX + ¢). On constate que X° — 2X + 1 s’annule en 1. Ainsi, X — 1 divise
X? — 2X 4 1. Par division euclidienne, on obtient X* —2X +1 = (X — 1)(X” 4+ X — 1). On constate également que
X" X" X" = X" x (X? 4+ X —1). Dong, () devient (X*+X —1) x (X" —Q x (X —1)) = R. Ainsi, X*+ X —1|R.
Or, deg(R) < 2. Donc, R = a(X”> + X —1). On évalue (%) en 1. On obtient a = 1. Donc, R = X° 4+ X — 1.

19.3 a) Trouver le reste de la division d’un polyndéme par X * revient a trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici, P = A+ B =X’ + X" +2X —3=X*(X + 1) +2X — 3. Ainsi, R = 2X — 3.

19.83 b) Trouver le reste de la division d’un polynéme par X * revient & trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici, P=Ax B=Q x X* —2X* —3X? + 1. Ainsi, R = —2X* - 3X% + 1.

19.3 ¢) Trouver le reste de la division d’un polynéme par X* revient & trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici,

P=A0oB=(X-2°)°?-3X-2°+1=(X-2)"-3(X-2>41=0Q x X* —8X" +21X° — 20X +5.

Ainsi, R = —8X® 4+ 21X?% — 20X + 5.

19.3d) Trouver le reste de la division d’un polynéme par X* revient & trouver les coefficients constants, de degré 1,
de degré 2 et de degré 3 du dividende. Ici,

P=A0oB=2(X"+X>-2X+1)* - 3(X’+ X* - 2X4+1)* - (X’ + X*—2X +1)+1=Q x X" —29X® +11X° 42X — 1.

Ainsi, R = —29X% + 11X? + 2X — 1.

19.4a) On trouve Q = X' —2X°® —9X? — 20X — 44 et R = —36X + 24.

19.5a) On trouve Q = X* —2X® — 6X? — 26X — 65 et R = —108X — 150.

19.5b) Ona P = Q x (X?> —2) + R. On évalue en V2. Ainsi, P(v2) = Q(v2) x (\/52 —2) + R(V/2). Donc,
P(V2) = R(vV2) = —150 — 108V/2.

19.6 a) On commence par chercher un polynéme simple ayant V2 — 1 pour racine. Posons X = v/2 — 1. Ainsi,

X?=2-2v24+41=3-2V2 0r, vV2 =X +1. Donc, X> =3 —2(X 4+1) = —2X + 1. Ainsi, v/2 — 1 est racine de
X? 42X —1. On effectue ensuite la division euclidienne de P par X?+2X — 1. On trouve Q = X* —4X> 4+ X? 28X +4
et R=—92X —16. Donc, P = Q x (X? +2X — 1) + R. On évalue enfin en v/2 — 1. On obtient
P(V2-1)=Q(vV2-1) x (V2—1)* +2(vV2 1) = 1) + R(V2 - 1). Donc, P(vV2 — 1) = R(vV2 — 1) = 76 — 92v/2.
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19.6 b) On commence par chercher un polynome simple ayant 1 + i pour racine. Posons X = 1 + i. Ainsi,

X% =1+42i+(1)>=2i. Or,i= X —1. Donc, X* = 2(X —1). Ainsi, i + 1 est racine de X* —2X + 2. On effectue ensuite
la division euclidienne de P par X? —2X + 2. On trouve Q= X* - 10X% — 42X — 117 et R = —206X + 214. Donc,
P=Qx (X2 —2X +1)+ R. On évalue enfin en i+ 1. On obtient P(i+1) = Q(i+1) x (i+ 1)2 —2(i4+1)4+2)+ R(i+1).
Donc, P(i+1) = R(i+ 1) = 8 — 206i.

19.7 a) On constate que P(1) = 0. Ainsi, 1 est racine de P. On constate que P’(1) = 0. Ainsi, 1 est racine double.

Donc, P est divisible par (X —1). On effectue la division euclidienne correspondante pour trouver P = (X —1)*(X>+1).
On aurait aussi pu remarquer que i est racine et donc aussi i car le polynéme est a coefficients réels.

19.7 b) On constate que P(1+41i) = 0. Comme P est a coefficients réels, 1 +1i = 1—1i est aussi racine de P. Ainsi, P est

divisible par (X — (1 +1))(X — (1 —1)), c’est-a-dire par X* — 2X 4 2. On effectue la division euclidienne correspondante
pour trouver P = (X? — 2X +2)(X* — 2X +5).

19.7 ¢) On constate que P(i) = 0. Comme P est & coeflicients réels, i = —i est aussi racine de P. Ainsi, P est divisible

par X? 4+ 1. Par ailleurs, on constate que P(1) = 0 et P’(1) = 0. Ainsi, 1 est racine double de P et donc P est divisible
aussi par (X —1)%. Ainsi, P est divisible par (X —1)*(X? 4 1). On effectue la division euclidienne correspondante pour
trouver P = (X — 1)*(X? 4+ 1)(X +1)(X — 2). Au lieu d’effectuer la division euclidienne, on aurait pu constater que —1
et 2 sont aussi racines de P.
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Fiche n° 20. Calcul matriciel

Réponses
1 -3 -1
20.18) . . 3 3 4
9 -7 3
-2 —6 -5
20,1 D). 15 -1 11
18 —-26 -1
20,1 ). |17 (matrice 1 x 1)]
1 7T =2
20.1d) .. 2 14 —4
-1 =7 2
-1
20.1€) ..t 3
-1
20.16). ... (=5 15 3)
5 4
20,1 8) . ( | 5>
5 3 -1 1
20,1 h) .. ( 1 a 1 2)
1 7 -2
20.18) oo 749 —14
-2 -14 4
20,2 8) .\ ((1) f)
20.2 D) . <(1) f)
20.2C) . ((1) l{")
20.2 d) (g g)
H026) e o)
k ok _ ok
20.2 £) .. (20 3 3k2 >
cos(20) —sin(20)
20.2 ). (sm(29) cos(26)
cos(30) —sin(36)
20.2h). ... <sin(39) cos(36)

. cos(kf) —sin(k0)
20.21) .. (sin(ke) cos(kf)
n n
20.2 ) Do)
n DRI n
le TL2
20.2 k) ......................... (TLQ)
n2 DY n2
20.21) . nt=1D
2003 8) .o [2x 371 x 51|
20.3 D).t 2itigi—i(an — 1)
20.3C) i 2 x 3”3( ( > )
20.3d) iui ( ) (’ N ;)
j—
, -1
2004 8) .o 9i= (; B 1)
(1_521)(52 1]+1+5lj)
20.4b).......oo.. (= 6B bsrs )
1 2 —e
20.5 a) ...................... m <_2 . )
1/1 —1-2i
20.5D) oo 3(1 1+i)
(52 -1
20.5C) i Sl 3 2 1
-6 -2 2
L (0 4 0
20.5d). ..o =0 -2 -2
™2 -1 1
8 4 2
20.5€). .0 g1 -6 7
0 -2 1
(-2 2 2
20.5 ). AR
4 2 —4
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4 -2 2 0 20.6 Q) ..t A#1
1{8 -6 4 2
20.58) it 37 5 3 1 ) 4 1 3
5 3 1 1 20.6D)........... Y EARE IR 2SS
N A—1 0 1-A
20.5h0) i Non inversible!
20,6 C) ..o
o -1 0 -1
If1 1 0 o0 —1-A+X 1-X 2-2A
. 1 1
20.51) ..o 10 1 o 20.6d) ... L . o
0o 0 1 -1 - 1—\? A-1 A-1
Corrigés

. 2 (11 1 1\ _ (1 2
20.2a) Un calcul direct donne A —<0 1)><<0 1)_<0 1).

e (201 2 1\ (4 5
20.2d) On calcule : B (0 3)x(o 3><0 9),

c? — (COS(G) sin(&)) o <Cos(0) sin(9)> (cos(@)2 — sin(0)? —2cos(0) sin () > _ <COS(29) sin(26’)>
sin(@)  cos(9) sin(f)  cos(9) 2sin() cos(0)  —sin(0)* + cos(6)? sin(20)  cos(20)

20.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « & la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

A la main, on remarque que lorsque l'on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une ligne
n - n

de 1 par une colonne de 1, donc sera égal an : D x D = | . (n) .| =nD.

En utilisant les coefficients, on peut écrire que
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20.3 a) On calcule :

Bl = Yoty =3 (17 )2t
k=1 k=1

L o fi—=1Y
Mais si k > 1, (kl) =0, donc

R Sl (R E

k=1

£=0

— [i—1\/2\*
_ j—1 - “
=2x3 ZZ;(z)(:s)

X 2 i—1
=2x371x (§+1)

= (Z ; 1) 2071377471 ¢n faisant le changement d’indice { =k — 1

., 5t . 1
=2x3"" x 31 =2x37" x5
20.3 b) On calcule
Bij =) bigbr; = Y 273Fiokgik — 9igi=i N Tok _ gitlgi—i 1).
J
k=1
20.3 ¢) On calcule
[B" % Bly =3 B Jubey = > bribiy = 22 gi~hokgi=k _ 3iti Z(§> — 3+ Z<§)
k=1 k=1 k=1 k=1
4\" it+j n
_ gl = (5)" _axs® (1_ (é) )
9 1-3 5 9
20.3 d) On calcule
- ~ (i—1 i —1 i—1
[A X C]” = Zaikckj = (; o 1) (5k,]+1 + 5k,] 1) = (l . ) + (Z - 2)
k=1 k=1 J J
20.4 a) Déja, la matrice A% est triangulaire inférieure (produit de deux matrices triangulaires inférieures). Soit j < ¢
Alors
5 B n B n i—1 E—1
(A% = [Ali[Ale; =Y (k _ 1) (]- B 1)
k=1 k=1
_i(i—l)(k—l)
pt k—1/\j—-1
_i: (i —1)! (k — 1)!
— (k=D = k)G = Dk =)t
_ Z (i—1)! (i —J)!
=D =) (k=) =g = (k=)
i—1\ = (i—j i1\ o [(i—j .
=\ 1 Z P e Z ¢ (en posant £ =k — j)
J Pyt J J o
(i1
=i (T ).
(=)
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20.4 b) Pour vérifier ses calculs, il est conseillé de regarder des exemples!

10 1 0 1 01 0 O
02 0 1 0 2 0 1 0
n=4 : ,n=>5 1 0 2 0 1

1 0 2 0
01 0 1 01 0 2 0
0 0 1 0 1

On calcule :
[CQ]ij = Zcikck]’ = Z((Si,lﬁ-l + 0s,5-1)(0k,j+1 + Ok,j—-1)
k=1 k=1

n n n n
= E Oi k10K, 541 + E Oik+10k,5—1 + E 0ik—10k,j4+1 + E Oik—10k,j—1-
k=1 =1 k=1 =1

Si (4,4) ¢ {1,n}”. Donc
[C?ij = Gim1,j41 + 2055 + Jig1,j—1

Ceci est confirmé par la structure « tridiagonale espacée » .
Sinon, pour (%, j) quelconque dans ﬂl,n]]Q, on trouve

[C)ij = (1= 8i1) (1541 4 6i ) + (1= 8im)(8ij + Sig1,5-1),

car d1,k+1 = 0 = 0, k—1 pour tout k entre 1 et n.

20.5 a) On remarque que 27 — 2e = 2(7 — e) # 0, donc A est inversible d’inverse ( ) < 22 ﬂe)
—e)\—
20.5 ¢) Effectuons un pivot de Gauss :
1 -1 0/1 0 O 1 -1 01 0 O
0 2 110 1 0)]— (0 2 1/0 1 O
3 -1 210 0 1 0 2 2/-3 0 1/Ls<+ L3—3L;
1 -1 011 0 0
— |0 1 1/2[ 0 1/2 0Ly« La/2
0 2 21-3 0 1
1 0 1/2 1 1/2 0\ L1 « L1+ Lo
— 1o 1 1/2[0 1/2 0
0 0 1|-3 -1 1/Ls< Ls—2Ly
1 0 0/5/2 1 —1/2\Li+« L1 —1/2Ls
— |0 1 0[3/2 1 —1/2|Ly+ Ly—1/2Ls
0 0 11-3 -1 1

5 2

-1
Donc B est inversible d’inverse 1 3 2 -1
2\6 —2 2

20.5 d) 1l ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C' = 7r< 1

1

-1

1 2

-2 0

0 O) . On calcule alors (par pivot de Gauss) que

1 1 2 1 0 4 0 1 0 4 0

1 0 0] est inversible d’inverse 1 0 —2 =2, donc C est inversible d’inverse . 0 -2 =2

-1 -2 0 2 -1 1 T2 -1 1
20.5 h On remarque que Ls = L1 + 2Ly + 2L4.
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20.6 a)

Effectuons un pivot de Gauss :

A 1 1
-1 -1 2
A 1 2

-1 -1 2
— [ 0 1-X 142X
0 1—-X 242X

0 1 0
1 AN O0|La+ Lo+ AL
0 A 1 L3(—L3—|—)\L1

Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,

-1
0 1-—X 142X
0 1—-X 242X

2 0 1 0) <_1 0 3/(1—=XN)[1/(1=X) 1/(1—2) O)LleLl—kli)\Lg
Lx o)—(0 1-x 1420 1 A0
0 A 1 0o 0 1 -1 Y A
10 0[4/(1=N) 1/(1—X) —3/(1-2X) LleLl—&Lg
—><0 1—X 0 2)A+2 A _2>‘_1>L2eL2(1+2)\)L3
o o0 1] -1 0 1

@A +2)/1=X) AMA-N (=22 1/ =) | L2 ——La

10 0 —4/(1—))  —1/0-2X) 3/(1— ) Ly« —Ia
—><0 10 )
0 1 -1 0 1 =2

o

—4 -1 3
1
Dans ce cas, I'inverse de la matrice est Y <2A +2 A =2X- 1)
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Fiche n° 21. Algebre linéaire

Réponses
21.1a) i (3,-1) 21.2d) 214
21.1 b) ................ (_1’3) 21.2 e) ......................
21.2f) ... 1
21.1¢).. ... (9/11,2/11) ) 21.4 )
21.3a) .. [2] EEE Y
211 d).ooee (Z24/5115)] 913 D) o
21.1e) i (L1/2,1/2)] 218¢) i, 21.4 o)
21.116) ... (0,2,4,1) 21.3d) i
21.1g) e (1/2,-V3/2)|  214a).............. (:1)) _15) 21.5a).......
21.28) i
-5 3
21.2b) .o 21.4b)....... < ) 1)
21.2C) oo 2L5b)......
Corrigés

— =1
21.1 a) Notons u = A(0,1) + u(—1,2). Alors, {)\:L_ o =1 Ainsi, v = 3(0,1) — (-1, 2).

o o oo

Abl2p =3 [A+12p =3
A+ 13y =4 g =-2

a9+ 131(12,13).

Ainsi, u =

dp—v =1 A+bdp =2 A+bdp =2
A+ 5u =2 c4p—v =1 & -v+4p =1
3AA+6pu+v =1 -u+v =-5 —5u =—4

t

Ad+p—v =-1 Ad+pu—v =-1
w—v =0 & pu—v =0
A+ pu+3v =1 4v =2
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21.1f) Notonsu=A4+pX +vX(X —1)+6X(X —1)(X —2).
En évaluant en 0, A = 0.

En évaluant en 1, p = 2.

En évaluant en 2, 2 + 2v = 8 + 4 = 12 soit v = 4.

En identifiant les coefficients de X* dans chacun des membres, 1 = §.
Finalement, u = 2X + 4X(X — 1) + X(X — 1)(X — 2).

3 2 1
21.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo + L1 et L3 < Ls + 2L1, on obtient <1 -1 O) .

3 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 <— L3 + 2L2, on obtient (—1 -1 0) .
0 0 0

Ainsi, Rg(A) = 2.
. o . (D" 0
21.3b) Sisinf =0, i.e. il existe n € Z tel que § = nm, alors la matrice est égale & 0 (—1)" et elle est de

rang 2.

sinf cos 9) qui est de

Sinon, on effectue 'opération élémentaire L; < sin(f)L; — cos(f) L2 pour obtenir la matrice (

rang 2 car sin(f) # 0.

1 2 1
21.3 ¢) En effectuant Uopération élémentaire L3 <— L3z — L1, on obtient <0 2 4) .

1 2 1
En effectuant 'opération élémentaire L3 < 2L3 + L2, on obtient (0 2 4) .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
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21.3 d) En effectuant les opérations élémentaires Lo « Lo — 2Ly, Lg < L3 — 4L, et Ly + L4 — L1, on obtient
1 -1 2 3

0 3 -5 —4
0 6 -7 -—13
0 5 0 —2
1 2 -1 3
y e 1s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire Cs <+ Cs, on obtient 0 -7 6 -13
0 O 5 -2
1 2 -1 3
e s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire L3 <— 5L3 — 7L2, on obtient 0 0 9 _37

0 O 5 =2
Comme les deux derniéres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

1 3\ ' 1/-4 3
P= (2 4) - 2( 2 —1)'
Ainsi,P<_41> = (91;’2/2> et P<i(i> = (2i3/22>.D0nc f(1,2) = f%(1,2)+%(3,4) et £(3,4) = f§(1,2)+%(3,4).

Ainsi, Matg(f) = 1 <_19 _43>

21.4d) Comme f(1,0,0) = (1,3,0) = (1,0,0)+3(0,1,0)+0(1,1,1), £(0,1,0) = (1,0,1) = 0-(1,0,0)—(0,1,0)+(1,1,1)

1 0 1
et f(1,1,1) = (2,2,1) = (1,0,0) + (0,1,0) + (1,1, 1), alors Mats(f) = (3 -1 1).
0 1 1

1 2 4
21.4¢) Comme f(1) =1, f(X) =X +2et f(X°) = (X +2)> = X* +4X +4, alors Mats(f) = (0 1 4).

21.5b) Comme f(1)=0=0-14+0-X4+0-X>40-X>, f(X)=1=140-X+0-X*+0- X% et f(X?)=2X =

0-1+2X4+0-X>+0-X? alors Matg g (f) =
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Fiche n° 22. Séries numériques

Réponses
22.1 a).... | divergente 2 1-7i 22.6 a).... | divergente
| ey 7| mag. [ |
22.1b)........... 22.6 b)....
22.3 b).... | divergente —2 —5V/2i
22.1¢)....... 242 ) 22.4d)... — 22.7a)....
— 2230).... [divergoute] -
22.1d)....... = 22.5a)......innn. .
2x 39 1
22.4a)........... P 1 22.7 ¢)
22.2a)......aa. 22.5b) ...l - LC)
) <] ) ;
e
2
22.2b)........ °—3| 224b)........ c—1| 2250)......... m(2)| 22.7d)....
1
22.2¢). 0. ez T
> El 250 H
4
Corrigés
22.1 a) La série est géométrique de raison 2 ¢ | — 1, 1[, donc elle diverge.
o /I\F 1
22.1 b) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1[, donc elle converge. De plus, Z <§> =1
k=0
22.1 ¢) La série est géométrique de raison % €] —1,1], donc elle converge. De plus, on a
+oo k
1 1
Z /5 1 v2 = 2 =2+v2
2\2) 1L Va1 22
e N
22.1d) La série est géométrique de raison = € | — 1, 1], donc elle converge. De plus, Z (§> =1
k=0
oo oo g 10
el 1 1 3 1-(3)" 3 1
Sh-Sa-yg-i-HE
k=10 k=0 k=0 3
Autre solution : avec le changement d’indice j = k — 10, on a
“+oo —+o0 +oo
1 1 1 1 1 1 3 1
23?:23.7“0:3?25:370*71_; =3 % 30
k=10 j=0 j=0 3
.................................................................... 1 L
22.2 a) On reconnait la série exponentielle Z o
k
ok i T ok 20 ol
22.2 b) On reconnait la série exponentielle Z ik et on a Z i 627 donc Z o= 2 oo
k k=0 k=2
(3)"
22.2¢c) Ona TR ?c! et on reconnait donc une série exponentielle.
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2
— ; en général, si

Il s’agit d’une série de Riemann convergente, et vous savez peut-étre que sa somme est

22.3 a)
“+o0
i 1 1 te de 1 L
a > 1, on ne connait pas la valeur exacte de la somme Z T
k=1
22.3 b) 1l s’agit d’une série de Riemann divergente.
22.3 ¢) La série harmonique diverge!
1 - T .
donc la série est géométrique de raison 1 €]—1,1] : elle converge. De plus,

22.4 a) On a ﬁ 4?,

“+ oo “+ oo
Donczl— Lot 11
’ 22k 4k 40 41 12
k=2 k=0
1
22.4b) Onae (=1 — g7kel = x Or la série géométrique de raison — € | — 1, 1] converge
e e
“+o0 —+o00 —+o0
1\* 1 e —(k-1) 1 e e e
Deplus,Z(g) —1_l—7e_1,d0ncZe =e e—kfe—o—e(e_lfl)—e_l.
k=0 e k=1 k=0
“+o0 +oo +oo ) 1 e
fon - v Jice 4 — b (k—1) - _ =1\ _ _
Autre solution : le changement d’indice j = k — 1 donne Z = Ze = (e7')y = el a_1
k=1 j=0 j=0
22.4 ¢) 1l s’agit d’une série géométrique de raison - et ‘%‘ €] [, donc la série converge. De plus,
Y- r () - r
7h=1 7 72 7 721—$ 49 — T7i
k=3

Enfin, en multipliant par ’expression conjuguée, on trouve
—i(494 7))

Z?k 17~ 7492 172~ 350 °

1 1
—— qui est de module —= = — €
171\/5 ,/12_;'_\/52 \/g

+o0o 1 ( >k—4
,;(1—1\/5) 1—1{ —~\1-iv2
B (1+i\/§>4i 21

On reconnait une série géométrique de raison

la série converge. De plus,

Mg

1 1
Ca-wy)'l-ms 3 iv2
:<1+i\/§)4\/§+i.

3 NG)
. 4 .
2 ‘o —7 — 4iv/2, donc (1 +31\/§> = -7 _8141\/5 et

En développant, on obtient (1 +iv2) =
—2 — 5iv/2

i’i L ST-4iE VP
Ziswar m v w
1 /1 1 1
22.5 a) Soit n € N* fixé Onremarquequezm:Z(E—m) 1—n+1n_?>m1.
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22.5 b) Soit n € N* fixé. On remarque que

S R I
k3+3k2+2k 2 k+1 k+2/) 2\n+2 n+1 2) nstoo 4’

22.5 ¢) Soit n > 2 fixé. On remarque que

22.5 d) Soit n > 0 fixé. On remarque que pour tout k,

(k+2)=(k+1) ) _ — arctan
a]rctam(1 A T 1)> = arctan(k + 2) tan(k + 1).

Donc, z": arctan(l(ﬁ_t;l__z)((kkj_ll))> g(arctan(k +2) — arctan(k + 1)) = arctan(n + 2) — arctan(1) — %

=4.
(1-3)°
7 (0] k2~ k 1 k——r ! dé d !
22.7 a) n a k2 =3 2k T ; la série Z oh T est une série géométrique dérivée, de raison 3 €]—1,1[, et est
k
=, 1 1
donc convergente. Sa somme est Z k2 =—— =4

k—1 1,2
k=1 (1 - 5)

22.7 b) La série converge comme somme d’une série géométrique de raison 3 €] —1,1[ et d’une série géométrique

dérivée de méme raison, et

“+oo
k 1 1 1 1 9 3 11
§ (3k + )Sk 3k—1+§:3k 30 (1 1)2+1 é 4+2 4
k=1 k=1 k=0
o 2
22.7 ¢) On reconnait une série géométrique dérivée deux fois, de raison =, convergente, de somme : )3 =16
1—3
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