
Lycée Carnot - H1B Matthias Gorny

Chapitre 6

Fonctions usuelles

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les résultats vus au lycée sur les fonctions d’une
variable réelle à valeurs réelles afin de mener des études de fonctions. Nous dresserons
notamment une liste des fonctions usuelles et de leurs principales propriétés, que l’on
complètera avec quelques nouvelles. Nous supposons connus les résultats concernant les
limites, la continuité et la dérivation, vus au lycée. Ils seront revus en détail et approfondis
dans les chapitres 13, 14 et 15.

Dans tout ce chapitre, A désigne une partie non vide de R.

I Généralités sur les fonctions réelles d’une variable réelle

1) Fonctions, images, antécédents

Définition.
Un réel de A admet une
seule image.

Une fonction ou une application f de A dans R (ou à valeurs dans R) est
la donnée pour chaque réel x de A d’un unique réel, appelé image de x par f et noté
f(x). L’ensemble A est appelé ensemble (ou domaine) de définition de f et noté Df .

Exemples :On commencera toujours
par déterminer l’ensemble de
définition Df de f .

• On appelle fonction carré (et non pas fonction carrée !) la fonction définie sur R et
qui à tout réel x associe son carré x2.
• On appelle fonction inverse la fonction définie sur R∗ et qui à tout réel x associe
son inverse 1/x.

Remarques :On peut dire par exemple
« Tout point du domaine de
définition admet une seule
image ».

• Dans le vocabulaire des fonctions, on parle souvent de « points » pour désigner les
réels.
• Si f est une fonction de A dans R, on dit que l’on évalue f en x ∈ A, lorsque l’on
calcule f(x).

Définition.
On peut condenser la nota-
tion par

f : x ∈ A 7−→ · · ·

Si on ne précise rien (c’est-
à-dire si on écrit juste f :
x 7−→ · · · ), c’est que le do-
maine de définition est sous-
entendu ou qu’il a été donné
précédemment.

• On note f : A −→ R pour désigner une fonction f définie sur A et à valeurs
dans R.
• Si on connaît, pour chaque x ∈ A, une expression de l’image de x par f , on note

f :


A −→ R

x 7−→ une expression de
l’image de x par f

• On note F(A,R) l’ensemble des applications de A dans R.

Exemples :
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Remarque :Dans le même ordre d’idée,
on écrit au choix :
• (le nombre) f(x) est défini
si et seulement si x ∈ A,
• f est définie sur A,
mais pas un mélange des
deux phrases (du style « f
est définie si et seulement si
x ∈ A »... qu’est-ce que x
pour f puisque la variable
est muette ?)

Dans l’expression x ∈ A 7−→ f(x), la variable x est muette : f ne dépend
pas de x et on peut donc écrire t ∈ A 7−→ f(t) ou u ∈ A 7−→ f(u), etc.

f(x) est un nombre ! On n’écrit jamais « Soit f(x) la fonction ... » mais « Soit f
la fonction (qui à tout x ∈ A associe f(x)) ». On ne parle pas de la fonction f(x)
(donc jamais de la fonction ex, ln(x), x2 par exemple) tout simplement car ce n’est
pas une fonction. On parle plutôt de la fonction f (donc plutôt de exp, ln, x 7−→ x2

respectivement).

Définition (ensemble image). Soit f : A −→ R. On appelle image de A par f et
on note { f(x) |x ∈ A } ou encore f(A) l’ensemble{

y ∈ F
∣∣ ∃x ∈ A, y = f(x)

}
,

des valeurs prises par f(x) lorsque x parcourt A. Si f(A) ⊂ B, on dit aussi que f est
à valeurs dans B et on peut noter f : A −→ B.

Exemples :

Si une fonction f est à valeurs dans B, rien ne dit que f(A) = B.
Par exemple, la fonction carré est à valeurs dans ]−π ; +∞[.

Définition (antécédent).
Si y admet un antécédent
par f (c’est-à-dire s’il existe
x ∈ E tel que y = f(x)),
on dit aussi que y est atteint
par f .

Soient y un réel et f : A −→ R. Si x est un réel de A tel
que y = f(x), alors on dit que x est un antécédent par f de y.

Remarque : Il se peut qu’un réel n’admette pas d’antécédent par f , il se peut aussi qu’il
en admette plusieurs.

• Par exemple, si f : x ∈ R 7−→ x2, alors :
— Le réel −1 n’admet par d’antécédent par f (plus généralement aucun

réel strictement négatif n’admet d’antécédent par f).En d’autres termes, si
y > 0, x2 = y ssi
x = ±√y. Ne pas oublier la
solution négative !

— Le réel 0 admet 0 pour unique antécédent par f .
— Le réel 4 admet deux antécédents par f : −2 et 2 (plus généralement,

tout réel y strictement positif admet √y et −√y pour antécédents par
f , voir remarque ci-contre).

•Ainsi, dire que f = g signifie
que, pour tout élément de A,
l’image de x par f et l’image
de x par g sont égales.

Si f : x ∈ R∗ 7−→ 1/x, alors tout réel de R∗ admet 1/x pour unique
antécédent (puisque 1/(1/x) = x) par f . En revanche 0 n’est l’inverse
d’aucun réel donc 0 n’admet pas d’antécédent par f .

Définition (fonctions égales). Soient f : A −→ R et g : A −→ R. On dit que les
fonctions f et g sont égales sur A si, pour tout x ∈ A, f(x) = g(x)

La fonction nulle sur R est
appelée la fonction nulle.

.

Définition (fonction nulle). On dit que f : A −→ R est (identiquement) nulle sur
A si, pour tout x ∈ A, f(x) = 0.

Ne pas confondre non plus
« f est nulle » et « f s’an-
nule ».

Attention aux quantificateurs :
• f est non (identiquement) nulle sur A si il existe x ∈ A tel que f(x) 6= 0.
• On dit que f ne s’annule pas sur A si, pour tout x ∈ A, f(x) 6= 0 .
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2) Courbe représentative d’une fonction

NousUne observation sur une
courbe représentative n’est
jamais une preuve.

munissons le plan d’un repère orthonormé direct (O,−→i ,−→j ). Rappelons que si
M est un point du plan de coordonnées (x, y), on dit que x est l’abscisse de M et y
l’ordonnée de M .

Définition (courbe représentative). Soit f : A −→ R. On appelle courbe repré-
sentative (ou graphe) de f , et on note Cf , l’ensemble des points du plan dont les
coordonnées sont (x, f(x)), pour tout x ∈ A.

Exemples : Ci-dessous à gauche la courbe représentative de la fonction carré et à droite
celle de la fonction inverse.

x

y

0
•

(1, 12)•(−1, (−1)2)•

(2, 22)•(−2, (−2)2)•

•
−1

•
1

•
−2

•
2

•1

•2

x

y

0•

(1, 1/1)•
(3, 1/3)
•

(−1/2,−2)•

(−7/2,−2/7)
• •1 •

3
•

1/2
•
−7/2

•1
•

1/3

•−2

•−2/7

Examinons le cas particulier des fonctions dont la courbe représentative est une droite
du plan qui n’est pas parallèle à l’axe des ordonnéeUne droite parallèle à l’axe

des ordonnée (on dit qu’elle
est verticale) n’est pas la
courbe représentative d’une
fonction. En effet une telle
fonction serait définie en un
point qui admettrait une in-
finité d’images (et, par dé-
finition d’une fonction, un
point a une unique image).

.

Définition. Une fonction f définie sur R est dite affine si il existe deux réels α et β
tels que, pour tout x ∈ R, f(x) = αx+ β.

• Si il existe deux réels α et β tels que f : x 7−→ αx+ β, alors Cf est la droite du
plan de coefficient directeur α et d’ordonnée à l’origine β. Si on se donne deux

réels x et y distincts quelconques, alors on a

x

y

0
•

1

α

•β

• Réciproquement, si (D) est une droite du plan qui n’est pas parallèle à l’axe des
ordonnées, alors (D) est la courbe représentative d’une fonction affine f . On dit
que y = f(x) est l’équation de la droite (D).
—En particulier une droite

parallèle à l’axe des abs-
cisses (on dit qu’elle est
horizontale) est la courbe
représentative d’une fonc-
tion constante (i.e. une fonc-
tion définie sur R telle que
tous les réels ont la même
image).

Si on sait que (D) a pour coefficient directeur α et passe par le point A de
coordonnées (xA, yA), alors

— Si on sait que (D) passe par les points A et B de coordonnées respectives
(xA, yA) et (xB, yB), alors
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3) Opération sur les fonctions

Définition (restriction). Soit f : A −→ R. Soit B un sous-ensemble non vide de A.
On appelle restriction de f à B la fonction notée f

∣∣
B

et définie sur B par

∀x ∈ B, f
∣∣
B

(x) = f(x)
En bref, on regarde juste les
images des éléments de B
par f . C’est avant tout une
notation : dans la pratique,
on évoque les propriétes de
f sur B au lieu de celles de
f
∣∣
B
, c’est pareil.

.

Définition (opérations algébriques). Soient f : A −→ R et g : A −→ R. Soit
α ∈ R. La fonction
• |f | est définie sur A par : ∀x ∈ A, |f |(x) = |f(x)|.
• f + g est définie sur A par : ∀x ∈ A, (f + g)(x) = f(x) + g(x).
• αf est définie sur A par : ∀x ∈ A, (αf)(x) = α× f(x).
• fg est définie sur A par : ∀x ∈ A, (fg)(x) = f(x)× g(x).

Supposons que g(x) 6= 0 pour tout x ∈ A. Alors la fonction

• 1
g
est définie sur A par : ∀x ∈ A,

(
1
g

)
(x) = 1

g(x) .

• f

g
est définie sur A par : ∀x ∈ A,

(
f

g

)
(x) = f(x)

g(x) .

Exemple : Soient f : x ∈ R 7−→ x2 et g : x ∈ R 7−→ 1− x.

Définition (composition).
f(A) ⊂ Dg signifie

∀x ∈ A, f(x) ∈ Dg.

Soient f : Df −→ R et g : Dg −→ R. Soit A ⊂ Df telle
que, f(A) ⊂ Dg . La fonction g ◦ f , appelée composée de f par g, est alors définie sur
A par :

∀x ∈ A, (g ◦ f)(x) = g
(
f(x)

)
.

Il est important de sa-
voir rapidement déterminer
le domaine de définition
d’une composée. L’impor-
tant est que toutes les opéra-
tions successives soient bien
définies. Pour quelles va-
leurs de x, peut-on considé-
rer f(x) puis g(f(x)) puis
h(g(f(x))), etc. ?

Exemple : Soit f : x ∈ R 7−→ x2 + 1 et g : x ∈ R∗ 7−→ 1/x.

Remarque :À part quand on utilise la
fonction tangente (ce qui
est assez rare), les trois
contraintes pour définir une
fonction sont :
• un dénominateur ne peut
pas s’annuler.
• une quantité dans un ln
doit être strictement posi-
tive.
• une quantité dans une ra-
cine carrée doit être positive
ou nulle.

Retenons les formules très utiles suivantes :

Si h : Dh −→ R, on a

Exemple : Soit ϕ : x 7−→ π +
√

1
x2 − 1. Déterminons Dh.
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Il serait totalement faux
d’écrire ϕ est définie sur
[−1 ; 0[∪ ]0 ; 1] par composi-
tion de fonctions qui le sont
(même si ça avait un sens).

4) Propriétés globales des fonctions réelles d’une variable réelle

Soient f : Df −→ R et A ⊂ Df .

a) Signe d’une fonction

Définition.
Bien sûr une fonction stric-
tement positive est positive
mais la réciproque est fausse.
Idem pour les fonctions né-
gatives.

On dit que
• f est positive sur A si, pour tout x ∈ A, f(x) > 0.
• f est négative sur A si, pour tout x ∈ A, f(x) 6 0.
• f est strictement positive sur A si, pour tout x ∈ A, f(x) > 0.
• f est strictement négative sur A si, pour tout x ∈ A, f(x) < 0.

Exemples :Une fonction f est positive
si et seulement si −f est né-
gative. Même chose avec le
cas strict.

La fonction carré est positive sur R et strictement positive sur R∗. La
fonction inverse est strictement positive sur R∗+ et strictement négative sur R∗−.

Remarque : La courbe représentative d’une fonction positive (respectivement négative)
est au-dessus (respectivement en-dessous) de l’axe des abscisses. Elle l’est strictement si,
de plus, elle ne touche pas l’axe des abscisses.

b) Propriétés de symétrie

Définition (périodicité).
La condition x + T ∈ A

ne doit pas être oubliée. Tou-
jours avoir le réflexe de s’as-
surer qu’on évalue une fonc-
tion en un réel appartenant
à son domaine de définition.

Soit T un réel strictement positif. On dit que f est
T -périodique sur A si, pour tout x ∈ A, x+ T ∈ A et f(x+ T ) = f(x).
On dit que T est une période de f .

Remarques :
• Si f est T -périodique sur A, alors on montre par récurrence que

∀k ∈ Z, ∀x ∈ A, x+ kT ∈ A et f(x+ kT ) = f(x).

Une fonction périodique admet donc une infinité de périodes. On cherche souvent
la plus petite période possible (celle-ci existe quand la fonction est périodique
continue non constante, ce qui sera le cas en pratique).
•Les exemples classiques sont

les fonctions sinus et cosinus
(cf. partie VI).

Si f est T -périodique sur A, alors on peut restreindre son étude sur un inter-

valle d’amplitude T (le plus souvent [0 ;T ] ou
[
−T2 ; T2

]
). Le reste de la courbe

représentative de f se déduit ensuite par translations de vecteurs kT · −→i , k ∈ Z.
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Définition (parité).
Ne pas oublier de vérifier que
−x ∈ A.

On dit que
• f est paire sur A si, pour tout x ∈ A, −x ∈ A et f(−x) = f(x).
• f est impaire sur A si, pour tout x ∈ A, −x ∈ A et f(−x) = −f(x)

Il n’y a pas particulière-
ment de rapport entre entier
pair/impair et fonction pai-
re/impaire.

.

Exemples : La fonction carré est paire sur R. La fonction x 7−→ x3 est impaire sur R.
La fonction inverse est impaire sur R∗. Nous verrons d’autres exemples dans la partie IV.
Remarque : Si f est paire sur A, alors Cf est symétrique par rapport à l’axe des
ordonnées. Si f est impaire sur A, alors Cf est symétrique par rapport au centre O du
repère. Dans les deux cas, on peut donc restreindre l’étude de f à A∩R+ ou à A∩R−Si f est impaire et si

f est définie en 0 alors
f(0) = 0. En effet,
f(0) = f(−0) = −f(0).
Cependant, f peut ne pas
être définie en 0 (par
exemple la fonction inverse).

.

c) Variations d’une fonction

Définition (variations). On dit que
• f est croissante sur A si : ∀(x, y) ∈ A2, x 6 y =⇒ f(x) 6 f(y).
• f est décroissante sur A si : ∀(x, y) ∈ A2, x 6 y =⇒ f(x) > f(y).
•

Une fonction est croissante
si elle préserve l’ordre. Elle
est décroissante si elle ren-
verse l’ordre. Dans le cas
strict, on ajoute simplement
que deux points distincts
n’ont pas la même image.

f monotone sur A si f est croissante ou décroissante sur A.
• f est strictement croissante sur A si :

∀(x, y) ∈ A2, x < y =⇒ f(x) < f(y).

• f est strictement décroissante sur A si :

∀(x, y) ∈ A2, x < y =⇒ f(x) > f(y).

• f
La négation de « f est crois-
sante » n’est en aucun cas
« f est décroissante » ni
même « f est strictement dé-
croissante ».

strictement monotone sur A si f est strictement croissante ou strictement
décroissante sur A.

Remarques :
• Lorsque l’on veut montrer que f est croissante (respectivement strictement crois-

sante) sur A, on se donne x et y dans A, on suppose que x < y et on montre que
f(x) 6 f(y) (respectivement f(x) < f(y)). Pour cela on utilise les variations des
fonctions usuelles. Même remarque pour le cas décroissant mais en renversant le
sensAnalyser le cas x = y

est inutile puisqu’alors on a
f(x) = f(y).

.
• Nous n’énonçons pas de résultat sur les opérations sur les fonctions monotones. Il

faut prendre les mêmes précautions que pour faire des opérations sur les inégalités
(cf. paragraphe I.3.a du chapitre 2). On peut retenir qu’une somme de fonctions
croissantes est croissante. De même que le produit de deux fonctions croissantes
positives. Toute autre opération ne permet pas de conclure en général et, dans la
pratique, on étudie plutôt le signe de la dérivée (cf. chapitre 15), si possibleDans le cas croissant, le sens

x 6 y ⇒ f(x) 6 f(y)

découle de la définition.
Mais pour pouvoir revenir en
arrière la stricte croissance
est requise. Même remarque
dans le cas décroissant. Par
conséquent, quand on tra-
vaille avec des équivalences
(par exemple quand on ré-
sout une (in)équation), la
stricte monotonie est indis-
pensable (même quand on
manie des inégalités larges).

.

Proposition. Si f est une fonction strictement croissante sur A alors, pour tous x et
y dans A,

x 6 y ⇐⇒ f(x) 6 f(y) et x < y ⇐⇒ f(x) < f(y).

Si f est une fonction strictement décroissante sur A alors, pour tous x et y dans A,

x 6 y ⇐⇒ f(x) > f(y) et x < y ⇐⇒ f(x) > f(y).

Démonstration. Supposons que f est strictement croissante (le cas décroissant est
analogue) sur A.
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Exemple : Les résultats du chapitre 2 sur le passage à la puissance dans une inégalité
garantissent notamment que
• Si n ∈ N est pair,Mais la fonction inverse

n’est pas strictement
décroissante sur R∗. Par
exemple −2 < 1 et
1/(−2) < 1/1.

x 7−→ xn est strictement croissante sur R+ et strictement
décroissante sur R−. Si n est impair, elle est strictement croissante sur R.
• La fonction inverse est strictement décroissante sur R∗+ et sur R∗−.

Proposition. Si f est strictement monotone sur A, alors tout réel admet au plus un
antécédent par f dans A.

Démonstration.« Au plus » signifie que, soit
il n’y a pas d’antécédent,
soit il n’y en a qu’un. La
stricte monotonie est un cri-
tère d’unicité (i.e. permet
d’affirmer qu’il n’y en a pas
plusieurs) mais pas d’exis-
tence. Pour cela il faudra
des hypothèses supplémen-
taires comme la continuité
par exemple (cf. TVI).

Supposons que f est strictement croissante (le cas décroissant est
analogue).

Exemple :

d) Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition.
f est majorée (resp. minorée,
bornée) si et seulement si la
partie f(A)={f(x) |x∈A}
est majorée (resp. minorée,
bornée). Ainsi f est bornée
si et seulement si la fonction
|f | est majorée.

• On dit que f est majorée sur A si il existe M ∈ R tel que, pour tout x ∈ A,
f(x) 6M . Le réel M est alors appelé majorant de f sur A.
• On dit que f est minorée sur A si il existe m ∈ R tel que, pour tout x ∈ A,
f(x) > m. Le réel m est alors appelé minorant de f sur A.
• On dit que f est bornée sur A si elle est à la fois majorée et minorée.

Exemple :

Remarque :Attention à l’ordre des quan-
tificateurs : c’est « ∃M, ∀x »
et pas le contraire !

Graphiquement la courbe représentative d’une fonction majorée par M
(respectivement minorée par m) se situe en-dessous (respectivement au-dessus) de la
droite d’équation y = M .
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II Rappels sur les limites, la continuité et la dérivation
Dans toute la suite du chapitre, nous supposons connues les notions intuitives de limites,
de continuité et de dérivation, ainsi que leurs premières propriétés, vues en cours de
Spécialité de Mathématiques en Première et de Mathématiques complémentaires en
Terminale. Le but de ce chapitre est de faire des études de fonctions. Les calculs de
dérivées serviront à déterminer les variations des fonctions et tracer des tangentes, la
continuité permettra l’application du théorème des valeurs intermédiaires. Enfin les calculs
de limites serviront à la représentation graphique. Nous reverrons tout cela en détail
prochainement dans les chapitres 13, 14 et 15.
Dans cette partie, nous rappelons justes quelques résultats utiles pour l’étude des
fonctions.
Soient I et J deux intervalles de R non vides et non réduits à un point.
Soit f : Df −→ R tel que I ⊂ Df .

1) Limites

a) Notion de limite

Nous définirons tout cela ri-
goureusement dans le cha-
pitre 13.

Soit x0 un point ou une (éventuelle) extrémité finie ou infinie de I.
• Limite finie en x0. Dire que f admet un réel ` pour limite en x0 signifie tout inter-
valle ouvert contenant ` contient toutes les valeurs de f(x) pour x « suffisamment
proche » de x0.
• Limite infinie en x0.Une limite en un point

n’existe pas toujours mais,
s’il y en a une, elle est
unique.

Dire que f tend vers +∞ (respectivement −∞) en x0
signifie tout intervalle de la forme ]A ; +∞[ (respectivement ]−∞ ;A[), avec A ∈ R,
contient toutes les valeurs de f(x) pour x « suffisamment proche » de x0.
• Notations. Si ` désigne la limite (finie ou infinie), on note lim

x→x0
f = ` ou

f(x) −−−→
x→x0

`.

•Tout cela sera illustré dans
le chapitre 13.

Limites à gauche/droite. Si x0 ∈ R et f , restreinte à l’intervalle I ∩ ]−∞ ;x0[
(respectivement I ∩ ]x0 ; +∞[), admet une limite en x0, on dit que f admet
une limite à gauche (respectivement à droite) en x0 ou encore une limite en x−0
(respectivement x+

0 ).
• Asymptote en x0 ∈ R. Si f(x) −−−→

x→x0
±∞, on dit que Cf admet la droite

d’équation x = x0 pour asymptote verticale.
•On peut ensuite étudier

la position de Cf par
rapport à son asymptote.
Pour cela on étudie le
signe de f(x) − ax − b,
pour x au voisinage de +∞
(ou −∞). Si le signe est po-
sitif alors la courbe est au
dessus de l’asymptote, sinon
elle est en dessous.

Asymptote en ±∞. Soient a et b deux réels. Si
f(x)− (ax+ b) −−−−→

x→+∞
0,

on dit que Cf admet la droite d’équation y = ax+ b pour asymptote au voisinage
de +∞. Idem en −∞ (si a = 0, on parle d’asymptote horizontale).

b) Opérations sur les limites

• Opérations algébriques. Nous renvoyons à l’annexe 3 du poly d’exercices (page
85) pour un tableau récapitulatif des opérations algébriques (somme, multiplication,
inverse, quotient) sur fonctions admettant une limite.

• Limites de fonctions composées. Soit u : J −→ R tel que u(J) ⊂ I. Soit x0
un point ou une extrémité finie ou infinie de J .
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Intuitivement :
• quand x se rapproche de
x0, f(x) se rapproche de `.
• quand t se rapproche de t0,
x=f(t) se rapproche de x0.
Par conséquent, quand t se
rapproche de t0, f(u(t)) =
f(x) se rapproche de `.

2) Continuité

a) Notion de continuité

• Continuité sur un intervalle. Continuité en un point. Soit x0 ∈ I. On dit que
f est continue en x0 si f(x) −−−→

x→x0
f(x0).

•Intuitivement une fonction
est continue sur un intervalle
I, si on peut tracer sa courbe
représentative « sans lever le
crayon » (ou le stylo si on
utilise un stylo).

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

b) Le théorème des valeurs intermédiaires

• Théorème des valeurs intermédiaires (TVI). Soient a et b des réels tels que
a < b. Soit f une fonction continue sur [a ; b]. Pour tout réel t comprise entre f(a)
et f(b), il existe c ∈ [a ; b] tel que t = f(c) (i.e la valeur intermédiaire t admet un
antécédent c par f)Le TVI peut être généra-

lisé (et on utilise souvent
cette formulation plus géné-
rale dans la pratique) à un
intervalle I ouvert ou semi-
ouvert dont les bornes a et b
sont éventuellement infinies.
Dans ce cas, on ne raisonne
pas avec f(a) et f(b) mais
avec les limites (éventuelle-
ment infinies) de la fonction
f en a et b.

.

• Corollaire du TVI. Si, de plus, f est strictement monotone sur [a ; b], alors l’an-
técédent c de f par f est uniqueDans le chapitre 14, ce co-

rollaire sera englobé dans un
plus gros théorème appelé
théorème de la bijection.

.

3) Dérivation

a) Notion de dérivée

• Dérivabilité en un point. Soit x0 ∈ I. La fonction f est dite dérivable en x0 si
x 7−→ f(x)− f(x0)

x− x0
admet une limite finie ` quand x tend vers x0. Ce réel ` est

alors noté f ′(x0) et appelé dérivée de f en x0.
•Tout cela sera illustré dans

le chapitre 15.

Tangente un un point. Si f est dérivable en x0, alors l’équation de la tangente
à Cf en x0 est y = f ′(x0)(x− x0) + f(x0).
• Dérivabilité sur un intervalle. La fonction f est dite dérivable sur I si elle est
dérivable en tous les points de I. On appelle alors fonction dérivée de f , et on
note f ′, la fonction qui à tout x ∈ I associe f ′(x)La réciproque est fausse : par

exemple x 7−→ √x est conti-
nue sur R+ mais dérivable
sur R∗+.

.
• Dérivées des fonctions usuelles. Cf. parties IV, V et VI.
• Lien avec la continuité. Une fonction dérivable sur I est continue sur I.
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b) Opération sur les fonctions dérivables

• Opérations algébriques. Soit g : Dg −→ R tel que I ⊂ Dg. Supposons que f et
g sont dérivables sur I. Soit α ∈ R.
— αf est dérivable sur I et

— f + g est dérivable sur I et

— fg est dérivable sur I et
Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors :

— 1
g
est dérivable sur I et

— f

g
est dérivable sur I et

• Composition.Cette formule généralise
les cas particuliers vus au
lycée :
• la dérivée de
x 7−→ f(ax + b) est
x 7−→ af ′(ax+ b)
• (u2)′ = 2u′u
• (exp(u))′ = u′ exp(u)

• (ln(u))′ = u′

u

Soit u : J −→ R tel que u(J) ⊂ I. Si u est dérivable sur J et f
dérivable sur I, alors f ◦ u est dérivable sur J . De plus

c) Dérivées et variations

•Ces résultats ne sont va-
lables que si I est un inter-
valle. Cf. fonction tan.

Le cas monotone. Supposons que f est dérivable sur I.
— f est constante sur I si et seulement si, pour tout x ∈ I, f ′(x) = 0.
— f est croissante sur I si et seulement si, pour tout x ∈ I, f ′(x) > 0.
— f est décroissante sur I si et seulement si, pour tout x ∈ I, f ′(x) 6 0.

•La réciproque est fausse. Par
exemple la dérivée de la fonc-
tion cube s’annule en 0 et
pourtant elle est bien stric-
tement croissante sur R tout
entier. En verra dans le cha-
pitre 15 que, si f ′ > 0 (resp.
f ′ < 0) sur I sauf éventuel-
lement en un nombre fini de
points de I, alors f est stric-
tement croissante (resp. dé-
croissante).

Le cas strictement monotone. Supposons que f est dérivable sur I.
— Si, pour tout x ∈ I, f ′(x) > 0, alors f est strictement croissante sur I.
— Si, pour tout x ∈ I, f ′(x) < 0, alors f est strictement décroissante sur I.

Ainsi pour étudier les variations d’une fonction, souvent on montre qu’elle est dérivable,
on la dérive et on étudie le signe (au sens strict si possible) de la dérivée.

On a bien dit le signe et non les points d’annulation. Savoir où la dérivée s’annule
ne permet en aucun cas de déduire le signe de la fonction (en effet une fonction pour
s’annuler sans pour autant changer de signe, par exemple la dérivée de la fonction cube
x 7−→ 3x2 s’annule mais reste positive).
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Forcément f ′ s’annule là où
elle n’est ni strictement posi-
tive, ni strictement négative,
i.e. en e1/2.

4) Tableaux de variations

On synthétise l’étude des variations d’une fonction f dans un tableau de variation faisant
apparaître :
• le domaine de définition de f (on précise les éventuelles valeurs interdites) et les
valeurs où la dérivée change de signe (on précise les éventuelles valeurs de Df pour
lesquelles la fonction n’est pas dérivable),
• le signe de f ′(x),
• les variations de f symbolisées par des flèches obliques (on convient qu’elles
traduisent la continuité et la stricte monotonie sur l’intervalle considéré),
• les extrema et les limites de f .

Exemple :Le tableau de l’exemple
ci-contre nous apprend que :
• f est définie
et continue sur
]−5 ; 0] ∪ [2 ; +∞[ avec
f(−3) =

√
2, f(0) = −1 et

f(2) = 0.
• f est dérivable sur
]−5 ; 0[ ∪ ]2 ; +∞[.
• f ′ s’annule en −3, est
strictement positive sur
]−5 ;−3[ ∪ ]2 ; +∞[ et
strictement négative sur
]−3 ; 0[.
• lim

x→−5
f(x) = −∞ et

lim
x→+∞

f(x) = 1.

x −5 −3 0 2 +∞

f ′(x) + 0 − +

f
−∞

√
2

−1 0

1

Exemple : Montrons que, pour tout x ∈ R, ex > 1 + x.

Ici il est totalement in-
utile de calculer les limites.
Elles ne servent à rien pour
conclure sur le signe de f . Le
but n’est pas de faire l’étude
complète de la fonction.
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Remarque : Lorsque l’on doit montrer une inégalité, si celle-ci fait intervenir des
puissances, racines, valeurs absolues ou parties entières, on peut essayer d’utiliser les
outils vus dans le chapitre 2. Mais sinon il faut avoir le réflexe de tout passer d’un côté
et de faire une étude de fonction pour déterminer les variations puis en déduire le signe
(cf. exemple ci-dessus).

III Plan d’étude de fonctions
LaEn général, les études de

fonctions sont guidées dans
les sujets de concours.

méthodologie d’étude d’une fonction f : R −→ R est la suivante :
1. On détermine le domaine de définition Df de la fonction f .
2. On cherche à restreindre le domaine d’étude de f en déterminant des propriétés

de symétrie (périodicité, parité).
3. On précise les intervalles de Df sur lesquels f est continue et les intervalles sur

lesquels f est dérivable.
4. On calcule f ′ et on étudie son signe sur chaque intervalle où f est dérivable.

Déterminer l’ensemble des points d’annulation de f ′ ne suffit pas pour
conclure sur le signe de f ′. Pour pouvoir conclure on détermine par exemple

Cela peut être aussi
{x | f ′(x) = 0} ET
{x | f ′(x) < 0} ou en-
core {x | f ′(x) = 0}
ET {x | f ′(x) > 0} ou
encore {x | f ′(x) > 0}
ET {x | f ′(x) 6 0}, etc.
L’important est que les
deux cas traités nous
permettent de conclure en
quels points la dérivée est
nulle, strictement positive
ou strictement négative.

{x ∈ Df | f ′(x) > 0} ET {x ∈ Df | f ′(x) < 0}.
5. On en déduit les variations de f .
6. On étudie les limites aux bords des intervalles de Df .
7. On résume tout cela dans un tableau de variation.
8. On détermine des tangentes en des points particuliers. On cherche d’éventuelles

asymptotes et branches paraboliques (souvent ce sera précisé dans l’énoncé).
9. On trace l’allure de la courbe représentative Cf de f dans un repère orthonormé.

Au préalable on place quelques points particuliers (notamment les réels x tels que
f ′(x) = 0), on trace les éventuelles tangentes et asymptotes que l’on a déterminées
et on place d’autres points intermédiaires pour aider la construction.

IV Fonctions algébriques usuelles
Dans cette partie, nous étudions les propriétés des fonctions définies à l’aide des objets
introduits dans le chapitre 2 : les fonctions puissances entières, polynomiales, rationnelles,
racines, valeur absolue et partie entière.

1) Les fonctions puissances entières

Définition.
Si n = 2, c’est la fonction
carré. Si n = 3, c’est la fonc-
tion cube. Si n = −1, c’est
la fonction inverse.

Si n ∈ Z, alors x 7−→ xn est appelée fonction puissance nième.

a) Cas où n ∈ N

Proposition. Si n ∈ N, la fonction x 7−→ xn est définie sur R. De plus :
• Si n est pair (respectivement impair), alors elle est paire (respectivement impaire)

sur R.
• Si n est impair, elle est strictement croissante sur R. Si n est pair, elle est
strictement décroissante sur R− et strictement croissante sur R+

Les deux premiers points
sont laissés en exercice (ils
écoulent des résultats du
chapitre 2 sur les puis-
sances) et nous montrerons
les autres dans les cha-
pitres 13, 14 et 15 pour une
preuve.

.

• Si n ∈ N∗, lim
x→+∞

xn = +∞ et lim
x→−∞

xn =
{

+∞ si n est pair
−∞ si n est impair

• x 7−→ xn est continue sur R.
• x 7−→ xn est dérivable sur R et

— Si n = 0, sa dérivée est la fonction nulle.
— Si n ∈ N∗, sa dérivée est la fonction x 7−→ nxn−1.
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x

y

0

y = xy = x5

y = x7 y = x3

Cas où n = 2k + 1 avec k ∈ N.

x

y

0

y = x4

y = x6 y = x2

Cas où n = 2k avec k ∈ N∗.

b) Cas où n ∈ Z\N

Proposition.
Les deux premiers points
sont laissés en exercice (ils
écoulent des résultats du
chapitre 2 sur les puis-
sances) et nous montrerons
les autres dans les cha-
pitres 13, 14 et 15 pour une
preuve.

Si n ∈ Z\N, la fonction x 7−→ xn est définie sur R∗. De plus :
• Si n est pair (respectivement impair), alors elle est paire (respectivement impaire)

sur R∗.
• Si n est impair, elle est strictement décroissante sur R∗− et sur R∗+. Si n est pair,
elle est strictement croissante sur R∗− et strictement décroissante sur R∗+.

• lim
x→±∞

xn = 0, lim
x→0+

xn = +∞ et lim
x→0−

xn =
{

+∞ si n est pair
−∞ si n est impair

• x 7−→ xn est continue sur R∗.
• x 7−→ xn est dérivable sur R∗ et sa dérivée est la fonction x ∈ R∗ 7−→ nxn−1.

x

y

0
y = x−3

y = x−5

y = x−1

Cas où n = 2k + 1 avec k ∈ Z\N.

x

y

0
y = x−4

y = x−6

y = x−2

Cas où n = 2k avec k ∈ Z\N.

2) Les fonctions polynomiales et rationnelles

Ces fonctions possèdent de
nombreuses propriétés algé-
briques qui seront étudiées
dans le chapitre 17. Nous
verrons notamment que, si
p ∈ N∗, alors P s’annule au
plus en p réels appelés ra-
cines.

a) Les fonctions polynomiales

Définition. Une fonction P est dite polynomiale si il existe p ∈ N et des réels
a0, a1, . . . , ap, avec ap 6= 0, tels que

∀x ∈ R, P (x) =
p∑

k=0
akx

k = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ apx

p.

On dit que p est le degré de P et que ap est le coefficient dominant de P .
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Proposition.
La somme commence bien à
1 : a0 disparait en dérivant.

La fonction polynomiale P est continue et dérivable sur R et

∀x ∈ R, P ′(x) =
p∑

k=1
kakx

k−1 = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·+ papx

p−1.

Enfin, elle possède les mêmes limites en ±∞ que la fonction x 7−→ apx
p

Cf. chapitres 13, 14 et
15 pour une preuve.

.

Remarque : Si p = 0, on retrouve les fonctions constantes sur R. Si p = 1, on
retrouve les fonctions affines sur R. Si p = 2, on retrouve les trinômes du second degré
(cf. chapitre 2 pour l’étude du signe). Si (a, b, c) ∈ R3 avec a > 0, alorsCela se montre facilement

en écrivant P sous forme ca-
nonique, cf. chapitre 2.

la fonction

P : x 7−→ ax2 + bx + c est strictement décroissante sur
]
−∞ ;− b

2a

]
et strictement

croissante sur
[
− b

2a ; +∞
[
. Si a < 0, c’est le contraire.

b) Les fonctions rationnelles

Définition. Une fonction R est dite rationnelle si elle est le quotient de deux fonc-

tions polynomiales P : x 7−→
p∑

k=0
akx

k et Q : x 7−→
q∑

k=0
bkx

k où p ∈ N, q ∈ N et

a0, a1, . . . , ap, b0, . . . , bq sont des réels tels que ap 6= 0 et bq 6= 0.

L’ensemble RQ est fini, cf.
chapitre 17.

Notons RQ l’ensemble des racines de Q. La fonction R est donc définie sur R\RQ par

∀x ∈ R\RQ, R(x) = P (x)
Q(x) = a0 + a1x+ a1x

2 + · · ·+ apx
p

b0 + b1x+ b1x2 + · · ·+ bqxq
.

Proposition.
Cf. chapitres 13, 14 et
15 pour une preuve.

La fonction rationnelle R est continue et dérivable sur R\RQ. De plus,
elle possède les mêmes limites en ±∞ que la fonction x 7−→ ap

bq
xp−q.

3) Les fonctions racines

SoitOn dit que la fonc-
tion x ∈ R+ 7→ n

√
x

est la réciproque de
x ∈ R+ 7→ xn. Graphi-
quement cela se traduit
par une symétrie des deux
courbes par la première
bissectrice des axes (la
droite d’équation y = x).
Par exemple, pour n = 2,

x

y

00

y =
√
x

y = xy = x2

n ∈ N\{0; 1}. Dans le paragraphe II.2, on a montré que pour tout x ∈ R+, il existe
un unique y ∈ R+ tel que yn = x. Ce réel s’appelle la racine nième de x et on le note
n
√
x ou x1/n.

Définition. Si n ∈ N\{0; 1}, la fonction x 7−→ x1/n = n
√
x est appelée fonction

racine nième.

Proposition. La fonction x 7−→ n
√
x est définie sur R+. De plus, elle est strictement

positive sur R∗+ et strictement croissante sur R+.

 Exercice.

Proposition.
• lim
x→+∞

n
√
x = +∞.

• x 7−→ n
√
x est continue sur R+.

• x 7−→ n
√
x est dérivable sur R∗+ et sa dérivée est x 7−→ x−1+1/n

n
=

n
√
x

nxCf. chapitres 13, 14 et
15 pour une preuve.

.

Exemple : La fonction racine carrée est dérivable sur R∗+ et sa dérivée est la fonction
x ∈ R∗+ 7−→

1
2
√
x
.
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Les fonctions racines sont
définies et continues en 0
mais pas dérivables en 0.

x

y

0

y = 3
√
x

y = 4
√
x

y =
√
x

4) La fonction partie entière

La fonction x 7−→ bxc est définie sur R. On l’appelle fonction partie entière. Elle est
croissante sur R et constante sur chaque intervalle [k ; k + 1[, k ∈ Z.

x

y

0

y = x

y = x− 1

•

•

•

•

•

•

•

•

• y = bxc

5) La fonction valeur absolue

LaPar contre elle n’est pas dé-
rivable en 0.

fonction x 7−→ |x| est définie, paire et continue sur R. On l’appelle fonction valeur
absolue. Elle est strictement décroissante sur R−, strictement croissante sur R+ et

lim
x→+∞

|x| = lim
x→−∞

|x| = +∞.

Elle est dérivable sur R∗+ (respectivement sur R∗−) et sa dérivée est la fonction constante
égale à 1 sur R∗+ (respectivement à −1 sur R∗−).

x

y

0

y = |x|
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V Les fonctions exponentielle et logarithme népérien

1) La fonction exponentielle

Théorème (existence de l’exponentielle).
Il existe de nombreuses fa-
çons de construire cette
fonction, et nous en verrons
une méthode dans le cha-
pitre 24.

Il existe une fonction à valeurs réelles,
définie et dérivable sur R qui vaut 1 en 0 et qui coïncide avec sa dérivée sur R. Cette
fonction est appelée exponentielle et on la note exp. On a donc :
• exp(0) = 1.
• exp est dérivable (donc continue) sur R et exp′ = exp.

Définition. Pour tout x ∈ R, on note aussi ex au lieu de exp(x).

Proposition.
1.

e est un nombre (il s’agit
de exp(1)) et non pas une
fonction. La fonction expo-
nentielle se note exp ou
x 7−→ ex.

exp est strictement positive et strictement croissante sur R.
2. lim

x→−∞
ex = 0 et lim

x→+∞
ex = +∞.

3. lim
x→0

ex − 1
x

= 1.

4. La fonction exp est unique, c’est-à-dire, si f est une fonction dérivable sur R
telle que f ′ = f et f(0) = 1, alors f = exp.

5.
Ces propriétés sont simi-
laires à celles des puissances
entières. C’est précisément
pour cela que l’on note
exp(x) sous la forme ex.

Pour tous x ∈ R, y ∈ R et n ∈ Z,

ex+y = exey, e−y = 1
ey
, ex−y = ex

ey
, enx = (ex)n.

Erreurs à ne jamais faire : exy = exey, exy = ex + ey ou pire ex+y = ex + ey.

Corollaire.
A retenir : « l’exponentielle
transforme les sommes en
produits », cf. chapitre 4.

Si n ∈ N∗ et si x1, . . . , xn sont des réels, alors

exp
(

n∑
i=1

xi

)
=

n∏
i=1

exp(xi).

Théorème (croissances comparées).
Ces limites peuvent se résu-
mer par la phrase « exp(x)
l’emporte sur x » (mais dans
une copie on préférera le
terme de « croissances com-
parées »). Nous les montre-
rons dans le chapitre 13.

lim
x→+∞

ex

x
= +∞, lim

x→+∞
xe−x = 0 lim

x→−∞
xex = 0.

x

y

0

y = exp(x)
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2) La fonction logarithme népérien

LesOn dit que ln est la réci-
proque de exp. Graphique-
ment cela se traduit par une
symétrie des deux courbes
par la première bissectrice
des axes :

x

y

0

y = xy = exp(x)

y = ln(x)

résultats de ce paragraphe seront montrée dans le chapitre 15.

Théorème. Pour tout réel x ∈ R∗+, il existe un unique réel y tel que ey = x. On le
note ln(x). On a donc :
• Pour tous x ∈ R∗+ et y ∈ R, ex = y si et seulement si x = ln(y).
• Pour tout x ∈ R∗+, eln(x) = x.
• Pour tout y ∈ R, ln(ey) = y.

Définition. La fonction x ∈ R∗+ 7−→ ln(x) est appelée logarithme népérien

Proposition.
1. ln est strictement croissante sur R∗+.
2. ln(1) = 0, ln est strictement négative sur ]0 ; 1[ et strictement positive sur

]1 ; +∞[.
3. lim

x→0+
ln(x) = −∞ et lim

x→+∞
ln(x) = +∞.

4. ln est dérivable (donc continue) sur R∗+ et, pour tout x ∈ R∗+, ln′(x) = 1
x
.

5.
En d’autres termes :

ln(1 + u)
u

−−−→
u→0

1

lim
x→1

ln(x)
x− 1 = 1.

6. Pour tous x ∈ R∗+, y ∈ R∗+ et n ∈ Z, ln(xy) = ln(x) + ln(y),

ln
(

1
y

)
= − ln(y), ln

(
x

y

)
= ln(x)− ln(y), ln(xn) = n ln(x).

Erreurs à ne jamais faire : ln(xy) = ln(x) ln(y), ln(x + y) = ln(x) ln(y) ou pire
ln(x+ y) = ln(x) + ln(y).

Corollaire.
A retenir : « le logarithme
transforme les produits en
sommes », cf. chapitre 4.

Si n ∈ N∗ et si x1, . . . , xn sont des réels strictement positifs, alors

ln
(

n∏
i=1

xi

)
=

n∑
i=1

ln(xi).

Théorème (croissances comparées).
Ces limites peuvent se résu-
mer par la phrase « x l’em-
porte sur ln(x) » (mais dans
une copie on préférera le
terme de « croissances com-
parées »). Nous les montre-
rons dans le chapitre 13.

lim
x→+∞

ln(x)
x

= 0 et lim
x→0

x ln(x) = 0.

x

y

0

y = ln(x)
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3) Puissances à exposant réel

a) Définition et propriétés

Soit x un réel strictement positif

Cela nous permet de généraliser la notion de puissance à un exposant réel :

Définition.
On pose aussi usuellement
0α = 0 lorsque α > 0.

Pour tous x ∈ R∗+ et α ∈ R, on note xα = eα ln(x).

Les propriétés usuelles des puissances entières et des racines se généralisent aussi :

Proposition. Nous avons, pour tous réels x > 0, y > 0, α et β,

(xα)β = xαβ, xα+β = xαxβ, xα−β = xα

xβ
, ln(xα) = α ln(x), (xy)α = xαyα

Si x ∈ R∗+, p ∈ Z∗

et n ∈ N\{0; 1}, alors
x

p
n =

(
x

1
n

)p
= (xp)

1
n ,

c’est-à-dire
x

p
n = n
√
xp=( n

√
x)p.

.

Démonstration. On utilise les propriétés de l’exponentielle et du logarithme népérien :

b) Les fonctions puissances généralisées

Définition.
Dans ces fonctions, l’expo-
sant α est fixe et c’est la
base qui varie. En cas de
doute, on revient toujours
à la notation exponentielle.

Soit α ∈ R∗. On appelle fonction puissance d’exposant α la fonction

x ∈ R∗+ 7−→ xα = eα ln(x).

Si α > 0, on pose 0α = 0.

Remarque : La fonction x 7−→ xα est donc définie sur

Mais dans tous les cas, la
notation eα ln(x) n’est auto-
risée que si x > 0.

Proposition. Soit α ∈ R∗.
•

Si n ∈ N\{0; 1}, on retrouve
le fait que x 7→ n

√
x = x1/n

est dérivable sur R∗+ et
sa dérivée est la fonction
x 7−→ 1

n
x−1+1/n.

Si α > 0, alors x 7−→ xα est continue et strictement croissante sur R+.
Si α < 0, alors x 7−→ xα est continue et strictement décroissante sur R∗+.
• Si α > 1, alors x 7−→ xα est dérivable sur R+ et sa dérivée est x 7−→ αxα−1.
Si α < 1, alors x 7−→ xα est dérivable sur R∗+ et sa dérivée est x 7→ αxα−1.
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Démonstration. Donnons-nous α ∈ R et notons pα : x ∈ R∗+ 7−→ xα.

Nous reverrons la dérivée
d’une composée dans le cha-
pitre 15 et limites de com-
posées dans le chapitre 13.

On obtient facilement les li-
mites suivantes par compo-
sition en revenant à la nota-
tion exponentielle :
• Si α > 0 alors xα −−−→

x→0
0

et xα −−−−−→
x→+∞

+∞.
• Si α < 0 alors xα −−−→

x→0
+∞ et xα −−−−−→

x→+∞
0.

x

y

0

y = xα, α > 1 y = xα, α = 1

y = xα, 0 < α < 1

y = xα, α = 0

y = xα, α < 0
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c) Les fonctions exponentielles de base a

Définition.
L’erreur classique est
de confondre x 7→ ax

avec a 7→ ax et d’affir-
mer que sa dérivée est
x 7→ xax−1. Retenons le
principe suivant : quand
la puissance est variable,
on revient à la notation
exponentielle.

Pour tout a ∈ ]0 ; +∞[, la fonction x 7−→ ax = ex ln(a) est appelée fonction
exponentielle de base a.

Proposition. Soit a ∈ R∗+. La fonction x 7−→ ax est :

• définie, continue et dérivable sur R. Sa dérivée est

• strictement croissante sur R si a ∈ ]1 ; +∞[, strictement décroissante sur R si
a ∈ ]0 ; 1[ et constante si a = 1.

 Exercice.

VI Les fonctions trigonométriques
Les résultats de cette partie découlent de considérations géométriques et du chapitre
précédent.

1) La fonction sinus

On peut s’aider d’un des-
sin pour s’en rappeler. Par
exemple, lorsqu’on passe de
−π/2 à π/2, on voit bien
que l’ordonnée du point cor-
respondant sur le cercle aug-
mente.

Proposition. La fonction sin est définie sur R. De plus elle est :
• impaire et 2π-périodique sur R.
• minorée par −1 et majorée par 1 sur R.
• strictement croissante sur

[
−π2 ; π2

]
et strictement décroissante sur

[
π

2 ; 3π
2

]
.

• strictement positive sur ]0 ;π[ et strictement négative sur ]−π ; 0[.

Remarque : On obtient les variations et le signe de sinus sur R modulo 2π.πZ désigne l’ensemble des
réels qui s’écrivent sous la
forme kπ avec k ∈ Z.

En particulier :
• sin(x) > 0 si et seulement si il existe k ∈ R tel que x ∈ ]2kπ ;π + 2kπ[.
• sin(x) 6= 0 si et seulement si il existe k ∈ R tel que x ∈ ]kπ ; (k + 1)π[.
• sin(x) = 0 si et seulement si x ∈ πZ.

Proposition.
Cf. chapitres 13 et 15 pour
une preuve.

La fonction sin est continue et dérivable sur R. De plus, sin′ = cos.

Corollaire. sin(x)
x
−−−→
x→0

1
Nous présentons cette limite
comme un corollaire mais en
fait c’est plutôt cette limite
qui nous permettra, dans le
chapitre 15, de montrer que
sin′ = cos.

.

Démonstration.

La tangente en 0 est la
droite d’équation y = x.

x

y

0
•

−π2

•
π

2

•
−π

•
2π

•2π•
π

•
−1

•
1

y = sin(x)
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2) La fonction cosinus

Proposition. La fonction cos est définie sur R. De plus elle est :
• paire et 2π-périodique sur R.
• minorée par −1 et majorée par 1 sur R.
• strictement décroissante sur [0 ;π] et strictement croissante sur [−π ; 0].
• strictement positive sur

]
−π2 ; π2

[
et strictement négative sur

]
π

2 ; 3π
2

[
.

Remarque :π

2 + πZ désigne l’ensemble
des réels qui s’écrivent sous
la forme π2 +kπ avec k ∈ Z.

On obtient les variations et le signe de cosinus sur R modulo 2π. En
particulier :

• cos(x) > 0 si et seulement si il existe k ∈ R tel que x ∈
]
−π2 + 2kπ ; π2 + 2kπ

[
.

• cos(x) 6= 0 si et seulement si il existe k ∈ R tel que x ∈
]
−π2 + kπ ; π2 + kπ

[
.

• cos(x) = 0 si et seulement si x ∈ π2 + πZ.

Proposition.
Cf. chapitres 13 et 15 pour
une preuve.

La fonction cos est continue et dérivable sur R. De plus, cos′ = − sin.

Corollaire. 1− cos(x)
x

−−−→
x→0

0.

Démonstration.

x

y

0
•
−π2

•
π

2

•
−π

•
π

•
−2π

•
2π

•
−1

•
1

y = cos(x)

3) La fonction tangente

Proposition. La fonction tan est :
• impaire et π-périodique sur R.
• lim
x→(−π2 )+

tan(x) = −∞ et lim
x→(π2 )−

tan(x) = +∞.

 Exercice.

Proposition. La fonction tan est continue et dérivable sur R\
(
π
2 + πZ

)
et

.

Démonstration.
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Proposition. La fonction tan est

• strictement croissante sur
]
−π2 ; π2

[
.

• strictement positive sur
]
0 ; π2

[
et strictement négative sur −

]π
2 ; 0

[
.

Démonstration.Dans le chapitre 15, nous
verrons une dernière fonc-
tion usuelle appelée Arctan
et qui est la réciproque
de tan sur l’intervalle]
−π2 ; π2

[
.

x

y

0−π2

•
π

2

•
−3π

2

•
3π
2

•

y = tan(x)

VII Représentation graphique de fonctions avec Python
Au préalable, il nous faut importer des bibliothèques de commandes :
• la bibliothèque numpy qui contient des implémentations des fonctions usuelles et

une multitude de commandes qui permettent de manipuler des tableaux de nombres
(on y reviendra). Pour l’importer on utilise l’instruction suivante :

import numpy as np

• la bibliothèque matplotlib.pyplot qui permet de réaliser des représentations
graphiques. Pour l’importer on utilise l’instruction suivante :

import matplotlib.pyplot as plt
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1) Les fonctions usuelles en Python

LesLa commande int(a) ne
renvoie pas la partie entière
de a si a est réel négatif
non entier, contrairement à
np.floor(a).

fonctions exp, ln, sin, cos, racine carrée, valeur absolue et partie entière sont implé-
mentées en Python respectivement par np.exp, np.log, np.sin, np.cos,np.sqrt,
np.abs et np.floor.

log désigne le logarithme népérien pour Python (c’est la convention anglo-saxonne).

Ces fonctions peuvent s’appliquer à des variables numériques ou vectoriellement (à des
listes) coordonnée par coordonnée.

Par exemple np.log(np.e) renvoie 1.0On peut aussi les appliquer
à des tableaux multidimen-
sionnels (on y reviendra).

.
La commande np.sin([0,np.pi,np.pi/2]) renvoie array([0.0,0.0,1.0]).

Remarques :
• Si x ∈ Dtan est implémenté en Python par x, alors np.sin(x)/np.cos(x) renvoie
(une approximation de) tan(x)On peut aussi utiliser

np.tan(x) mais cette
commande n’est pas
exigible.

.
• Si x ∈ R+ et n ∈ N\{0; 1} sont implémentés en Python par x et n, alors x**(1/n)

renvoie (une approximation de) n
√
x.

2) Relier des points du plan

Considérons des points du plan dont on connaît les abscisses et les ordonnées, disons
A1(x1, y1), A2(x2, y2), . . . , An(xn, yn)On peut aussi tracer des

fonctions en escalier avec
plt.step() mais cette
commande n’est pas offi-
ciellement au programme.
Toutefois on l’utilisera dans
TP no 9 pour tracer des
fonctions de répartitions.
Avec les points de l’exemple
ci-contre cela donnerait

−4 −2 0 2 4 6

−2

0

2

4

. On implémente ces points en Python en mettant
x1, . . . , xn dans une liste ou un vecteur X et y1, . . . , yn dans une liste ou un vecteur Y.
Alors
• np.plot(X,Y) relie les points A1, A2, . . . , An (dans cet ordre).
• plt.show() affiche la représentation graphique. Cette commande doit être mise à

la toute fin (après avoir appelé différents plt.plot et ajouté d’éventuelles options).

Exemple :

1 impor t ma t p l o t l i b . p yp l o t as p l t
2 X=range (−4 ,8)
3 Y=[3 ,2 , −1 ,4 ,3 ,4 ,2 ,2 ,0 ,2 , −2 ,0 ]
4 p l t . p l o t (X,Y)
5 p l t . show ( )

−4 −2 0 2 4 6

−2

0

2

4

3) Options de tracé

Les commandes de ce paragraphe ne sont pas au programme. Il est inutile le jour des
concours de mettre de la couleur à des courbes, des légendes, etc. Mais en TP, on les
utilisera ne serait-ce que pour différencier les tracés lorsqu’on en superpose.
• Il est possible de préciser la couleur, le style de ligne et de symbole en ajoutant
une chaîne de caractères en option dans la commande plt.plot :
— pour la couleur : b (bleu), g (vert), r (rouge), c (cyan), m (magenta), y (jaune),

k (noir), w (blanc).
— pour le style : - (ligne continue), – (tirets), : (ligne en pointillé), -. (tirets

points).
— pour les symboles : . (point), , (pixel), o (cercle), v (triangle bas), ∧ (triangle

haut), < (triangle gauche), > (triangle droit), s (carré), p (pentagone), h
(hexagone), d (diamant), D (gros diamant), * (étoile), + (plus), x (croix), etc.

Par exemple plt.plot(X,Y,’r–*’) affiche la courbe avec des étoiles rouges
à chaque point et les relie en pointillés rouges.
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• Pour afficher une légende à une courbe, on ajoute l’option
label(’Légende_courbe’) à l’intérieur de la commande plt.plot qui trace
la courbe, où ’Légende_courbe’ est une chaîne de caractères contenant la lé-
gende. Ensuite on place la commande plt.legend().
• Pour afficher un titre à une fenêtre graphique, on ajoute la commande

plt.title(’Titre_graphique’) où ’Titre_graphique’ est une chaîne de
caractères contenant le titre.
• Si on fait appelle plusieurs fois à la commande plt.plot, les courbes successives
seront tracées dans la même fenêtre. Si on veut changer de fenêtre, on utilise
la commande plt.figure(). Dorénavant les tracés se feront dans une nouvelle
fenêtre (la même tant qu’on ne fait pas appel de nouveau à plt.figure()).

Exemple :
1 X=range (−4 ,8)
2 Y=[3 ,2 , −1 ,4 ,3 ,4 ,2 ,2 ,0 ,2 , −2 ,0 ]
3 p l t . p l o t (X,Y, ’m−.D ’ , l a b e l= ’ courbe1 ’ )
4 p l t . p l o t (Y,X, ’ g:+ ’ , l a b e l= ’ courbe2 ’ )
5 p l t . l e g end ( )
6 p l t . t i t l e ( ’Un exemple de t r a c é p e r s o n n a l i s é ’ )
7 p l t . show ( )

−4 −2 0 2 4 6

−4

−2

0

2

4

6

Un exemple de tracé personnalisé

courbe1
courbe2

4) Tracer le graphe d’une fonction de R dans R

Tracer la courbe représentative d’une fonction sur un intervalle, revient à tracer une
infinité de points. Or il n’est évidemment pas possible pour un ordinateur de réaliser une
infinité d’instructions. L’approche de Python pour tracer une courbe est de représenter
un nombre fini de points et de les relier par une ligne continue. La puissance de calcul
des ordinateurs permet de considérer un très grand nombre de points et d’obtenir ainsi
une très bonne approximation de la courbe par une ligne brisée dont les abscisses sont
très proches afin de donner l’illusion de courbe.
Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur [a ; b] avec a et b deux réels tels que
a < b. Supposons que l’on ait implémenté a, b, f en Python par a,b,f respectivement.
Représenter graphiquement le graphe de f sur [a ; b] consiste en essentiellement trois
étapes :
• On « discrétise » l’intervalle [a ; b] en un grand nombre de points régulièrement
espacés (disons n avec, en généralX contient donc un tableau

unidimensionnel contenant n

nombres régulièrement espa-
cés entre les réels a et b.

, n=1000 ou 10000) via la commande

X=np.linspace(a,b,n)

Il s’agit du vecteur des abscisses.
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• On crée le vecteur des ordonnées qui contient les images de tous les points du
vecteur X par la fonction f via la commande Y=[f(x) for x in X].
• Enfin, on trace la courbe via la commande plt.plot(X,Y) puis on l’affiche avec
plt.show()La commande Y=f(X) fonc-

tionne aussi à condition
que la fonction soit com-
patible vectoriellement. Si
ce n’est pas le cas il suf-
fit d’utiliser la commande
f=np.vectorize(f) mais
on sort du cadre du pro-
gramme.

.

Exemple : Représentons la fonction x 7−→ x sin(x)
1 + x2 sur [−20 ; 20] en rouge :

1 de f f ( x ) :
2 r e t u r n x∗np . s i n ( x ) /(1+x ∗∗2)
3 X=np . l i n s p a c e ( −20 ,20 ,1000)
4 Y=[ f ( x ) f o r x i n X]
5 p l t . p l o t (X,Y, ’ r ’ )
6 p l t . show ( )

−20 −10 0 10 20

−0.2

0

0.2

0.4

Il y un cas particulier à connaître : celui consistant à tracer une droite. Un premier
réflexe serait d’implémenter une fonction affine en Python puis d’effectuer la démarche
précédente. Cela serait ultra fastidieux : pour tracer une droite, il suffit de relier deux
points. Ainsi, si c et d sont deux réels implémentés en Python par c et d respectivement,
• la commande plt.plot([a,b],[c,d]) trace la droite passant par les points de
coordonnées (a, c) et (b, d)i.e. la droite d’équation

y = d− c
b− a (x− a) + c.

.
• la commande plt.plot([a,b],[c,c]) trace la droite d’équation y = c. Cela est

particulièrement pratique pour visualiser la convergence d’une suite (cf. paragraphe
suivant) ou tracer une asymptote horizontale.
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