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Matthias Gorny

Chapitre 4

Sommes et produits de réels

Si I = [p;n] avec p et
n des entiers naturels tels
que p < n, alors on note

aussi (Z;)p<i<n la famille

(xi)iGIIp in] -

Si I = [p;n], on note aussi

max x; et min x;.
pLisn p<isn

N

n
La notation Zw, (resp.

i=p
n

Hml) se lit « somme (resp.

i=p
produit) des x; pour 7 allant
depann».

On dit que p et n sont les

bornes de la somme (resp.

du produit).

| Résultats généraux sur les sommes et produits de réels

1) Famille finies de réels

Définition (familles finies de réels). Soit I une partie finie de N. On appelle famille
de nombres réels indexée par I la donnée, pour chaque entier naturel i de I, d’un unique
nombre réel x;. On la note (x;);cr. L'ensemble I est appelé ensemble des indices de la
famille.

Exemples :

Remarques :

e Si I est non vide et finie, I'ensemble A = {z;|i € I} admet un maximum et un

minimum et on note souvent max x; et min z; au lieu de max A et min A.
iel icl

e L'indice ¢ est muet et donc : par exemple.

2) Notations > et []

Définition. Soit n € N. Si zq, x1,...,x, sont n + 1 réels, on note

n
Z:cizmo—i-:cl-l-”-—i-a:n_l—i-xn et

n
H:ci =20T1...Tn_1Tn-
=0 =0

Sip € [0;n], on note

n
Z$i:$p+$p+1+"'+xn_1+wn et

n
Hazi = TpTp41---Tp—1Tn-
i=p i=p

Plus généralement, si (x;);cy, est une famille de nombres indexée par une partie finie I

de N, on note sz (resp. Hxl ) la somme (resp. le produit) de tous les nombres de
i€l i€l

|fa famille.

Exemples :




L'ensemble I doit é&tre fini.
Si ce n'est pas le cas, alors la
somme et le produit ne sont
pas bien définis en toute gé-
néralité (il faut des condi-
tions supplémentaires sur les
z;, @ € N). Si I =N, alors
on parle de série pour dési-
gner la somme (nous verrons

cela au deuxiéme semestre).

Remarques :

e Si I = &, on adopte les conventions sz =0et le = 1.
icl icl
e Dans la notation Z (resp. H) I'indice 7 est une variable muette (on peut donc la
icl iel

remplacer par une autre variable... attention cependant a ne pas la remplacer par
une variable déja utilisée, comme p et n ici). Chaque indice ¢ n'apparait qu'une
seule fois dans la somme (resp. le produit). De plus la commutativité de I'addition
(resp. la multiplication) dans R fait qu'il n'est pas nécessaire de préciser |'ordre
dans lequel on effectue la somme.

L'indice ¢ n'existe que dans la somme (resp. le produit). Ainsi le résultat ne
dépend en aucun cas de l'indice. De plus il ne faut jamais introduire I'indice (sinon
on le fixe; or il varie dans la somme).

n n
e llya termes dans la somme Z:z:Z (resp. dans le produit chl)
1=p 1=p

e Siz €R, alors

3) Premiéres sommes usuelles

Dans le chapitre 1, nous avons montré (par récurrence) :

n
Théoréeme (Somme des premiers entiers). Pour tout n € N, Z k=
k=0

n(n+1)
—

Les sommes des premiers carrés et des premiers cubes ne doivent plus étre connue par
coeur dans le nouveau programme. Pour tout n € N, il s'agit de

n

Zkgzn(n—i-l)(Qn—i—l) ot Zn:k3:<n(n+1)>2.
k=0

6 2
k=0

Elles sont si utiles et si classiques qu'il faut absolument savoir les redémontrer sans erreur
si le sujet le demande. On procéde par récurrence :




(Théoreéme (sommes géométriques). Siz € R et n € N, alors

- n+1 si x=1
Dot =4 1 g
k=0 =

1—=x

. J

sinon.

DEMONSTRATION.

4) Propriétés de la somme et du produit

Les propriétés suivantes se montrent par récurrence sur le nombre d'éléments d'ensemble
des indices de la somme, en utilisant les propriétés de I'addition et du produit de nombres
et la compatibilité avec les inégalités. Nous les laissons en exercice.

rProposition. Soient (x;)icr et (yi)icr deux familles finies de réels.

e Factorisation : Si A € R, alors Z(Ax,) =A Zmz
iel i€l

e Linéarité : Z(acZ +y;) = sz + Zyi.

iel iel i€l




e Sommation par paquets : Si I = J U K avec J N K = @, alors
I S 3
iel icJ ieK

e Relation de Chasles : Si I = [p;n] avec p < n, alors

n m n
Vm € [p;n], in:in—k Z z;.
i=p i=p

i=m-+1

e Sipour touti € I, x; < y;, alors le < Zyl
el el
Si, de plus, il existe ig € [1;n] tel que x;, < y,,, alors Z my < Z Ui
i€l el
e [négalité triangulaire : ZCL‘Z < Z | ;]
icl icl

- J

Remarque :

e La plupart des sommes usuelles du cours « commencent a 0 ». Lorsqu’on rencontre
une somme pour laquelle ce n'est pas le cas, un grand classique (qui découle de la
relation de Chasles) est de la faire démarrer a 0 en ajoutant (et donc en enlevant)
les termes manquants :

Par exemple, sin € N\{0, 1},

Il' manque les deux premiers
termes. Réflexe : on les

ajoute a la somme et on les

enléve.
Plus généralement, si n et p sont des entiers naturels tels que p < n et si
Ici il manque les termes de x € R\{l},
rangs 0 a p — 1 (attention
pas p).

° & Pour utiliser la linéarité, i.e. transformer |I'addition de deux sommes en une
seule somme, il faut bien vérifier que les deux sommes ont les mémes bornes. Sinon
on commence d'abord par s'y ramener quitte a ce qu'il reste quelques termes dans
I'addition en dehors de la somme.

Par exemple

e L'exemple le plus classique de sommation par paquet est de séparer la somme en
la somme des termes pairs et la somme des termes impairs.

Par exemple

Cette derniére formule n'est
pas au programme mais il

faut savoir la retrouver.



Il ne soit rester aucune trace

de l'indice d'origine.

On inverse bien ¢ — p et
q—mn car on préfére mettre la
borne inférieure de la somme

en dessous.

rProposition. Soient (x;)icr et (y;)icr deux familles finies de réels.
e Sin € N (ousin € Z\N et tous les z;, i € I, sont non nuls), alors
n
[+t - (IT=) -
iel iel

e Si)\cRR, alors HO‘“TZ) =\ (H JJZ> ol q désigne le nombre d'éléments de 1.
iel icl

o T[ww) - (m) (Hy) et |[Tos| = [ o

iel i€l iel i€l
e Sipourtouticl, 0 < Yi, alOrSH%‘éH,%’-
i€l i€l

5) Changement d’indice

En fait il y a plusieurs facons d'écrire une somme. Par exemple :

et donc

On parle de changement d'indice. Il s'agit simplement d'une renumérotation des termes
sommés. En toute généralité, il y a trois types possibles de changement d'indices :

\

Proposition. Soient p, n et q des entiers naturels tels que p < n. Soit (x;)p<i<n une
famille de réels. Nous avons

\ J

Remarque : |l est fortement conseillé de toujours vérifier un changement d'indice a I'aide
du premier et du dernier terme. Pour ne pas se tromper, on peut écrire ce que donne le
changement d'indice sur les inégalités p < ¢ < n:

e Sionposei=Fk—gq(i.e. k= q+1i) alors, lorsque i varie de p a n, k varie de

g+paqg+n.

e Sion pose i =k+q (i.e. kK =1— q) alors, lorsque i varie de p a n, k varie de
p—qan—q.

e Sionposei=q—k (i.e. k= q—1i) alors, lorsque i varie de p a n, k varie de
q—naq—p.



Exemples :

e Soit n € N. Calculons Z(n —j+ 12
j=1

On pourrait penser a
d’autres types de change-
ment de variables, mais tous
ne sont pas autorisés. Par
exemple le changement de
variables k = 2i est interdit e Sionposek=1—1,j=i+1etl=8—1, alors
(car 2¢ ne ne parcourt
que des entiers pairs, alors
qu’un indice de somme 1
prend toutes les valeurs
d’entiers entre les bornes
de la somme, y compris
les impairs)... a moins que

les termes de rang impairs

soient nuls.

6) Sommes et produits télescopiques

N

Proposition (somme télescopique). Soient p et n des entiers naturels tels que p < n.

DTautres sommes té- . . ,
Soit (Y )p<k<n+1 une famille de réels. Alors

lescopiques : lorsque

(Yk)p—1<k<n+1 €St une une

. 7 n
famille de réels,

> Wkt1 — Yk) = Ynt1 — Yp-
k=p

n

> Wk —yrs1) = Yp—Ynt1
k=p

On dit qu'il s’agit d’une somme télescopique.

n

(Yk—Yk—1) = Yn—Yp—1-  DEMONSTRATION. Preuve informelle :
k=p

On peut faire la méme Preuve formelle :

chose avec des produits
télescopiques : lorsque
(Yk)p—1<k<n+1 €st une une
famille de réels non nuls,

n

H Yr+1 _ Yn+1
Yk

kep Yp

ﬁ Y _

iy YR Ynal Exemples :
ﬁ Ye—1 _ Yp—1

k=p Yk Yn O




7) Transformer des produits en sommes

Une des raisons qui pousse a s'intéresser davantage aux sommes qu'au produits dans ce
cours et que |'on peut transformer des sommes en produits « assez facilement » .

Nous reverrons bientot les fonctions logarithme et exponentielles. Elles permettent de
faire le lien entre somme et produit dans le cas réel strictement positifs : si (x;);cs est
une famille finie de réels strictement positifs, alors

Apreés calcul, il suffit de repasser a I'exponentielle.

Il  Factorielles et coefficients binomiaux

1) Factorielle d’'un entier

% ) . Définition. Soit n € N*. On appelle factorielle de n, et on note n!, le produit des
oici les premiéres valeurs

des factorielles :

1!
2!
3!
4!
5!
6!
7!
8!
9!
10!
11!
12!

1

2

6

24

120

720

5040
40320
362880
3628800
39916800
479001600

Il faut connaitre au moins

les six premieres.

n
entiers de 1 a n, c'est-a-dire n! = Hz On pose 0! = 1.

i=1

Remarques :
o Pour tout n € N, n! se lit « factorielle n ».
e Nous avons 0! =1 et :
— pour tout n € N*, nl =n x (n— 1)
— pourtoutn €N, (n+ 1) =(n+1) xnl
e Pour passer de 3! a 2! on divise par 3, puis pour passer de 2! a 1! on divise encore

par 2, donc pour passer de 1! a 0!, il est naturel de vouloir diviser par 1 et on
obtient alors 0! = 1. Par conséquent la convention 0! = 1 est naturelle.

e Soit n € N*,
— Exprimons le produit des nombres pairs de 2 a 2n a I'aide de factorielles.




Cos deux derniers résultats — Exprimons le produit des nombres impairs de 1 a 2n+1 a I'aide de factorielles.

sur le produits des pairs
et des impairs ne sont pas
a connaitre par cceur. Ce
sont des immenses clas-
siques qu'il faut savoir re-

faire.

2) Coefficients binomiaux

Lpr s n n!
Définition. Pour tousn € N et p € [0;n], on note ( ) =— ‘
_ _ p) pln—p)
Ce nombre se lit « p parmi n ».
Sip>2,0na
Pour cette deuxiéme for- p=
. n nn—1)...(n—p+1)
mule, on commence a for- = ' .
mer n! mais on s'arréte dés | p L )
que le produit contient p Remarques :
nombre autant de termes n
que le produit au dénomina- o Les entiers ( ) 0 < p < n, sont appelée les coefficients binomiaux.
p

teur qui se trouve étre p!. N P , . N . .
e La deuxiéme formule de la définition s'obtient a partir de la premiére en remarquant

que

C'est plutdt cette formule que I'on utilise dans la pratique lorsque I'on veut calculer
des coefficients binomiaux. La premiere formule formule de la définition est a
réservée pour les raisonnements théoriques.

. P . . n
e Nous verrons dans le chapitre Compléments de combinatoire, que ( ) est le

nombre de chemins réalisant p succes pour n répétitions dans un arbre binaire,
mais aussi le nombre de fagons de choisir p éléments (distincts) parmi n éléments
(distincts).

Exemple :

'Proposition. Soit n et p deux entiers naturels tels que p < n.
()= (6)-
n 0
Sin € N*, alors ( " ) = <n> =n.
n—1 1

°
n n(n—1
e Sin e N\{0;1}, alors < ) = n(n —1)
Cette formule est appelée 2 2
non officiellement « formule n n
du chef ». On verra pourquoi ° P - n—p !
dans le chapitre 10. n n—1
oSipeN*,alorsp(>:n< >
P p—1



On étend souvent la défini-
tion en posant : =0

lorsque n € N et

p ¢ [L;n]

la formule de Pascal

Dans ce
cas,
est vraie pour tous entiers

naturels n et p.

-1 -1
e Formule de Pascal : si1 < p <mn, alors <n> = (n > 4 (n >
p p—1 p

S

DEMONSTRATION.

Par récurrence (sur n) utilisant la formule de Pascal, on obtient :

Corollaire. Sin et p sont deux entiers naturels tels que p < n, alors ( > e N. ]
p

~~ HEXERCICE.

3) Formule du bindme de Newton

Théoréme (Formule du bindme de Newton). Soient = et y deux réels. Pour tout
entier naturel n, nous avons

(z+y)" = ki:o <Z> ghyk = i <Z> gk

k=0

DEMONSTRATION. Nous reportons la preuve au chapitre 10... vous n'étes pas encore
préts ! O

Remarques :




L'ensemble des couples d'en-
tiers naturels est noté N2

Si (x;)ier est une famille de
nombres réels indexée par
une partie finie I de N, alors

on dit que la somme E T;
i€l
des éléments de la famille

est une somme simple.

Il Sommes doubles et inversion de sommes

1) Notion de somme double

Définition. On appelle couple d’entiers naturels, la donnée de deux entiers naturels x
et y dans cet ordre. On le note (x,y).

J

Définition. Soit A une partie finie de N%. On appelle famille de nombres réels indexée
par A la donnée, pour chaque couple d’entiers naturels (i, j) de A, d'un unique nombre
réel x; j. On la note (; ;) (i j)eA-

On note Z x;,j la somme des éléments de la famille. On dit qu'il s’agit d’une somme
(i.j)eA
double.

S J

Exemple : Soit n € N*. Pour tous i et j dans [1,n], notons z;; = 3ij.

2) Le cas d’'un domaine rectangulaire

Supposons que A = {(1,7) € N>|m <i < n, p<j<q}avec m, n, p et ¢ des entiers
naturels tels que m < n et p < q.
On note alors (z;;) m<i<n au lieu de () (; j)ea et Z x;; au lieu de Z T ;.

P<I<q m<i<n (i,j)€A
PISq

Sim = p et ¢ = n, on note aussi (z; j)p<i j<n Pour la famille et g x;,; pour la
somme. SIS

On peut ranger les éléments de la famille dans un tableau :

J
i p p+1 o g—1 q
m Tm,p Tm,p+1 T Tm,q—1 Tm,q
m+1 Tm+1,p Lm+1,p+1 e Tm+1,q—1 Lm+1,q
n—1 Tn—1,p Tn—1,p+1 e Tn—1,q—1 Tn—1,q
n Ln,p Ln,p+1 T Tn,qg—1 Tn,q

10



Pour sommer les éléments de la famille (c'est-a-dire les éléments du tableau ci-dessus),
on peut décider de
e sommer d'abord chaque ligne puis prendre la somme de tous les résultats. Cela
donne :

e ou bien sommer d'abord chaque colonne puis prendre la somme de tous les résultats.
Cela donne :

Résumons cela :

) Théoréme (de Fubini). Nous avons
Le nombre de termes interve-

nant dans cette somme est

n q q n
égal au nombre de termes
¢ Y D= Y wmi=) | D @i
dans le tableau. Il y en a = = m<i<n = =
(n—=—m+1)(g—p+1) puis- P<I<q

\

qu'il s’agit d'un tableau a

n—m-+1lignesetq—p+1 Exemples :
colonnes. e Soit n € N*. Pour tous i et j dans [1,n], notons z;; = 3ij.
6 Gt o che 8 (o e (développement/factorisation) Si Ty, ..., %n,Yp, - .,Yq Sont des réels, alors

ce qu'il n’a pas dit : I'égalité
suivante est complétement

fausse ! .
g LiYj =

> wwi= (D =) (v P<i<q

i=1 i=1 i=1

(il suffit de remarquer que

T1@2 +Y1y2 n'est pas égal En particulier, sim = p = 1 et q = n alors Z Ty =
T1T2+x1Y2+Y1T2+Y1y2 = 1<i,j<n
(z1+22) X (y1 +y2) en gé-

néral).

11



Combien y a-t-il d'éléments
dans cette somme ? Autant
que dans le tableau : 1 sur
la premiere colonne, 2 sur la
deuxiéme, 3 sur la troisieme,
etc., n sur lan®™e. Il y en a
donc

N n(n+1)
S Ao
k=1

Moyen = mnémotechnique
pour retrouver la formule
n n
Z = ZZ (c’est
PSISISN i=p j=1i
analogue pour I'autre) :

o Pour la somme extérieure,
qui ne peut surtout pas
dépendre de j (sinon
c’'est une erreur grave

J ne peut pas exister
en dehors de la somme
intérieure puisque c’est
son indice de sommation),
on « efface j < » et il reste
p < i< n. Ainsiivadep
an.

e Un fois ¢ fixé, on voit que
1< j<n. Ainsijvadea

n dans la somme intérieure.

3) Le cas d’'un domaine triangulaire
a) Somme des termes sur-diagonaux

Supposons que A = {(i,7) € N?|p < i < j < n} avec p et n des entiers naturels tels
que p < n. On note alors (; ;) p<i<j<n au lieu de () (; j)ea et

E Tij au lieu de E Tij-
PISISN (i,5)€eA

On peut ranger les éléments de la famille dans un tableau :

; J p p+1 e k e n—1 n
p Tpp | Tpptl e Lp,k e Lp,n—1 Lp,n
p+1 Tp41,p+1 T LTp+1,k T LTp+1,n—1 Tp+i,n
k LTk,k s Tkn—1 Tk,n
n—1 Tp—1,n—1 Tn—1,n
n Tn,n

Pour sommer les éléments de la famille (c'est-a-dire les éléments du tableau ci-dessus),
on peut décider de
e sommer d'abord chaque ligne puis prendre la somme de tous les résultats. Cela
donne :

e ou bien sommer d'abord chaque colonne puis prendre la somme de tous les résultats.
Cela donne :

Résumons cela :

Théoreme (de Fubini). Nous avons

n n n J
2\ 2w = 2 wma=) | 2w
i=p \ Jj=t PpISIEN J=p \=p
n n .
Exemple : Calculons S,, = Z Z 3
=1 j=i J

12



b) Somme des termes sur-diagonaux stricts

Supposons que A = {(i,j) € N?|p <i < j < n} avec p et n des entiers naturels tels

Combien y a-t-il d'éléments dUE P < 7. On note alors (z;,5)p<i<j<n au lieu de (mi,j)(i,j)eA et

dans cette somme ? Autant )
que dans le tableau : 1 sur la § , Li,j au lieu de E : Li,g-
deuxiéme colonne, 3 sur la p<i<j<n (i,5)eA

deuxieme, 4 sur la troisiéme,

etc., m— 1 sur la nieme, ||y~ On peut ranger les éléments de la famille dans un tableau :

en a donc -
_— . TN p | pr1 | p+2 |- k E+1 |- | n-1 n
b — n(n —1) i
—0 - 2 ’
o p Lp,p+1 Lp,p+2 T Lp,k Lp,k+1 T Lp,n—1 Tp,n
p+1 Tp+1p+2 | 0 | Tptlk | Tprik+1 | 0 | Tprin—1 | Tptin
k-1 Th—1k | Thelk+1 | ~°° | Th=ln—1 | Th=1,n
k Tl k41 e Thn—1 Thon
n—2 Tpn—2,n—1 Tn—2n
n—1 Tn—1,n
n

Pour sommer les éléments de la famille (c'est-a-dire les éléments du tableau ci-dessus),
on peut décider de
e sommer d'abord chaque ligne puis prendre la somme de tous les résultats. Cela
donne :

e ou bien sommer d'abord chaque colonne puis prendre la somme de tous les résultats.
Cela donne :

13



Moyen  mnémotechnique
pour retrouver la formule
n j—1
Z = Z Z (c’est
pLi<j<n j=p+1i=p
analogue pour I'autre) :

o Pour la somme extérieure,
qui ne peut surtout pas
dépendre de i (sinon c’est
une erreur grave : i ne
peut pas exister en dehors
de la somme intérieure
puisque c’est son indice
de sommation), on « efface
<inetil restep<j<n,
i,e.p+1<j<n Ainsi j
vadep+1an.

e A j fixé, on voit que

pLi<j,iep<e<j—1.

Ainsi ¢ vade pa j — 1 dans

la somme intérieure.

Résumons cela :

Théoréeme (de Fubini). Nous avons

n—1 n n j—1
2|\ 2w = 2 wa= ) (X
i=p \Jj=ti+1 p<i<j<n Jj=p+1 \i=p
Exemples :
e Soit n € N\{0,1}. Calculons Z ij de deux maniéres.

1<i<j<n

14



(développement du carré d'une somme) Si x1, ..., x, sont des nombres réels, alors

15



IV  Calculs de sommes et de produits avec Python

Le but de ce paragraphe est de calculer des valeurs approchées avec Python d’une somme

Zui ou d'un produit HUZ d'une famille de réels (u;);er indexée par un ensemble

il icl

fini I dans le cas ou I'on connait explicitement les termes que I'on somme ou que |'on
%us verrons dans le cha- Multiplie. Comment faire?

pitre 7, comment sommer ou e On code la famille I en une liste Python I. En général :

multiplier les termes d’une — sin € N* et I = [0;n], on prend I=range (n+1).

iteYuEtini . ) .
suite derinie par recurrence — sine N* et I — [[1 7n]], on prend I=range(1,n+1).

— si m et n sont des entiers relatifs tels que m < n et si I = [m;n], on prend
I=range(m,n+1).

Bien siir I peut étre quelconque (fini) mais, en général, soit on arrive a se ramener a

I'un des cas précédents soit on construit I a la main (lorsqu'il y a peu d'éléments).

e Si les expressions des réels de la famille (u;);c; sont compliquées, on peut construire
une fonction en Python (appelons-la u), qui prend en argument un élément i de
et qui renvoie une expression de wu;.

On peut aussi stocker les
termes que I'on veut sommer
dans une liste. Dans ce cas
on remplace tous les u(i) e Pour les sommer, on dispose essentiellement de deux options :

ar des u[i] dans la suite. — Faire une boucle sur les éléments de I telle que, a chaque étape, on ajoute
le terme suivant a la somme. Pour faire cela, a chaque étape (consistant a
ajouter un terme), on remplace la somme déja calculée par elle-méme + le
nouveau terme

Cette méthode algorith-
mique de calcul des sommes

est parfois déstabilisante au

début : en maths, une fois S—0
for i in I:

S=S+u (i)

1
qu’un objet est introduit, il 2
3

ne change plus de valeur. Ici

c'est avant tout une histoire . T N .
. ) Ne pas oublier d'initialiser la somme a 0 (une somme vide est nulle).
de mémoire informatique :

en faisant S=S+u(i), on — Créer une liste contenant les réels u;, i € I et les sommer.

oublie I'ancienne valeur de -
1 import numpy as np
S puisqu’elle ne sert plus a 2 S=np.sum ([u(i) for i in I])
rien.
Jamais d'indices en Dans les deux cas, la variable S contient la somme que I'on cherchait a calculer.
Python ! e Pour les multiplier, on dispose essentiellement de deux options :

— Faire une boucle sur les éléments de I telle que, a chaque étape, on multiplie

Ne pas oublier d'initialiser le le produit par le terme suivant.

produit 3 1 (un produit vide

1 1 P=0
vaut 1). 2 for i in |:
3 P=Pxu (i)

— Créer une liste contenant les réels u;, i € I et les multiplier.

1 import numpy as np
2 P=np.prod ([u(i) for i in 1])

Dans les deux cas, la variable P contient le produit que I'on cherchait a calculer.

Exemples : 20
e Pour calculer Z i
i=0

16



ou

2023 i
e Pour calculer E —
31+z
=17
ou
n

Cette commande fonctionne e Pour tout n € N*, n! = H k donc pour calculer n!
méme si on prend n = 0. k=1

En effet, dans ce cas, on fait
le produit d'une liste vide et

celui-ci vaut 1.

ou (mais cette commande donne des résultats aberrants pour les grosses valeurs
den)

[ J

e Pour tousn € N* et p € [0;n],

On n'utilise surtout pas la
formule avec les trois facto-
rielles. On verra pourquoi en

exercice.

Ainsi pour calculer (n)
p

ou

[ )

e Pour calculer T,, = Z 1

1<i<g<n

On peut méme calculer des

sommes doubles, qui ne

sont rien d'autres que des
sommes de sommes.

ou encore (si on ne veut pas prendre la peine de réfléchir & comment couper en
deux sommes) :

I N
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