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Chapitre 24

Séries numériques

On parle ici de séries numé-
riques par opposition aux sé-
ries de fonctions, qui sont au
programme en classes prépa-

ratoires scientifiques.

L'indice est muet : on par-
lera aussi de la série > uy,
de la série > u, etc. ainsi
que de la suite (Sy)n>0 dé-
finie par :

V>0, 8, =Y uk.
k=0

Pour lever toute ambiguité,
on trouve dans certains su-
jets la notation E Un,

nzng
mais cette notation est dan-

gereuse car il y a confusion
avec la somme de la série

(voir ci-dessous).

La série harmonique est un
exemple de série définie a
partir du rang 1.

Dans la chapitre 4, nous avons étudié les sommes de familles finies de réels. Nous allons
désormais étudier le cas ol I'on somme une famille de réels indexée par N (c'est-a-dire
on somme les termes d'une suite réelle).

| Généralités sur les séries numériques
1) Définitions

Les séries numériques sont des cas particuliers des suites réelles. Cependant elles possedent
de nombreuses propriétés particuliéres que nous allons étudier dans ce chapitre.

[ Définition. Soit (tun)n=0 une suite de nombres réels. On appelle série (numérique) de]
terme général u,,, et on note > u,, la suite (Sy)n=o définie par :

N
VN €N, SN=) tUn.
n=0

e Sin € N,u, est appelé terme d’ordre (ou d’indice, ou de rang) n de la série.

e SiN €N, Sy est appelée somme partielle d'ordre (ou d’indice, ou de rang) N
de la série.

. J

Remarque : Comme pour les suites, une série peut étre définie a partir du rang 0,1, 2
ou plus généralement a partir d'un rang ng € N (par exemple, les séries du type > 1/n®
sont définies a partir du rang 1). En général, il n'y a aucune ambiguité : on prend le
plus petit n a partir duquel la suite de terme général wu,, est définie (par exemple, pour
un, = 1/n, on démarre a partir du rang 1, et pour u, = In(n — 1), a partir du rang 2).
Dans la suite, on supposera que les séries commencent en 0, les autres cas s'y ramenant
facilement comme dans le chapitre sur les suites.

Remarque : On a ug = Sy et, pour tout n > 1, u, = S, — Sp_1.

Exemples :

On se donne dans la suite du chapitre une série > uy,.



>
S

la note parfois
= E U, OU encore
neN
S = g Un
n=0

Ne pas confondre la nota-
tion Y u, qui désigne une

série (il s'agit d'une suite), la
N
notation Z Un, qui désigne

n=0
la somme partielle d'ordre
N € N de la série (il s'agit

d'un nombre) et la nota-
—+ o0

tion Zun qui désigne la
n=0
somme de la série dans le cas
ou elle converge. On n'uti-
lisera la derniére notation
que lorsque I'on aura mon-
tré au préalable que la série
converge (de la méme ma-
niére que I'on ne parle de li-
mite d'une suite que lorsque
I'on a montré que celle-ci

existe).

2) Séries convergentes et divergentes

[ Définition (nature d’une série).

o On dit que la série ) u, converge si la suite (Sy)nN=o converge, c’est-a-dire s'il

N
existe S € R tel que Sy = Zun — S,

N—
n=0 oo oo
La limite est appelée la somme de la série, et on note S = g Upy.-
n=0

o Sila suite (Sy)n>o diverge (c'est-a-dire si elle tend vers 00 ou si elle n'admet
pas de limite), on dit que la série > u,, diverge.

e FEtudier la nature d’une série consiste a déterminer si elle converge ou diverge.
Deux séries numériques sont dites de méme nature si elles convergent toutes les
deux ou si elles divergent toutes les deux.

L J

Remarque : En d’autres termes, une série converge si la suite de ses sommes partielles
converge, et la somme de la série est (quand elle existe) la limite des sommes partielles.

Exemples :




Une série peut diverger sans
que les sommes partielles
+oo! Elles

peuvent aussi ne pas avoir

tendent vers

de limite!

En particulier, deux séries
qui ne different que d’un
nombre fini de termes sont

de méme nature.

Si on veut montrer un résul-
tat concernant une somme
infinie, on le montre pour
une somme finie et (si c'est
possible) on passe a la li-

mite.

%rs que la limite d'une

suite ne dépend pas des pre-

miers termes de la suite.

Le reste n'existe que lorsque

la série converge.

La somme définissant le
reste d'ordre N commence
en N + 1.

N
Remarque : Si la série g uy, converge et si p > 1, alors la suite E U converge
oo n=p Nzp
et sa limite est notée E uy,. La convergence éventuelle d'une série ne dépend pas des
n=p

premiers termes de la suite : seul compte ce qui se passe « au voisinage de 400 ».

Proposition. Soit Z uy, une série convergente. Soit N € N. Alors

+o0 N +o0

Dt =D tnt D un.

n=0 n=0 n=N-+1
DEMONSTRATION. Soit p > N +1. On a

n=N-+1

un—{— Z U, -

n=N+1

Par unicité de la Iimite, on a le résultat. O

Remarque : On a dit que la convergence éventuelle ne dépendait pas des premiers
termes de la série, mais la somme oui : en effet, par exemple, si u; = 2021 et si, pour
tout n > 2, u, = 1/n? alors la série >_ u,, converge (la convergence ne dépend pas des
premiers termes) et

N

Définition. Soit Uy, une série convergente de somme S. Soit N € N. On appelle
reste d’ordre N, noté Ry, la quantité

“+oo

Ry=8-Sy= ) un

n=N-+1

. J

Remarque : En d'autres termes, le reste d'ordre N est la différence entre la somme et la
somme partielle d'ordre N, et on a également S = Sy + Ry c'est-a-dire que la somme
est égale a la somme partielle plus le reste.

Proposition. Soit ) u,, une série convergente. Alors Ry N—> 0. En d’autres termes,
——+o00

le reste d’une série convergente tend vers 0.

Immédiat car Sy ——— S . O
N——+oc0

DEMONSTRATION.



En particulier les séries
convergentes forment un
sous-espace vectoriel de I'en-
semble RY des suites réelles,

et donc un espace vectoriel.

Cependant, une somme
de séries divergentes peut
converger : toujours penser
en termes de limites.
Par exemple, les

séries > 1/n et > —1/n

divergent mais la série nulle

deux

converge.

En particulier, la somme
d'une série positive conver-
gente est positive (prendre

Un =0 < vp).

\

Théoréme (linéarité). Soient > wu, et > v, deux séries convergentes et
(A, 1) € R2. Alors 3" (Auy, + pwy,) converge et

“+o00 —+00 “+oo
Z(Aun+/wn) S )\Zun +u2vn.
n=0 n=0 n=0

\ J

DEMONSTRATION. Soit NV € N.

N N N 400 400
Z(Aun + pvy) = )\Zun +qun m )\Zun +qun
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

car les séries > u, et > v, convergent. Par conséquent,

N 400 +00
n=0 n=0 n=0

En d'autres termes, > (Au, + pvy,) converge (car la suite des sommes partielles converge)
et

+o0 +oo +oo
n=0 n=0 n=0 O

De méme que dans le chapitre précédent, il faut impérativement montrer que
les deux séries Y uy, et »_ v, convergent avant de casser la somme.

1
Remarque : Si A € R* et si ) Au, converge alors > u, = Z 3 X Auy, converge. En

particulier, > u, et > Au, sont de méme nature.

Proposition. Si > u, et > v, sont deux séries convergentes et si pour tout n € N,

+oo +oo
u, < vp, alors Zun < Zvn. Si, de plus, il existe ny tel que u,, < vy, alors
n=0 n=0

I'inégalité est stricte.

~~ BEXERCICE.

Remarque : Toutes les propriétés vraies pour les sommes finies sont encore valables pour
les sommes infinies, a condition que toutes les sommes infinies existent bien, c'est-a-dire
que toutes les séries convergent. Il faut donc montrer leur convergence avant d'appliquer
ces résultats.

& Il'y a deux exceptions !



Pour montrer qu'une somme
infinie de fonctions conti-
nues est continue, il faut le
montrer a la main, mais il y
a toujours des questions in-
termédiaires, voir ci-dessous

la fonction exponentielle.

En d’autres termes, le terme
général d'une série conver-

gente tend vers 0.

En d’autres termes, une sé-
rie diverge grossierement (et
en particulier elle diverge)
quand son terme général ne

tend pas vers 0.

On a évidemment des ré-
sultats analogues pour les
séries > (un — Upt1) et
> (tn —Un—1), qui sont par-
fois plus simples a étudier.

e Une somme infinie de fonctions continues n'est pas forcément continue! En
particulier, on ne peut pas passer a la limite dans une somme infinie, par exemple
on ne peut pas affirmer directement que

+oo +oo
q—0
n=0 n=0

(on rappelle que 0° = 1). De méme pour dérivable etc.

e On ne peut pas intervertir une intégrale et une somme infinie, ni deux sommes
infinies, c'est-a-dire qu'en général,

b 400 +00 b +o00 400 400 +00
[ 35D 31 RIS 9) 9FD 3 F
¢ n=0 n=0"7 n=0p=0  p=0n=0

3) Une condition NECESSAIRE importante

Théoréme. Si ) u, converge alors u,, — 0. ]
n——+oo

L

DEMONSTRATION.

O

A LA RECIPROQUE EST FAUSSE!!!1]

1 1
E le: — —— 1 — di .
xemple S 0 mais Z - diverge

Théoreme. Si (u,)nen ne tend pas vers 0 alors la série > u,, diverge : on dit qu'elle
diverge grossiérement (DVG).

DEMONSTRATION. C'est la contraposée du théoréme précédent. O

Exemples :

4) Série télescopique associée a une suite

Proposition. La suite (uy)nen converge si et seulement si la série > (up+1 — uy)
converge, et si la suite (u,)nen converge vers L, alors la série converge vers L — wy.
La série > (up+1 — uy,) est appelée série télescopique associée a la suite (up)neN.

Remarque : Avoir w1 —up —+> 0 ne suffit pas pour que la suite (u,),en converge.
n—-—+00

Par exemple, vn+ 1 —+/n P 0 mais la suite (v/n)nen diverge.
n—-+00

DEMONSTRATION.




Pour une série a termes posi-
tifs, la convergence absolue
est équivalente a la conver-

gence.

Remarque : On peut évidemment généraliser au cas d'une suite qui ne démarre pas en 0.
Par exemple, (uy,)n>1 converge si et seulement si la série > (u,4+1 — uyp) converge, et si
la suite (uy)n>1 converge vers L, alors la série converge vers L — u;.

5) Convergence absolue

[Définition. La série Y u,, converge absolument (CVA) si la série »_ |u,| converge. ]

Théoreme. Si > u, converge absolument alors » u,, converge et

“+oo +0o0
Z Up| < Z [t | (inégalité triangulaire).
n=0 n=0

S

DEMONSTRATION.

& La réciproque est fausse !




On a un résultat analogue
pour les séries a termes né-
gatifs (mais elles sont plus
rares) : une série a termes
négatifs converge si et seule-
ment si la suite de ses
sommes partielles est mino-
rée, et si ce n'est pas le cas,
alors la suite de ses sommes

partielles tend vers —oo.

En clair : « plus petit
qu'un truc convergent, c'est
convergent, et plus grand
qu’'un truc divergent, c'est
divergent » (évidemment,
pour les séries a termes po-
sitifs).

Il  Séries a termes positifs

Pour montrer qu'une série Y u,, dont les termes ne sont pas de signe constant converge,
on étudie > |uy| pour montrer la convergence absolue. On se raméne donc a I'étude
d'une série a termes positifs.

1) Condition nécessaire et suffisante de convergence

Théoréme. Une série > u, a termes positifs converge si et seulement si la
suite (Sy)nen de ses sommes partielles est majorée, et si ce n'est pas le cas,

Sy —— +oo.
N—+400

DEMONSTRATION. |l suffit de voir que (Sn)nen est croissante puisque Zun est a
termes positifs.

Remarques :
e On a déja vu avec ) (—1)" que c'est faux si la série n'est pas a termes positifs.

e Si > u, est une série a termes positifs, alors on peut toujours donner un sens
a sa somme (dans R U {4o00}). Si elle diverge, cela signifie que (Sy)nyen tend
vers +oo et donc on pourrait (mais dans le programme on ne le fait pas!) poser

—+o00
Z Uy, = +00.
n=0

1
Exemple : Montrons (une nouvelle fois) que Z — - I s’agit d’une série a termes positifs.
n

2) Théorémes de comparaison

Théoréme. Soient > u,, ety v, deux séries a termes positifs. Si Y v, converge et si
Up = Uy, & partir d’'un certain rang, alors Y u,, converge.

DEMONSTRATION. & La démonstration est HP mais instructive.
Soit ng tel que pour tout n = ng, u, < v,. Soit N > n

no—1 ng—1 no—1

Zuanun—i—Zun\Zun+Zvn\Zun+Zvn.

n=ng n=ng n=ng

La derniére inégalité découle du fait que > v, est une série a termes positifs convergente,
donc sa suite des sommes partielles est majorée par sa somme. Finalement, la série
> u, est a termes positifs et la suite de ses sommes partielles est majorée. D'apres le
paragraphe précédent, la série > u, converge. O

Corollaire. Avec les mémes hypothéses sur »  u,, et > vy, si la série > u, diverge,
alors la série > vy, diverge.

Remarques :

e Si > uy, converge ou si Y v, diverge, on ne peut pas conclure.



Rédaction type, a connaitre
absolument. En particulier,
le mot « positif » doit appa-
raitre. Dire « par théoréme
de comparaison » est insuf-
fisant et sera sanctionné, a

|"écrit comme a |'oral.

La somme d'une série
convergente et d'une série
divergente diverge. Toujours

penser en termes de limites.

Rappelons que > u, et
> —un sont de méme na-

ture.

e ('est faux si les séries ne sont pas a termes positifs. Par exemple, pour tout n > 1,

1 1
—— < 0 mai ——di t >, 0 .
- mais Z — diverge e >~ 0 converge

Exemples :

Corollaire. Soient > u,, et Y vy, deux séries a termes positifs.

o Siu, ~ vy alors > u, et v, sont de méme nature.

o Siu, =o(vy,) etsiy v, converge alors ) u, converge.

.

DEMONSTRATION. & La démonstration est HP mais instructive.

e Supposons que u, ~ v,. |l existe donc ng € N tel que, pour tout n > ng,
% < up < 2vp.
— Premier cas : ) u,, converge. Alors ) “* converge d'apres le théoreme de
comparaison pour les séries a termes positifs, donc > v, converge.
— Deuxiéme cas : > u,, diverge. Alors > 2v,, diverge d'aprés le théoréme de
comparaison pour les séries a termes positifs, donc > v,, diverge.

e Supposons a présent que u,, = o (vy,). Alors u, < v, a partir d'un certain rang et

on conclut de la méme maniére. O
. . L. n+1
Exemple : Déterminons la nature de la série E 5
n
nE

Exemple : Déterminons la nature de la série Z e~

& C’est faux a priori si les séries ne sont pas a termes positifs.

(=D"

Par exemple, on a vu dans le paragraphe 1.5 que la série Z converge et

1
on verra dans le paragraphe I11.5.b que la série Z ﬁ diverge. Il s'ensuit que
nln(n

<_1"lo)n * nli(n) - (_i)n et

1) 1
la série Z <( n) + nln(n)) diverge. Pourtant

—1)"
Z(n)

Remarque : Ce corollaire est toujours vrai pour les séries a termes négatifs car si u, < 0

converge.

alors —u,, = 0 et on applique le corollaire a Z —u,. Attention, comme on vient de
le voir, il n'est pas valide quand les séries ne sont pas de signe constant (typiquement,
quand il y a un (=1)").



Par exemple la série

1
1\'*t=
E — n'est pas une
n
série de Riemann car la

puissance est variable.

Il Séries de référence

1) Séries de Riemann

Définition. Les séries E — (o «v est un réel fixe) sont appelées séries de Riemann.
n

a) Théoréme de convergence

Théoréme (convergence des séries de Riemann). Soit o € R. La série de Riemann

E — converge si et seulement si o > 1.
n

.

DEMONSTRATION.

O

Remarque : La preuve de ce théoréme utilise une technique fondamentale dans d'études
des séries : la comparaison avec une intégrale. Bien que la technique générale ne soit
pas au programme de Mathématiques approfondies, des cas particuliers peuvent étre
proposés en exercice (avec des questions intermédiaires). Il est donc bon de retenir les
grandes étapes :

e On écrit que, pour n assez grand (disons a partir du rang ng € N), u, = f(n)
avec f une fonction monotone. Si f est décroissante alors, pour tous n > ng et
z € n,n+1], fln+1) < f(x) < f(n).



n+1
On intégre entre net n+1: f(n+1) é/ f(z)dz < f(n).

&

y
n
e On en déduit que, pour tout n = ng + 1,
fn—1)
n+1 n
o) [t <ims [ pwi
n n—1
. — - (I'inégalité de gauche est I'inégalité de droite du point précédent, I'inégalité de
, " droite est I'inégalité de gauche du point précédent mais avec n — 1 au lieu de n).
e On somme les intégrales : pour tout N > nyg,
f(n=1) N+1 i\f: N
f(n) / f(z)dr < fn) < / f(z)dz.
— no+1 n=ng+1 no
N——
SNfuno
0 n—-1 n L

e On calcule les intégrales (ou on minore la premiére et majore la deuxiéme) pour
obtenir un encadrement explicite des sommes partielles et pouvoir conclure.

b) Utilisation des séries de Riemann

Les séries de Riemann sont des séries de références. Dans quasiment tous les exemples que
nous rencontrerons, nous utiliserons des comparaisons (inégalités, petits o, équivalents)
avec des séries de Riemann. Plus précisément : donnons-nous une suite (U, ),cN a termes
positifs.
e Si il existe @ > 1 tel que la suite (n®uy,)nen est majorée, alors > u,, converge.
C'est notamment le cas :

1
— lorsque u,, = o| — |.
q n o s

14 s
— lorsque up, ~ — avec £ € RY (c'est-a-dire (n®uy)nen converge vers £).
+oo n

e Si il existe a < 1 tel que la suite (n%uy,)nen est minorée par une constante ¢ > 0,
alors > u,, diverge. C'est notamment le cas :

— lorsque n%u,, —— 4o0.
n—-4o00

14 o s
— lorsque up, ~ — avec £ € R% (c'est-a-dire (n®uy)nen converge vers ().
+oo n

Exemples :

10



Les séries de Bertrand sont

définies a partir du rang 2.

c) L’exemple des séries de Bertrand

d) Séries de Bertrand

1

Définition (HP). Les séries Z o (In(n))P (ou « et 3 sont deux réels fixes) sont
n(ln(n

appelées séries de Bertrand.

Cherchons quand les séries de Bertrand convergent. Soient (o, 3) € R? et n > 2. On
1

pose u, = W

En conclusion :

-

1
Théoreme (HP). La série —————— converge si et seulement si o« > 1 ou
(HP) 2 e
(a=1etpB>1).
Remarque : A part dans le cas ou a = 1, |'astuce est donc de multiplier par n“>" . Mais

atl
2

. - . . . 1 .
pourquoi O‘T*l ? Dans le cas e > 1, si on multiplie par n” au lieu de n 2 , on voit que
deux conditions sont requises :

1

n®=(In(n))f t—+oo

e nu, = 0. Il faut donc que a — vy > 0, i.e. 7 < a.

1
° Z et converge. Il faut donc que v > 1.

Le choix le plus immédiat de réel v compris entre 1 et « est bien le milieu du segment

ol +1
[1;a], ie. %=

11



On peut, au choix, considé-

L comme

rer la série > ng"~
étant définie a partir du
rang 1, ou a partir du rang
0 mais avec un premier
terme nul. De méme pour
Snn—1)¢" 2 :

la considérer comme définie

on peut

a partir du rang 2, ou a par-
tir du rang 0 mais avec ses

deux premiers termes nuls.

La méthode est classique : il
suffit de voir que

n®=nn—-1)+n

et on se raméne a des séries

géométriques dérives.

2) Séries géométriques

si|gl <1 et on a alors :

+o0

n=2

+o0 1
"= —
2 a"=5

—4q

+oo

. > ng™
n=1

Z n(n — 1)q"_2 =

Théoréme. Les séries > q",> nqg" ' et > n(n — 1)¢" 2 convergent si et seulement

1_ 1
(1-q)%

2

(1—q)*

J

Remarque : Les séries > ¢, > ng" ! et > n(n—1)¢" 2 sont respectivement appelées
série géométrique, série géométrique dérivée et série géométrique dérivée seconde de
raison ¢g. D'ailleurs, on peut remarquer que les valeurs sont aussi obtenues par dérivations
successives. Attention, ce n’est qu'un moyen mnémotechnique (on rappelle que, dans le
cadre du programme, on ne peut pas dériver une somme infinie terme a terme) !

DEMONSTRATION.

Exemple : Montrer que la série Z

2n?+3n+1

67’L

12

converge et calculer sa somme.



On fera ce genre de cal-
culs quand on calculera la
variance d'une loi géomé-

trique : cf. chapitre 29.

Et donc elle converge ab-

mn
solument puisque E e
n!
converge et a pour somme

el®l.

Il faut penser a la série ex-

ponentielle car il y a de la

factorielle au dénominateur.

L'idée est de procéder a des

simplifications successives a

I"aide des égalités suivantes :
n 1

21, == ——
F e ]

et, pour tout n > 2,

n(n —1) 1

n! T (n—2)!

Pour faire apparaitre celle-ci,
on écrit
2

n“=n(n—1)+n.

Ces égalités n'étant valables
que pour n > 2, on doit iso-
ler lestermesn =0etn =1
dans le calcul de la somme.

3) Série exponentielle

a) Convergence de la série exponentielle

+oo
L . .. i z"
Théoréeme. Soit x € R. La série g — converge et ¥ = g —.
n! n!
n=0
DEMONSTRATION. Déja faite dans le chapitre 22. O

Exemples :

3n2+n+5

' x 7" converge et calculer sa somme.
n!

Exemple : Montrer que la série Z

13



b) Définition de la fonction exponentielle

Jusqu'a présent, on a admis |'existence d'une fonction f dérivable sur R vérifiant les
conditions f(0) =1 et f' = f. On en a déduit des propriétés de f (stricte positivité,
stricte croissance, etc.) pour finalement arriver a une somme de série

+oo
Vo eR,  fl@)=> =

n!
n=0

On peut voir ceci comme la (longue) partie analyse d'un raisonnement par analyse-
o0 "
synthese : si une telle fonction existe, c'est la fonction f : x — E —- Faisons a
n!
o . n=0 .
présent la synthése : montrons que la fonction ci-dessus est bien définie, dérivable et

vérifie f(0) =1et f' = f.

14



