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EXERCICE 1 : INTEGRALES DE WALLIS ET INTEGRALES GAUSSIENNES

7] si bien que

Partie A : Premiéres propriétés des intégrales de Wallis
2

Commencons par préciser que, pour tout n € N, la fonction ¢t — sin™(t) est continue sur [0,

I'intégrale W, existe.
1) Soit n € N. Effectuons le changement de variable t = g —x de classe C* sur [0,7/2] (x =0 quand t = 7/2

etz =7/2 quand t =0). On a « dt = —dx » et donc

Ocos" (g — :c) (—dzx) = /og cos” (g = m) dx = /og sin" (z) doz = W),

/ cos"(t) dt :/

0 3

’ sino(t)dt:/2 ldt:et
0 2

2) OnaW():/
0
Wy = /2 sin(t) dt =
0

3) Soit n € N. La fonction ¢ — sin"(t) est positive sur [0, ] et n'est pas identiquement nulle si bien que

4) Soit n € N*. Faisons une intégration par parties avec u = sin" et v = — cos de classe C'! sur [0,%]. On a

[VE]

[— COS(t)]§ = —cos (2

F) + cos(0) =[1].

u = ncos sin™ ! et v/ = sin et
_ % <. n+1 _ % / _ sn % g 2 on—1
Wht1 = sin" ™" () dt = u(t)v'(t) dt = [—sin"(t) cos(t)]§ — —ncos”(t) sin" " (t) dt.
0 0 0
2 on obtient

Puisque cos? = 1 — sin
T

Wipa1 = —sin” (g) cos (2

par linéarité de I'intégrale. Par conséquent ’ (n+ )Wy =nW,_1. ‘
W, 2n +1
@niD¥l _ + donc, par produit télescopique,

%
) + sin"(0) cos(0) + n/ (sin" 1 (2) — sin" (1)) dt = nWy1 — nWiy1,
0

Won o
5) Pour toutn € N, on a = =
) Wan Weons1)-1  2n+2
n—1
W n—1 W n—1 2%k + 1 (2](5 + 1) 1 n—1
2n 2k+2 k=0
= = = = 2k +1).
Wo kHO W kHO 2% + 2 nHl 2] kHO( +1
- - 2" (k+1) -
k=0

Le produit ci-dessus est le produit de tous les termes impairs de 1 a 2n — 1. Si on le multiplie par le produit
u Wo, 1 (20)!  (2n)!

des termes pairs, c'est-a-dire H(2kz) = 2"n!, alors on obtient (2n)!. Ainsi Wo — 2oml 9ol — dn(nl)?

k=1

2n)!
et donc | Wy, = 451(2)2 puisque Wy = g




Wonyz  Went2)+1  2n+2

Pour tout n € N, on a = =
Wonr1 Wengoy-1 2n+3

donc, de méme,

W W "ok 42 (s 1 4n(n))?
v, ~ 1L, =11 2k:+3 =2 gy = Il =5 (n)1 I
1 jo VAL g SR i k=1 (2n +1)!
4n(n!)?
et donc | Wan41 = @ (Z )1)' puisque Wy = 1.
n

Partie B : Etude asymptotique des intégrales de Wallis

1) a) Soit n € N. Pour tout § € [0, 5], on a sin(d) € [0,1] donc sin™(§) > sin™**(6). Ainsi

jus

bl )
W, = / sin”(t) dt > / sin™ L (t) dt = Wiy1.
0 0

Ainsi ‘ (Wh)nen est décroissante. ‘

b) La suite (W),)nen est décroissante et minorée (par 0). Le théoréeme de la limite monotone entraine
alors que ‘ (Wh)nen converge. ‘

2) a) Pour tout n € N*, la question 4a de la partie A entraine que

n

(n + 1)Wn+1W = (n + 1) W iWy = nW Wi

n+1

T
Ainsi la suite (nW,,W,,_1)nen+ est constante. Par ailleurs son terme initial est W1 W, = —. Ainsi

Ve N 7T
(nWp,Wp_1)nen+ est constante égale a —.

b) La suite (W,,)nen est décroissante donc, pour tout n € N* W, ;1 < W, < W,_1. Ainsi

W, W, w,
ntl < " < 1 et donc n < " < 1. Puisque i — 1, le théoréeme
Wh-1 Wh-1 n+1 W1 n+1 notoo

|44
1L
Wn—l n—+oo

d’encadrement entraine que

3) Pour tout n € N*,

W T W
2 _ 2 _ n _ n
(VaW,)* = W) = nW,,W,,_1 W T2 W
e 2 f m
Ainsi (1/nW,) W7 D et donc [ /n W, oy 5

Par produit de limites, nous obtenons | W,, =

X /W, —> Ongo.

n——+oo

Bl

4) OnaM — 1. Or

o9n N—>+00

Woni1 4702 2472 20 1 [47(n))?)’
Wa — (2n+1)! 7(2n)!  7@2n+1)n \ (2n)!
2 4 1) W 1 /4n(n)2\”
Puisque m(2n 4 1) Wanis —> m, nous en déduisons que — (n) — m. Puisque la fonction
2n Wap  n—oo n (Zn)' n——+o00

racine carrée est continue en 7, nous en déduisons que

1 47(n!)?

— T

vn o (2n)! n—o+oo




EXERCICE 2 : INTEGRALES EN VRAC

1) La fonction t — est continue sur [1,4] donc son intégrale est bien définie. Effectuons le changement

1
2el/Vt
1 1
de variable ¢ = —. La fonction u — —; est de classe C' sur [1/2,1] (u = 1/2 quand t = 3 et u = 1
u u

—2
quand t =1). On a dt = — du » donc

1/2 _9 1/2 1
/ / — du = —2/ ue “du = 2/ ue " du.
1 t2e 1/\[ (5)2ev u 1 1/2

Faisons une intégration par parties avec les fonctions f : u — —e % et g : u — u de classe C! sur
[1/2,1].Ona f iur—e ety :ur—1let

' ! —1/2 2 3
—u _ —u1l —u _ —1 € —u]l —-1/2
ue” " du = |—ue - / —e Ydu=—e + + |—e€ =——+ce .
/1/2 [ ]1/2 12 9 [ ]1/2 e 9

/4dt__4+3
L R2el/VE e e

wzz\/ﬁ n3/22 :izn:f(fb)

1 + k=1

Ainsi

2) Soit n € N*. On a

avec f iz +—> fonction de classe C! sur [0,1]. Le théoréme de convergence des sommes de

T
Vv1+ax

Riemann entraine alors que

1 1 1+ 1
lim Z —/xdx—/< T >dac
n—>+oon3/2k:1\/n+k: 0o V1i+uw 0o \Wl+z Vi4z
1
0

)
[jneoro-seres]

_ %(23/2 1) —2(V2-1) = 22-v2)

EXERCICE 3 : UNE EQUATION FONCTIONNELLE

c=0oul+c2=2

. . , hoole & m uhrif 2¢
1) Soit ¢ € R. Si f est une fonction constante égale a ¢ vérifiant (x), alors ¢ = T
c

et donc ¢ € {—1,0,1}. Réciproquement, on vérifie que les fonctions constantes égales 3 —1, a O ou a 1
sont solutions.

2) Supposons qu'il existe yo € R tel que f(yo) = 1. On a alors, pour tout z € R,
flx—yo)+ flyo)  flz—yo)+1

T T = Yo+ = = 1.
T = = o) = e o f) ~ 1+ Fe —w)
Ainsi ‘f est constante égale a 1 sur R.‘
Supposons qu'il existe zy € R tel que f(z9) = —1. On a alors, pour tout x € R,
T —2z0)+ f(z r—2z9)—1
F@) = f(z— 20+ 20) = f( o) +f(20)  f( o-1_

1+ f(z —20)f(20)  1— f(z— 20)

Ainsi ‘f est constante égale a —1 sur R.‘




3) a) Pourtoutxz € R, ona

: oo 25
ﬂ”f(2+2)1+éi%) (4
donc i i 2
BT A O R 11 C) | I Gl ACI DI
G )

Ainsi, pour tout € R, |f(x)| < 1. Raisonnons par I'absurde et supposons que I'inégalité n’est pas stricte.
Il existe alors zo € R tel que |f(z)| = 1. Ainsi 1—|f(x0)| = 0 et donc 1—’f (%)‘ = 0. Il s’ensuit que f

prends la valeur 1 ou —1 et donc f est constant, ce qui est absurde. Ainsi ’ pour tout z € R, |f(x)] < 1. ‘

b) On a f(0) = f(0+0) = fw donc f(0) € {—1,0,1}. Puisque f ne peut pas prendre les

valeurs 1 et —1, on a donc | f(0) = 0.

4) a) Fixons z € R. La fonction y — f(x + y) est dérivable sur R par hypothese. Dérivons-Ia :

, P+ f@)fw) = ) f@)(f@)+f)  fy) - Fy)fH)
Yy € R, x = = .
ve flety) 1+ f(2)f(y)” (1+ f(2)f(y)*

_SO-FOL@D e
i T e, e = 10)

b) Nous obtenons également que sinon f’ serait nulle sur R et donc f serait constante (ce qui est
exclu).

En particulier, pour y = 0, on obtient | f/(z)

5) a) Puisque ¢ # 0 et |f(z)| < 1 pour tout € R, nous en déduisons que f’ est strictement positive ou stric-
tement négative (selon le signe de ¢) sur R. La fonction f est bornée et, comme elle est monotone, le théo-

réme de la limite monotone entraine que’f admet une limite finie £ en —oo et une limite finie ¢ en —|—oo.‘
En faisant tendre x vers —oo ou +0o dans () on obtient que ¢ € {—1,0,1} et ¢ € {—1,0,1}. Puisque
f(0) =0 et que f est strictement monotone, nous obtenons que ’E =—V=1loul =—0=1. ‘

b) La fonction f est strictement monotone. De plus f est continue (car dérivable) donc, d'apres le
théoréme de la bijection, ’f réalise une bijection de R sur I'intervalle f(R) =]—1, 1[‘

c) La fonction f est dérivable et sa dérivée ne s'annule pas sur R. Nous en déduisons que f~! est dérivable
sur |—1,1] et que

1 1 1

PO (=2 () cd—y?)

VyE]—l,l[, (f_l)/(y) =

6) a) La fonction g est dérivable sur |—1,1] et

1 -1 2

Vye]—l,l[, g,<y):1+y_1_y 1_y2'

1

1
—¢g) = 0. Ainsi f~! — —g est constante sur
2c 209) ! 209

1
]—1,1][. Puisque g(0) = f~1(0) = 0 nous obtenons que f~(y) = 209 sur ]-1,1]. Ainsi
c

1
b) Nous remarquons que (f~!) = —¢’ donc (f~! —

wel-1,1  fly) = %m sz) .




c) SotzeRetye]|—-1,1[. Ona

z=f(y) — 2cx = In (iiﬂ;) — e2% = 11_1;
= (1l —y)=1+y
— 620:): _ 1= y(l 4 62cx>
— yZGQC:c_i_l:ecx_e—cx.
ecx +1 ecT 4 e—cx
et _ o—Cx
Nous en déduisons que, | pour tout z € R, f(x) = prrpmp——

7) Réciproquement cette derniére fonction est dérivable et elle vérifie (x). En effet (c'est fastidieux) :

eCt _ g—cx eCY — o—CY

f(l‘) + f(y) _ e p— + Y + e~y _ (eca: _ e—cw)(ecy + e—cy) + (6cy _ e—cy)(ecx + e—c:c)
1+ f(ﬂf)f(y) - . eCT _ o7 CT oCY _ o—CY - (ecx + efca:)(ecy + efcy) + (eca: — efcx)(ecy _ efcy)
+ ecT 4 e=CT oY 4 oY

eclety) o pelz—y) _ g=clz—y) _ o—clety) 4 eclzty) 4 o—clz—y) _ pelz—y) _ o—c(z+y)

= eclaty) 4 ecl@—y) 1 e—clz—y) 4 e—c(@ty) 1 ec@+y) — ecl@—y) — g—clz—y) 4 e—c(z+y)
9ec(aty) _ 9g—claty)  gelzty) _ o—clz+y)

flz+y)

T 2ec@ty) 4 9e—claty) | ecloty) 4 e—claty)

Nous en déduisons que les solutions au probleme sont les fonctions constantes égales a —1 ou a 1 ainsi que les
fonctions
et _ p—Cx

T ——— ceR.
GCCC _’_6—C$




